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nad znakiem sumy m zamiast ». Zauwazmy, ze blednie uzytym symbolom M i m nadano juz w tym
samym dowodzie inne znaczenie niz znakom N i n, co utrudnia spostrzezenie, ze blad jest zecerski.

Przejdzmy do sprawy interpretacji geometrycznej. Jak moze ona byé pozyteczna, zauwazmy
na przykladzie dwu twierdzen, ktérych dowody naszkicowano w ostatnim dodatku. Twierdzenie
Sierpinskiego-Younga latwo zapamietaé, jezeli zauwazy sie, Ze jest to twierdzenie o przeliczalnosci
zbioru ostrzy wykresu. Dla interpretacji twierdzenia Denjoy-Younga-Saksa przyda'tne jest pojecie
kontyngensow zbioru w punkcie p. Jest to zbior tych wszystkich potprostych o poczatku w punkcie
p, ktore sa granicami pdlprostych o tym samym poczatku, przechodzacych przez inne punkty
zbioru dazace do p. Twierdzenie Denjoy-Younga—Saksa glosi, ze we wszystkich punktach wykresu
funkcji, z wylaczeniem punktow, ktérych odcigte tworza zbior miary zero, kontyngens wykresu
albo pokrywa cala plaszczyzneg, albo jest zawarty w polplaszczyznie, ktora pokrywa, albo sklada
si¢ z dwu polprostych tworzacych styczng do wykresu. Wspdlczynniki kierunkowe polprostych
tworzacych kontyngens to liczby pochodne funkcji. Samo twierdzenie najcze$ciej podaje sie w pos-
taci zwiazkow pomiedzy skrajnymi liczbami pochodnymi, pochodnymi Diniego. Tak tez robili
autorzy twierdzenia, zwracajac jednak uwage na jego treS¢ geometryczna. Autor ksiazki podat
je w takiej postaci: ,,D f = D~ f skonczone prawie wszedzie w zbiorach {D  f > —oo} i {D~f < o0}
(i tak samo dla pary D_f, Dtf)”. Nawet jezeli czytelnik pokona trudnosci skladni tego zapisu
i zrozumie sens twierdzenia, to jak przypuszczam tylko w wyjatkowych wypadkach skojarzy je
z prosta i pigkna intuicja, ktora przy$wiecala autorom twierdzenia.

Wydaje sig, ze Autor — dbajac niewatpliwie o Scisto§¢ sformutowan — mniej troszczy si¢
o ich przystepnos¢ i zrozumialo$é. Stad takie sformutowanie twierdzen, ze nie zawieraja wszystkich
zatozen. Trzeba ich szukaé w tekscie wcze$niejszym. Jest to poprawne, ale moze prowadzi¢ do
przeoczen. O niedbalym formulowaniu twierdzen $wiadczy tez zbedne powtarzanie. Oto w tezie
twierdzenia 3 na str. 127 czytamy, ze funkcia A(4) = [fdu jest miarai dalej: ,Jezeli E = | ) E;

4 ,

jest suma roztaczna, skonczona lub przeliczalng zbiorow mierzalnych, to

[fdu= > [fdu (EnE =@ dlaij)
E i E;

Mamy tu zbedne powtorzenie warunku przeliczalnej addytywno$ci miary, a w nim samym warunku
roztacznosci zbiorow.

PrzejdZzmy w koncu do sprawy dwu uogoélnien. Pierwszym jest wprowadzone przez Autora
pojecie liczby granicznej. Jest ono dogodne, pozwala jednolicie traktowac zaréwno granice funkcji,
jak i granice wystepujaca w definicji calki. Nie widz¢ jednak celu okre$lenia ogélnej s-rézniczko-
walnodci, gdy jedynym przyktadem s-pochodnej, ktory autor oferuje czytelnikowi,.jest zwykla
pochodna, znana jeszcze ze szkoly éredniej.‘

Recenzowana ksigzka jest druga obok ksigzki R. Sikorskiego dostepna obecnie czytelnikowi
pozycja w jezyku polskim poswigcona funkcjom rzeczywistym. Weszty do niej te czesci teorii, kto-
rych uzyteczno§¢ sprawdzila si¢ w zastosowaniach do innych dzialéw matematyki. Zdaje sie, ze
moze ona znalezé czytelnikéw wilasnie wérod osob uprawiajacych te dzialy, przede wszystkim
rozne dzialy analizy, szukajacych $cistych, pelnych i zwiezle przedstawionych informacji z podsta-
wowego zakresu funkcji rzeczywistych.

Jan Stanislaw Lipinski

Tadeusz Gerstenkorn, Tadeusz. Srédka, Kombinatoryka i rachunek prawdo-

podobienstwa, Panstwowe Wydawmctwo Naukowe, Warszawa 1972, str. 432, cena
zt 48.—

~

Zakres ksiazki obejmuje tres¢ podstawowego wykladu rachunku prawdopodobiefistwa obo-
wiazujgcego studentow matematyki wszystkich kierunkow. Czesé 1 (kombinatoryka) sktada si¢
z dwoch rozdzialow: rozdziat 1 zawiera informacje o wzorze Stirlinga, funkcjach gamma i beta
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oraz wspdlczynnikach Newtona. Rozdzial 2 zawiera elementy kombinatoryki: wariacje, permutacje
i kombinacje, z powtodrzeniami i bez powtdrzen.

Czgs¢ 11 ksiazki skiada si¢ z siedmiu rozdzialow i dotyczy rachunku prawdopodobiefistwa.
Algebra zdarzen wprowadzona jest w rozdziale 3; klasyczna i aksjomatyczna definicja prawdo-
podobienstwa, oraz najprostsze wlasno$ci w rozdziale 4; podstawowe schematy (Bernoulliego,
Poissona, Pascala, Polya, Bayesa) stanowia tres¢ rozdziatu 5. Rozdziat 6 dotyczy jednowymiaro-
wych, a rozdzial 7 wielowymiarowych zmiennych losowych. Wreszcie, w rozdziale 8 wprowadzone
sa funkcje charakterystyczne i w rozdziale 9 twierdzenia graniczne (lokalne i integraine twierdzenie
de Moivre’a-Laplace’a, oraz najprostsze prawa wielkich liczb. Mocne prawo wielkich liczb roz-
wazane jest jedynie dla przypadku schematu Bernoulliego). Kazdy rozdzial zawiera spora liczbg
zadan do samodzielnego rozwigzania; na koncu ksiazki zebrane sa odpowiedzi do zadan.

Jezeli chodzi o zakres i sposob ujecia, mozna by zrobié zastrzezenie, e materiat ksigzki nie
jest zbyt nowoczesny; zwlaszcza twierdzenia graniczne potraktowane sa troszk¢ po macoszemu.
Nie jest to jednak zarzut powazny, jezeli zwazy¢, ze ksiazka przeznaczona jest nie tylko dla mate-
matykow, lecz réwniez (a moze przede wszystkim?) dla studentéw innych kierunkéw oraz dla na-
uczycieli.

Materiat ksiazki przedstawiony jest na ogé! jasno, przejrzyscie, z zachowaniem odpowiedniego
stopnia Scistosci; zasadniczy tekst jest bogato ilustrowany przyktadami. Te ostatnie zreszta powo-
duja, ze mimo stosunkowo skromnego zakresu, ksiazka liczy az 432 strony.

W zwiazku z tym nasuwa si¢ pewna uwaga o charakterze dydaktycznym, dotyczaca, najogol-
niej rzecz biorac, rozsadnego kompromisu miedzy tym, co powoduje, Zze tekst jest trudny (a wiec
m. in. zwigztoscia), a tym co go ulatwia (a wigc m. in. przykladami, obja$nianiem przejs¢ w dowodach,
itp.).

Nie trzeba chyba nikogo przekonywaé, Ze na to, aby czytelnikowi po przeczytaniu tekstu
mialo co$§ pozosta¢ w glowle, material powinien stawia¢ pewien opdr; w przeciwnym razie zostaje
on zapomniany rownie szybko, jak zostal przyswojony. Dlatego w podrecznikach umieszcza si¢
-zadania, studenci musza przerabiaé¢ ¢éwiczenia do wykladu, itp. W pewnym sensie wigc, im trud-
niejszy (W rozsadnych granicach) tekst, tym lepiej dla czytelnika. Nie oznacza to oczywiscie, Ze
zaleznos¢ ta rozciaga si¢ na calg skale trudnosci: na drugim krancu znajduja sie teksty dydaktycz-
nie chybione, zniechecajace wiekszo$¢ czytelnikow, w ktdrych kazde zdanie stanowi swoista szaradg.
Na pewno nie istnieje tu zadne uniwersalne optimum: stopieft trudnosci tekstu powinien zalezeé
przede wszystkim od tego, dla kogo ksiazka jest przeznaczona.

W przypadku recenzownej ksiazki, wydaje sie, ze Autorzy posuneli si¢ trochg za daleko w swo-
im dazeniu do jasnosci i przejrzystosci wykladu, w rezultacie czego ksiazka jest zbyt rozwlekia.
Przyklady sa rozwiazywane w tek$cie nadmiernie szczegétowo; to samo zresztg, cho¢ w mniej-
szym stopniu, dotyczy dowodow twierdzen. Dziala to nuzaco i pozbawia czytelnika nawet drobnej
satysfakcji choéby mikroskopijnych samodzielnych ,,odkryé”, ktorych dokonuje si¢ czytajac teksty
matematyczne. Ponadto, przy takim przedstawieniu materiatu czytelnikowi trudno odrdzni¢ to
co w danym przykladzie czy dowodzie jest istotne i wazne, od pozostalych fragmentow.

Uwag szczegotowych jest stosunkowo niewiele. Pierwsza z nich dotyczy rozdziatu 3 (zdarzenia),
ktory jest niezbyt udany. Sam pomyst prezentacji nie jest moze dydaktycznie catkiem chybiony:
o ile dobrze zrozumialem mys$l Autoréw, chcieli oni wyj$¢ od intuicyjnego pojecia zdarzenia,
uzywajac milczaco jako pojecia pierwotnego ,,zajscia’ zdarzenia okre$lié¢ rownosé, inkluzje, sume
itp. zdarzen, i zdefiniowaé zdarzenia elementarne jako ,,atomy” odpowiedniej algebry, dochodzac
do reprezentacji zdarzen jako zbioréw. Przy tym podejsciu zdarzenia elementarne bylyby zdarze-
niami, w odroznieniu od tradycyjnego ujecia, w ktorym zdarzenia elementarne sa zdarzeniami
tylko wtedy, gdy zbiory jednoelementowe naleza do algebry zdarzen.

Przedstawienie tego podejécia wymaga jednak dos$¢ duzej starannosci w rozréznianiu elemen-
tow zbioréw (na ktérych nie mozna wykonywaé operacji mnogosciowych) od zbioréow jednoele-
mentowych, ktére mozna dodawaé. Ponadto, ma ono jeszcze t¢ wadg, ze trudno jest w sposéb
naturalny wprowadzi¢ pojecie glgebry zbioréw roznej od algebry wszystkich podzbiorow. Auto-
rzy sami wpadli tu w nastawione przez siebie pulapki; nawet jednak gdyby taka koncepcj¢ roz-
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dzialu zrealizowa¢ nienagannie, bylaby ona chyba trudniejsza od uzywanej tradycyjnie, wymagajac
od czytelnika wiekszej dorzaloséci matematycznej.

W notce na stronie 60 pisza Autorzy, ze w teorii prawdopodobiefistwa zdarzenie elementarne
jest pojeciem pierwotnym, oni jednak ,,...rezygnuja z takiego Scistego ujecia na rzecz intuicyjnego
zrozumienia omawianych pojec”. Okreslona zostaje najpierw rownosé, inkluzja i suma zdarzen
(w definicjach uzywa sie pojecia ,,zajécia’ zdarzenia). Nastepnie, zdarzenie elementarne 4 definiowane
jest jako takie, ktore nie daje si¢ rozlozy¢ na sume skladnikéw réznych od A4 (skad m. in. wynika,
7e zbiér pusty jest zdarzeniem elementarnym, wobec czego 3 strony dalej robi si¢ zastrzezenie,
ze zdarzenia niemozliwego nie zaliczamy do zdarzen elementarnych). Zdarzenie traktowane jest
w dalszym ciggu tekstu niekiedy jako suma zdarzen elementatnych, a niekiedy jako podzbidr zbioru
zdarzefi elementarnych (przy czym uzywane sa dwa rodzaje zapisOw; por. str. 61 i 62). Zamieszanie
powoduje dodatkowo fakt, ze Autorzy nie wprowadzaja zadnych specjalnych oznaczen dla roz-
roznienia zdarzen elementarnych i zdarzen; w efekcie zarowno zbiory, jak i ich elementy ozna-
czane s3 tym samym rodzajem symboli i nie robi si¢ rozroéznienia migdzy elementami a zbiorami
jednoelementowymi. : :

Po kilku stronach definicji roznych operacji na zdarzeniach i wielu przyktadach, Autorzy na
str. 68 wracajg jeszcze raz do problemu zdarzeni elementarnych, piszac ,,Niech dana bedzie skon-
czona przestrzen zdarzen elementarnych I. Wezmy pod uwage dwa zdarzenia: A i B oraz odpo-
wiadajace im zbiory zdarzen elementarnych A’ i B””, Brak jest wyjasnienia czym sa zdarzenia 4 i B:
przez kilka poprzedzajgcych stron byly one wiasnie owymi zbiorami A’ i B’. Mozna si¢ jedynie
domyslaé, ze 4 i B to jakie§ deskrypcje, w rodzaju ,,Suma oczek na dwoch kostkach réwna 8%,
,»Maz wyzszy od zony” itp., podczas gdy 4’1 B’ to zbiory w odpowiednio skonstruowanych prze-
strzeniach. Zreszta Autorzy natychmiast rezygnuja z oznaczen primowanych, piszac ze termindow
zbidr i zdarzenie mozna uzywaé wymiennie i od tego momentu oficjalnie niejako sankcjonuja utoz-
samienie zbioré6w i zdarzen.

Nastepuje wyklad teorii zbiorow, wychodzacy z aksjomatyki Boole’a; przez blisko 5 stron
dowodzi si¢ podstawowych praw, takich jak przechodniosé relacji inkluzji czy prawa de Morgana.

Wreszcie Autorzy wprowadzaja pojecia ciala zbioréw, piszac (str. 73): ,,Niech dany bedzie
zbiér I dowolnych elementow. Z elementow tych tworzymy zbiory A4;, A,, ..., A,. Zbidér utworzo-
ny z tych zbioréw oznaczmy symbolem R. Przynalezno$é zbioru np. 4; do R bedziemy oznaczaé
symbolem ,,€”, a zapis 4; ¢ R odczytywac: A; nalezy do R. Zbidr R nazywaé bedziemy algebrg lub
cialem 1 oznaczaé litera S, jezeli w zbiorze tym wykonalne sa dzialania dodawania i dopetnienia
spelniajace podane uprzednio aksjomaty Boole’a, tzn....”. Tu po raz pierwszy pojawia si¢ relacja
€; nazwiasem moéwiac, zarowno w tej, jak i w nastepnej definicji zbiér R oznaczany jest przez R,
a nie przez S; przy okresleniu o-ciala nie ma zadnego wyjasnienia, czym jest suma nieskoniczona
zbiorow. Autorzy podaja natomiast informacje, ze ,,Algebra borelowska zdarzen rowniez w prze-
strzeni o nieskonczonej liczbie elementow jest izomorficzna () z algebra borelowska zbiorow™,
a w odsylaczu pisza: ,,Jzomorfizm = odpowiednioé¢ wzajemnie jednoznaczna. Twierdzenie, o kto-
rym mowa, udowodnit w 1936 r. M. H. Stone.”

Wreszcie, na zakonczenie rozdzialu nastepuje seria twierdzefi: orzekaja one m. in., ze kazde
dwa rozne zdarzenia elementarne sa rozlgczne, oraz e ,.kazde zdarzenie nieelementarne B, ktore
jest elementem skoniczonej algebry zdarzen daje si¢ przedstawié jako suma zdarzen elementarnych”
(dowodzi si¢ tu zreszta rowniez jednoznaczno$ci, ktora nie jest zapowiedziana w twierdzeniu),
i na koniec twierdzenia: ,,Jezeli algebra zdarzen ztozona jest z n zdarzen elementarnach, to mozna
utworzy¢ 2" zdarzen nalezacych do tej algebry”.

Watpliwe jest, czy czytelnik odniesie wiele pozytku z tego rozdziatu, a zwlaszcza z ostatnich
jego partii dotyczacych pojec ciata i o-ciala. Nawiasem mowiac, podczas gdy wszystkie pojecia
dotyczace np. operacji na zdarzeniach i zbiorach sa ilustrowane wieloma przykladami, w ostatniej
cz¢sei rozdziatu nie ma ani jednego przyktadu. Szkoda tez, Ze Autorzy nie uznaja innych symboli
niz litery alfabetu lacinskiego i greckiego skladane zwyklym drukiem, rezygnujac z wygody uzy-
wania innego rodzaju symboli dla elementéw, innego dla zbiordw, itp.

Pozostatych uwag jest juz tylko kilka. Twierdzenie na str. 386 w przytocznym sformulowaniu
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jest falszywe, W twierdzeniu 9.6.2 na str. 393 oznaczenia wprowadzone w zalozeniu nie wyste-
puja ani w tezie, ani w dowodzie. W twierdzeniu na str. 369 powinno by¢ lim y, = y. Tekst wyja-
$niajacy na poczatku paragrafu 9.6 (str. 392) jest mylacy; podana jest najpierw definicja: ,,Prawem
wielkich liczb nazywamy kazde twierdzenie, ktore rozwaza (?) zbieznosé¢ stochastyczna do zera
pewnego ciggu zmiennych losowych”, nastgpnie wyjasnienie, Ze poniewaz zbieznos¢ stochastyczna
do zera jest rOwnowazna sfabej zbieznosci ciagu dystrybuant do rozkladu jednopunktowego,
rozwazane prawa wielkich liczb nazywane sa slabymi, w odréznieniu od praw mocnych, o ktérych
bedzie mowa dalej. I wreszcie prawa wielkich liczb zalicza si¢ do twierdzen integralnych. Jak na
8 wierszy tekstu, to spora dawka niejasnych lub falszywych informacji.

Klopot pochodzi m. in. stad, ze we wstepie do rozdziatu 9 (str. 367) autorzy wyrdzniajg jedynie
dwa typy twierdzen granicznych: lokalne i integralne, wobec czego musza jako$ zaklasyfikowaé
prawa wielkich liczb.

Na str. 191-192, przy okazji konstrukcji zmiennej losowej o zadanej dystrybuancie, znajduje
si¢ zdanie: ,,... polegajacymi na tym, ze zmienna (nie losowa, lecz ktoérej zachowanie si¢ zalezy
od przypadkowego doboru punktu x) ...”. W tytule paragrafu na str. 194 lepiej byloby uzy¢ liczby
mnogiej (zamiast ,,Pewne rozklady zmiennej losowej skokowej™), i podobnie na str. 204 dla zmien-
nych losowych typu ciaglego. Na str. 88 mowi si¢ ,,... gdy » jest przeliczalne...””; na str, 247 za$
0 ,liczbach oderwanych” (chodzi o liczby niemianowane).

Na poczatku str. 232 rozwazany jest problem: ,,Jak ustali¢ cigzar nominalny jednej puszki,
aby sklep byt sprawiedliwy w stosunku do siebie i klientoéw, tzn. aby nie stracil, ani nie zyskal na
cigzarze po sprzedaniu calej partii towar6w?”’. Autorzy sugeruja, aby cigzar nominalny ustali¢
jako warto$¢ przecietnga wagi zawartosci puszki — co oczywiscie (poniewaz wariangja jest rézna
od zera) prowadzi do oszukania czesci klientoéw: fakt, ze inni klienci dostali towar za darmo, jest
dla nich raczej watpliwa pociecha.

Zadania kombinatoryczne maja tradycyjnie dziwaczna tres¢ — iloma sposobami mozna rozsa-
dzi¢ gosci przy stole, wyciagaé skarpetki z szuflady itp; zadanie ze str. 30 jest jednak chyba prze-
sadnie dziwne: ,,Sze$¢ osOb ma do dyspozycji 5 réznokolorowych kieliszkdéw i 2 rdozne gatunki
win. Iloma sposobami moga si¢ napi¢?”.

Resumujac, pomimo wszystkich przytoczonych uwag, zaréwno ogolnych (dotyczacych stopnia
latwosci ksigzki oraz niezbyt udanego rozdzialu 3), jak 1 uwag szczegotowych, jest to bardzo po-
zyteczna i wartosciowa ksigzka, ktéra moze by¢ wielka pomoca dla studentéw réznych kierunkow,
w szczegolnosci nie studiujacych matematyke (dla studentéw matematyki jest ona bowiem chyba
zbyt latwa), a zwlaszcza dla nauczycieli.

Sugerowaltbym, aby w nastepnym wydaniu uzupeni¢ rozdzialy o kombinatoryce, wlaczajac
na przyklad problemy zwiazane z bladzeniem przypadkowym, zasada odbicia, itp., rozbudowaé
rozdzial o twierdzeniach granicznych, oraz (byé moze) dolaczyé¢ rozdzial o lancuchach Markowa.

Robert Bartoszynski

Eustachy Tarnawski, Matematyka dla studiow technicznych, Pafstwowe
Wydawnictwo Naukowe, Warszawa 1972, str. 519, cena zt 58.—

Autor postawit sobie za cel podanie w jednotomowym podreczniku podstawowych wiado-
mosci z matematyki, niezbedanych dla studiow technicznych roéznych kierunkow. Jest to w polskiej
literaturze podrgcznikowej jedna z niewielu prob zawarcia calej potrzebnej inzynierowi wiedzy
matematycznej w jednym tomie. Wigkszos¢ podrecznikow z matematyki dla studiow technicznych
to opracowania dwu-, trzy-, a nawet i czterotomowe.

Opiniowana ksigzka zostala podzielona na 9 rozdzialow oraz 33 paragrafy, ktéorych numera-
cja jest niezalezna od numeracji rozdzialow.



