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Roman Duda, O pojeciu wymiaru, Biblioteczka Matematyczna, tom 31, Pafstwo-
we Zaklady Wydawnictw Szkolnych, Warszawa 1972, str. 152, cena zi 20.—

Ksiazka zawiera zarys teorii wymiaru i jest jednocze$nie wykladem tej teorii dla czytelnikow,
ktorzy z tej ksiazki majg dowiedzie¢ si¢ m. in. czym jest przekrdj zbioréw i odlegto$¢ punktow
na plaszczyznie; wyktadem bez dowodow, ale z argumentacja poparta przykladami, ktérych ko-
lekcja moze zadowoli¢ takze matematyka. Sa w niej dane biograficzne, daty, cytaty z prac orygi-
nalnych, fragmenty listow i rysunki (62). Bibliografia ma 87 pozycji; przewazaja prace specjalne;
prace bardzo specjalne sa nie mniej liczne niz pogladowe i popularyzujace: cytuje sie Kalejdoskop
matematyczny Steinhausa, ale i dwie prace Roya. Zatem rzeczy interesujace znajdzie w tej ksigzce
kazdy. Ale Autor pisze, ze ksigzka jest napisana tak, ,,by mogt ja czytaé kazdy”. Trudne to zamie-
rzenie Autora, jesli, jak zobaczymy, chce on napisa¢ o wymiarze wszystko.

O twierdzeniu Brouwera o niezmienniczosci obszaru pisze si¢ w tej ksiazce, ze ma ,,do dzi$
duza wartoéé”, a o krzywej Peany, ze jej odkrycie ,,ujeciu Jordana zadalo cios $miertelny”. Akcenty
rozmieszczone s3 w ksiazce nierowno: duzo ekspresji przy opisach osobliwosci, a nawet nieregu-
larnosci, i wrecz skapy komentarz w sytuacjach geometrycznych, np. kiedy si¢ pisze o sympleksie.
Ksiazka jest wiec napisana tendencyjnie. Zdaniem recenzenta wlasciwa bylaby tendencja przeciwna.

Teoria wymiaru z poéznych lat trzydziestych, taka jaka widaé z Dimension theory Hurewicza
i Wallmana i obu toméw Topologie Kuratowskiego, jest teoria wewnetrznie sharmonizowang o kon-
sekwentnej linii rozwoju: od twierdzenia Brouwera o niezmienniczo$ci obszaru, sformulowania
wymiaru pokryciowego i dowodu, Ze jest on rOwny wymiarowi geometrycznemu dla przestrzeni
euklidesowych, do twierdzenia Mengera i Nobelinga o zanurzeniu w przestrzen euklidesowa wy-
miaru 2n-+1 i twierdzen Hurewicza o odwzorowaniach obnizajacych i podnoszgcych wymiar.
Zakresem teorii byly przestrzenie metryczne zwarte. Wérdd nich znalazly si¢ i paradoksalne, nie
burzace teorii, lecz uwidaczniajace niebanalno$é zjawisk: pary przestrzeni 2-wymiarowych zbu-
dowanych przez Pontriagina o produkcie majacym wymiar mniejszy niz 4, i z ostatnich lat, ale
w tej samej linii rozwoju, przyklad Hendersona przestrzeni wymiaru nieskonczonego bez pod-
przestrzeni domknigtych wymiaru skonczonego, réznego od 0.

Wiele poje¢ (np. zwarto$é) zyskalo na stosowaniu ich w sytuacjach ogoélniejszych. Ale nie
wymiar. Kolejne modyfikacje dwu jego gtdwnych wariantoéw, pokryciowego (dim) i indukcyjnego
(ind i Ind), okazywaly si¢ niedopasowane do tych ogoélnych sytuacji: dziesie¢ albo wiecej konku-
rujacych ze soba pojeé wymiaru i brak zgody na ktére§ z nich — oto obraz teorii wymiaru poza
zakresem przestrzeni metrycznych os$rodkowych.

, Autor nie rezygnuje z teorii wymiaru przestrzeni ogolnych i nie waha sie nawet przed oma-
wianiem koncepcji, ktére zawiodly. Jest to mewqtphwa korzy$é¢ dla niektorych czytelnikow. Po-
stawmy sie jednak na razie w roli tych innych.

We wstepie jest kilka stronic o rozwoju geometrii od starozytnosci po poczatkl Analysis Situs.
Potem idzie rozdzial o zbiorach, majgcy charakter roboczy; recenzent nie znalazt jednak w ksxqzce
miejsca, gdzie Autor korzysta z wlasnosci trychotomii dla liczb kardynalnych (pisze sie o niej na
str. 22) lub ze stwierdzenia (str. 23), ze ,,... istnigje nieskonficzenie wiele zbiord6w nieprzeliczalnych,
z ktorych zadne dwa nie sg rownoliczne”. Rozdziat o topologii (str. 23) zaczyna sie od nawiazania
do Eulera, ksigzki Listinga i do Poincarégo. A zaraz potem:,, Podstawowe dla topologii jest pojecie
przestrzeni topologicznej”, i do konca rozdziatu (str. 34) o niczym poza ogdlnymi przestrzeniami
topologicznymi si¢ nie pisze. Topologia ogdlna dostarcza formalizmu dzialom geometrycznym
topologii (nie przeszkadza to temu, ze gdzie indziej przezywa ona w ostatnich latach prawdziwy
renesans, dochodzac do granic subtelnoéci w badaniach podstaw teorii zbioréw). Formalizmy
matematyczne shuza do opisu zjawisk, nie prowadza do odkry¢ zjawisk ani nawet do ich dowo-
dow, chyba ze zjawisko dotyczy samego formalizmu. Zrozumienie przykiadu (rys. 11, str. 25)
topologii na zbiorze dwupunktowym, ktora jest jedynie klasy To, W niczym nie pomoze w rozu-
mieniu twierdzen Brouwera, ani zadnych innych twierdzen z tej ksiazki. Powiedzenie, ze otwarto$é
»chwyta najglebsze tresci lezace u podstaw przestrzeni geometrycznych® (str. 24) moze wzbudzié
niepotrzebne nadzieje u niedoswiadczonego czytelnika.
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O wymiarze zaczyna sie pisaé na str. 34. Na razie o ksiazce Abotta o krainie plaskosci z kilku-
stronicowym cytatem i rysunkiem. Opowiesci o plaszczakach, podobne do tej, czgsto sie spotyka
u autor6w ksiazek popularnych z teorii wzglednosci: do§é dobrze przygotowuja do zrozumienia
czwartego wymiaru. Ze to sie tu moze przydaé, recenzent nie jest przekonany.

Nastepuja przyklady zbioru Cantora, dywanu i krzywej trojkatowej Sierpistiego oraz krzywej
Peany ilustrujgce trudnosci w okresleniu wymiaru 0 i 1. Krzywa Peany ilustruje trudnosci okreslenia
linii przez przedstawienie parametryczne. Ale kiedy na str. 53 przedstawienie parametryczne jest
z zatozenia homeomorfizmem, caly tekst z wyjatkiem niejasnych zastrzezef sugeruje czytelnikowi
(chodzi teraz przewaznie o powierzchnie), Ze sprawa jest zalatwiona. Czytamy (str. 53): ,,Przestrzent
M ma wymiar n gdy dla kazdego punktu p e M istnieje homeomorfizm f mig¢dzy n-wymiarowa

' kostka otwarta Q, a pewnym otoczeniem w M punktu p ... Podzbior f(Q,) nazywamy mapa na
M w otoczeniu p, ... Czy okreslenie to jest poprawne? Nie przesadzajac w tej chwili kwestii, za-
uwazmy ...”” Pytanie nastepuje po definicji mapy, ale zaraz potem autor wyjasnia, ze watpliwosé
dotyczy wymiaru; zgadzamy si¢. Dlaczego jednak zamiast wyrazenia nieokreslonych watpliwosci
Autor nie napisal po prostu, ze takie okreslenie wymiaru linii, powierzchni, i ogdlnie rozmaitosci
n-wymiarowej byloby jawnie niepoprawne, gdyby sie okazato, ze przestrzenie euklidesowe réznych
wymiar6w moga by¢é homeomorficzne. Twierdzenie Brouwera negujace te mozliwosé jest przed
czytelnikiem dlugo trzymane w tajemnicy; sformutowane jest na str. 64; dla mniej uwaznego czy-
telnika ginie w tekscie migdzy wierszami (41 innych twierdzen jest wyodrebnionych z tekstu i opa-
trzonych naglowkiem ,,Twierdzenie” grubym drukiem). Mimo wyrazonych przez Autora watpli-
wosci co do poprawnosci okre$lenia rozmaitosci n-wymiarowej, mowi si¢ o nich dalej jako o czyms$
dobrze ugruntowanym, co moze sugerowac czytelnikowi, ze te watpliwosci nie sa moze takie wazne.
Inna uwaga: butelka Kleina, plaszczyzna rzutowa etc. to cickawe powierzchnie (5 rysunkéw na
str. 55), ale dla dalszego ciagu wykladu znaczenia nie maja.

Rozdzial 0 homojach w sensie Frécheta zwraca uwage czytelnika jeszcze w inna strong. Potem
nastepuje rozdzial zatytulowany ,,Spostrzezenie Lebesgue’a™.

Jesli chodzi o $cisto$é, Autorowi nie mozna nic zarzucié. Lebesgue nie wprowadzil pojecia
wymiaru, zwanego dzisiaj pokryciowym, i rzeczywiscie zrobit jedynie spostrzezenie, Ze przestrzen
euklidesowa n-wymiarowag mozna pokry¢ zbiorami domknietymi o $rednicy mniejszej od z gory
danej liczby i tak, by krotno$¢ tego pokrycia nie przekraczala n-+1; jego dowodd, Ze liczby n+1
nie da si¢ zastapi¢ mniejszq, miat luke. Czas nie zostawia rzeczy przeszlych niezmiennymi: odkry-
cia bywaja zapominane, a spostrzezenia nabieraja rangi odkryé. Tak bylo ze spostrzezeniem Le-
besgue’a. Jesli obecnie mowi sie wymiar, bez przymiotnika, to jeSli nie mysli si¢ o0 wymiarze przes-
trzeni euklidesowej, to my¢li siec o wymiarze, ktérego idea idzie od Lebesgue’a, a sformutowanie
pochodzi od Cecha. Wymiarowi pokryciowemu Autor nigdy nie oszczedza przymiotnika; dokladny
w podawaniu szczegdtdw biograficznych Autor ogranicza si¢ do informacji, ze ,,spostrzezenie
Lebesgue’a postanowiono ... (kto? kiedy? — przyp. J. M.) potraktowaé jako definicje”.

Z ta lakonicznoscia kontrastuja rozdzialy o wymiarze indukcyjnym. Recenzent nie chciatby
sie jednak wdawaé w polemike co do wagi odkry¢é znakomitych autorow. Poprzestanmy na stwier-
dzeniu, ze Autor uzywa dosé duzego zasobu przymiotnikow wartosciujacych: wspanialy, niewielkie
(znaczenie), pigknie napisana, wielki, ogromna (warto$¢), elegancki (dowod), wybitny, etc., co
do takich polemik prowokuje.

Rozdziat ,,Rozwiazanie Mengera . zawiera m. in. do$wiadczenie myslowe z punktami
,,bryly (przestrzeni 3-wymiarowej)”, z ktorej otoczenie tego punktu ma by¢ wycinane pita (recen-
zentowi si¢ wydaje, ze trudnosci techniczne, ktore wida¢, moga odwrdci¢ uwage mato doswiadczo-
nego czytelnika od trudnosci matematycznych, ktorych moze nawet nie dostrzeze). Z tekstu, ktory
zajmuje 2 stronice (str. 71-73) wynika, ze chodzi o rozamowanie motywacyjne, a nie o dowodd.
Czy jednak nie znajda si¢ czytelnicy, na ktorych to rozumowanie sprawi wrazenie szkicu dowodu,
ze wymiar indukcyjny bryly jest 3? Przyczynia si¢ do tego uzywanie tego samego terminu przestrzeni
3-wymiarowej dla bryly, gdzie wymiar to wymiar euklidesowy, i dla przestrzeni n-wymiarowej,
gdzie n znaczy wymiar indukcyjny. Jesli tekst jest pisany dla matematykow, to nie ma biedy; co
prawda jest wtedy zbedny.

L1
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Najwiecej informacji o wymiarze jest w rozdziale ,,Teoria wymiaru Mengera-Urysohna’®
(str. 82-95), gdzie streszcza si¢ Dimensionstheorie Mengera z 1930 r. Po6zniej, kiedy podobnie
streszczana jest Dimension theory Hurewicza i Wallmana, Autor pisze o ksiazce Mengera, Ze spra-
wia ,,wrazenie jakby troche przypadkowego zbioru rozmaitych wynikéw”. Rzeczywiscie, rozdziat
ten polega na wymienieniu pod rzad 17 twierdzerh roznej wagi: i o tym, ze kazda przestrzen stabo
jednowymiarowa jest dziedziczna niespOjna (dziesigte) i ze kazdy podzbidr n-wymiarowej prze-
strzeni euklidesowej zawierajacy zbior otwarty ma wymiar n (czternaste). ‘

Rozdziat ,,Teoria krzywych (linii)” (str. 96-101) jest dygresja: problematyka ta ,,zyje Zyciem
od teorii wymiaru prawie niezaleznym”, Na nieco wiecej niz stronicy pisze si¢ o krzywej uniwer-
salnej Sierpinskiego, o kontinuum dziedzicznie nierozkiadalnym Knastera, o krzywej Whyburna
bedacei dziedzicznym przekrojem plaszczyzny i o krzywej Andersona i Choqueta nie zawiera-
jacej swoich obrazéw homeomorficznych.

Nastepnie (str. 101) pisze si¢ o twierdzeniu Aleksandrowa zapewniajacym dla kazdej prze-
strzeni zwartej metrycznej n-wymiarowej i kazdego & dodatniego istnienie e-odwzorowania tej
przestrzeni na wieloScian n~-wymiarowy. Rozdzial ten ma nazwe ,,Wymiar metryczny’’. Wspomniane
e-odwzorowania sa dostatecznie wazne i umieszczenie terminu g-odwzorowanie w tytule skiero-
waloby uwage czytelnika w dobrym kierunku. Nie szkodzitoby w tym rozdziale wspomnieé, i to
szerzej, o odwzorowaniach w nerw pokrycia, glownej metodzie, poprzez ktora teoric wymiaru
stosuje si¢ w topologii geometrycznej. Przestrzed ma wymiar metryczny », kiedy # jest najmniejsza
liczba, dla ktorej speiniona jest teza twierdzenia o e-odwzorowaniach. Poza zakresem przestrzeni
metrycznych zwartych moze si¢ zdarzy¢ (Sitnikow, 1953), ze to najmniejsze n jest mniejsze od
wymiaru przestrzeni. Wér6d matematykow konirprzyklady sa cenione bardzo wysoko: jesli twier-
dzenia daja zwiazki miedzy zjawiskami, to (kontr)przyklady sa samymi zjawiskami. Mimo to nie
opatruje si¢ rozdzialu o postulatach teorii miary tytulem: zbiory niemierzalne.

Od str. 107, gdzie zaczyna si¢ mowi¢ o wymiarze homologicznym, ksiazka przestaje byé dla
niematematykéw: nie pomoze okre§lenie brzegu tancucha, ani okreslenie produktu dwu przestrzeni
topologicznych dla zrozumienia wspomnianego juz przykladu Pontriagina.

Porzuca sig zakres przestrzeni metrycznych zwartych i przechodzi do przestrzeni metrycznych
osrodkowych, aby omowi¢ (na str. 118-125) ksiazke Hurewicza i Wallmana (1941), ktora traktuje
teori¢ wymiaru wlasnie w tym zakresie. Formuluje si¢ twierdzenie o przegrodkach, o charaktery-
zacji wymiaru przez odwzorowania w sfery i o wymiarze produktu. Kolekcja wymiarow powig-
kszyta si¢ do trzech, dim, ind, i Ind ale w tym zakresie wszystkie sa one réwne.

Omédwienie ksiazki Nagaty Modern dimension theory (1965), traktujacej o wymiarze przestrzeni
metrycznych, zajmuje okolo pigé stronic i poprzedzone jest informacjg o réwnosci dim = Ind
dla przestrzeni metrycznych i o przykladzie Roya przestrzeni metrycznej, dla ktérej ind < dim.
Jest wzmianka o przestrzeniach przeliczalnie wymiarowych i stabo nieskonczenie wymiarowych.

Ostatni rozdzial to ,,Postowie”, a przedostatni to ,,Uwagi koncowe”, w ktérym jest mowa
o probach aksjomatyzacji wymiaru. Ale przedtem jest mowa o trudnosciach wewngtrznych teorii
wymiaru. Autor cytuje wypowiedZ Nagaty z Sympozjum Praskiego z 1966 r. Pesymizm tej wypo-
wiedzi jest wyrazny : teoria wymiaru powinna okresli¢ swoje cele, ograniczyé zakres przestrzeni,
ustali¢ te wlasnosci, ktére powinien mie¢ wymiar, aby go nazwaé wymiarem, a* okazuje sie¢, ze po
pigcdziesieciu latach istnienia teorii nie ma takich postulatow. Juz po wyjsciu ksigzki R. Dudy
zostala znaleziona aksjomatyka wymiaru dim w zakresie przestrzeni metrycznych (Szczepin, kon-
ferencja topologiczna w Thilisi, 1972). Czy zadowoli specjalistow?

Poslowie jest wyrazeniem przekonan Autora. Koficzy sie zdaniem: ,,Z tego punktu widzenia
teoria wymiaru jest jedna z najzywotniejszych obecnie teorii matematycznych’”. Wyciaga sie ten
wniosek z przekonania, ze teoria, w ktorej wszystko jest znane ,,jest martwa”’. Zgadzamy si¢ z Au-
torem, Ze teoria wymiaru nie jest martwa; wigcej, ze trwaja w niej goraczkowe poszukiwania. Ale
dazeniem kazdej teorii jest dazenie do zamknigcia si¢ i ... stania si¢ martwa. Wiele powaznych
teorii spotkat ten los, a ludzie, ktorzy si¢ do tego przyczynili, odeszli od nich z poczuciem spel-
nionego zadania. Czy nie stalo si¢ tak z algebra Boole’a, fragmentem topologii ogdlnej w zakresie
przestrzeni catkowicie regularnych, z teoria kontinuéw nieprzywiedlnych? Ozywienie wynikajace
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z niemozno$ci rozsadnego zamknigcia teorii moze nie oznaczaé zywotnosci, lecz rozgoraczkowanie
problematyka, prowadzace do zniechecenia i opuszczenia jej przez ludzi.

Byla mowa, ze ksigzka zawiera wszystko o wymiarze. Jest prawie wszystko: brak jest omo-
wienia wymiaru przestrzeni jednostajnych, a wiec ksiazki Isbella Uniform spaces (1964) oraz (z wa-
Zniejszych rzeczy) szerszych informacji o wymiarze nieskonczonym. Ale to nie jest zarzut, bo gra-
nica tematyki objetej ksiazka musi gdzie$ przebiegaé.

Z tego omoéwienia wynika, ze ksiazke R. Dudy nalezy traktowaé powaznie. Recenzent rozumie
ja jako zarys historii teorii wymiaru, szczegdlowy i nie pomijajacy trudnych jej fragmentow, takze
tych, ktére stracily aktualnosé. Jest tendencyjny, tak jakby Autor chcial przeprowadzié¢ dowod
nierownosci dim < ind w sensie znaczenia. Ale wiele rzeczy, w ktorych gotowisSmy widzieé te
tendencje, okazuje si¢ przy dokladniejszym sie im przyjrzeniu rezultatem skrupulatno$ci w drg-
Zeniu prawdy historycznej, nie zawsze pokrywajacej si¢ z legenda rozpowszechniong wér6d mate-
matykow. Ta ksiazka powinna byla by¢ napisana dla matematykéw. Wtedy i owe przymiotniki
wartodciujace bylyby zbedne (takze przymiotniki takie, jak polski, francuski, szwajcarski przed
nazwiskami matematykow), nie byloby rozdzialu o zbiorach, o zbiorach otwartych i domknietych,
a moze i 0 opowiesci Abotta. Szkoda, ze tak si¢ od razu nie stalo, bo i tak, wbrew zapowiedzi Au-
tora (ale moze nie wbrew intencji), nie jest to ksiazka dla kazdego.

Jerzy Mioduszewski

Jerzy Browkin, Przyklady pierscieni i cial w programie szkolnym, Biblioteczka
Nauczyciela Matematyki, Panstwowe Zaktady Wydawnictw Szkolnych, Warszawa
1972, str. 64, cena zi 9.—

Ksiazka Jerzego Browkina stanowi cenna pozycje Biblioteczki Nauczyciela Matematyki.
Wyjasnione sa w niej pojecia pierscienia i ciata przemiennego w zwiazku z zagadnieniami znanymi
uczniom z nauczania szkolnego. Ksiazka napisana jest poprawnie i $cisle, przy tym sformulowa-
nia sg proste, pisane w sposdb zrozumiaty nie tylko dla nauczyciela, ale i dla bardziej wyrobionego
ucznia. Konstrukcja calosci jest przejrzysta, podane przyklady interesujace, dowody jasne i nie
potraktowane zbyt formalnie.

Opracowujac dokladnie pierscienie i ciala Autor przypomina wiele podstawowych poje¢ ma-
tematyki, jak np. izomorfizmu i klas abstrakcji oraz daje glebsze ujecie ,,klasycznych™ tematow
szkolnych. Cenne jest zwrdcenie uwagi na wiasnosci pewnych zbioréw funkgji, gdyz w szkole bada
si¢ na ogot tylko kazda funkcje z osobna. Ciekawe'sa dwa réwnologle ujecia teorii wielomiandow:
jako ciagdw wspolczynnikow i jako funkcji zmiennej rzeczywistej; na specjalna uwage zastuguie
teoria funkcji wymiernych, z ktdrej ujeciem sg w szkole trudnosci.

Jezyk pracy jest latwy i poprawny, nie wiem tylko, dlaczego Autor pisze ,,jedynka’ zamiast
,»jednosc” i, wbrew jezykoznawcom, ,funkcja przyjmuje”, a nie ,,funkcja przybiera” wartosci.

Uwazam recenzowang pracg za bardzo dobra, sadzg jednak, Ze bylaby bardziej przydatna,
gdyby ja Autor nieco rozszerzyl. Przede wszystkim potrzebne jest szersze opracowanie ciata liczb
rzeczywistych.

Z punktu widzenia przystgpnosci tekstu brakuje w nim przykladéw wyjasniajacych sens tru-
dniejszych definicji. Aby rozwigza¢ zadania dotyczace jakiego§ nowego pojecia, czytelnik musi
nie tylko przyswoic jego definicje, ale rowniez ,,wyobrazié sobie, co o chodzi”. Na przyklad dzielnik
zera jest pojeciem zupelnie nieintuicyjnym dla kogo$, dla kogo dzialanie jest wlasciwie wylacznie
dzialaniem arytmetycznym w zakresie liczb rzeczywistych.

Poza tym bardzo potrzebne bylyby rozwiazania zadai na koncu ksiazki. Zadania sa ciekawe,
dobrze dobrane i w gruncie rzeczy nietrudne. Jednakze wielu czytelnikéw jezeli nawet przepro-
wadzi zadany dowdd, to nie bedzie miato pewnosci, czy jest on pelny i poprawnie sformutowany.

Oba te braki mozna bedzie usunaé w drugim wydaniu ksigzki, ktora nalezy goraco polecié¢
wszystkim nauczycielom matematyki w szkolach §rednich.

Aniela Ehrenfeucht
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