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Seria II: WIADOMOSCI MATEMATYCZNE XIX (1975)

Kazmerz Kuratowskl (Warszawa)

O selektorach w topologii i teorii miary

Odczyt im. Waclawa Sierpinskiego wygloszony w dniu 8.1II1.1974

-

Wstep. Przy stosowaniu aksjomatu wyboru w topologii nasuwa sig czgsto w spo-
s6b naturalny pytanie, czy istnieje zbidr ,,wybrany” (tzw. selektor) o pewnych po-
zadanych z punktu widzenia topologicznego wlasnosciach. Np. gdy dany jest roz-
ktad przestrzeni topologicznej na zbiory domknigte, roztaczne i niepuste, mozna
postawié¢ pytanie czy istnieje selektor domknigty tego rozktadu, lub — jesli to nie
jest mozliwe — czy istnieje selektor klasy G, itp.

Podobnie, gdy dane jest przeksztalcenie F : X — 2%, przyporzadkowujace kaz-
demu punktowi x € X zbiér domknigty niepusty F(x) < ¥, wiadomo na podstawie
aksjomatu wyboru, Ze istnieje odwzorowanie f : X — Y takie, ze f(x) € F(x) (ktore
nazywamy selektorem przeksztalcenia F). Powstaje pytanie czy istnieje selektor
ciagly, I klasy, mierzalny itp. (przy odpowiednich zaloZeniach o przeksztalceniu F).

W obu wypadkach zagadnienie, do ktérego prowadzi aksjomat wyboru, przy-
biera charakter topologiczny (lub wkracza w teori¢ miary). Celem niniejszego wy-
kladu jest przedstawienie — bez podawania dowoddw — niektdrych wynikow
tak pojetej teorii selektoréw. Bedzie to wigc niejako aspekt topologiczny badan
nad aksjomatem wyboru, ktéremu tak wiele uwagi poswigcit prof. Sierpinski.

Dodajmy, Zze wiele twierdzefi nazywanych dawniej twierdzeniami o uniformi-
zacji — ktore réwniez stanowily obiekt zainteresowan prof. Sierpinskiego — wchodzi
obecnie do teorii selektoréw (np. twierdzenia Kondd i Kunugui omawiane w czeéci
II; por. tez [29]).

Zaznaczmy wreszcie, ze w wyktadzie niniejszym ograniczamy si¢ do selektoréw
dla rodzin zbioréw domknigtych. Zagadnienia selektoréw dla zbioréw niedomknig-
tych (np. zagadnienie selektoréw dla kompozant continuéw nierozkladalnych,
lub zagadnienie selektoréw dla rozkladu Vitaliego) wymagaja zupelnie innych
metod (por. [16]).

Cz¢s¢ 1. Selektory rozkladéw. O przestrzeni X zakladaé bedziemy, Ze jest to
przestrzenn polska (tj. metryczna, oSrodkowa i zupeha).

Litera Q oznaczaé bedziemy rozklad przestrzeni X na zbiory domkniete roz-
faczne i niepuste; ten sam znak oznaczaé tez bedzie rodzing tych zbioréw.
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Majac dang rodzing R podzbioréw przestrzeni X, méwié bedziemy, ze rozklad
O jest typu R-, je$li spehiony jest warunek

6y {UEeQ: EnG #0}eR

dla kazdego zbioru otwartego G < JX.
Podobnie: Q jest fypu R*, jesli

) {UEeQ: EnK+#0}e(—R)
E

dla kaidego zbioru domknigtego K < X (przy czym (—R) oznacza rodzing zbioréw
postaci X—Z, gdzie Ze R).

W wypadku, gdy R oznacza rodzing wszystkich podzbioréw otwartych prze-
strzeni X, warunek R~ oznacza pdlcigglosé dolng rozkladu Q, za§ R+ oznacza péi-
cigglos¢ gorng tego rozkladu.

Zachodzi twierdzenie nastgpujace (ob. [17], § 3, oraz [3], str. 144 i [7))

TwierDZENIE 1.1, Dia kazdego péiciqglego rozkiadu (bqd? dolnie, bqd? goérnie)
przestrzeni polskiej istnieje selektor klasy Gj.

Twierdzenie to daje si¢ uogdlni¢ w sposdb nastgpujacy (ob. [17], § 3):

TwIERDZENIE 1.2. Niech R bedzie polem podzbioréw przestrzeni polskiej X (tj. -
dzialania U, N, —, nie wyprowadzaja poza rodzing R). Oznaczmy przez R, a-stru-
kture generowanq przez R (tj. rodzing wszystkich sum przeliczalnych zbioréw na-
lezacych do R). Niech Q bedzie rozkladem przestrzeni X typu R~ lub R*, niech przy
tym zbiory otwarte naleiq do R, Wowczas istnieje dla Q selektor kilasy R, (tzn.
przeliczalny iloczyn zbioréw mnalezacych do R).

Jak widaé, twierdzenie 1.1 wynika z twierdzenia 1.2 przez podstawienie na
R rodziny wszystkich zbioréw, ktore sa rownocze$nie F, i G,.

Ogdlniej, podstawiajac na R rodzine zbioréw, ktére sg jednoczes$nie klasy a1
addytywnej i multyplikatywnej, wnosimy, ze jesli rozklad Q jest typu B+ lub B-,
gdzie B jest rodzing zbioréw addytywnej klasy a, to istnieje selektor multyplikatywnej
klasy a+1. /

WNIOSEK. Jesli pole R jest o-algebrq (tzn., Ze nie tylko skoriczone, ale réwniez
przeliczalnz dziatania dodawania i mnoZenia nie wyprowadzaja poza R), to kazdy
rozklad typu R~ (czyli, jak mowimy, ,, R~ mierzalny”) ma selektor R-mierzalny,
tj. nalezqcy do R.

Uwaga. Przy zatoZzeniach twierdzenia 2 istnieje — na ogot biorac — nie jeden
selektor klasy R, dfa rozkladu Q — lecz selektorow takich jest nieskoniczenie wiele.
Moina wiec oczekiwaé, Ze istniejg selektory klasy R; spelniajace ,,dodatkowe
warunki” przez nas postawione. W szczegdlnodci zachodzi twierdzenie nastgpujace
(ob. [17], § 4):

TWIERDZENIE 1.3. Niech B oznacza rodzine podzbioréw borelowskich danej prze-
strzeni (polskiej) X i niech Q bedzie nieprzeliczalnym rozkladem typu B przestrzeni
X na zbiory zwarte. Niech Y bedzie analitycznym podzbiorem przestrzeni C(X) (4j.
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przestrzeni wszystkich podzbioréw zwartych przestrzeni X), spelniajacym warunek
ANE#OQ da kaidego AeY oraz E€(.

Wéwczas istnieje borelowski selektor S dla O taki, z2e SN A +# O dla kazdego
AeY.

Uwaga o przestrzeni C(X). Przestrzen ta jest przestrzenia metryczng (z od-
legto$cia Hausdorffa); co wigcej, jest to przestrzen polska przy zalozeniu, ze X jesi
przestrzenig polska.

Zauwazmy, ze 2* nie jest przestrzenia metryczna (z topologia Vietorisa), jesli
X nie jest przestrzenia zwarta (por. J. Keesling, Bull. Amer. Math. Soc. 76 (1970),
str. 618). .

Thumaczy to, dlaczego w twierdzeniu 3 rozwazamy przestrzen C(X) zamiast 2%,

Innym przyktadem twierdzenia o selektorach z dodatkowym wsarunkiem jest
twierdzenie nastgpujace (ob. [24]): '

TWIERDZENIE L.4. Niech Q bedzie nieprzeliczalnym pdiciaglym gérnie rozkladem
zwartej metrycznej przestrzeni X. Wowczas istnieje selektor S klasy G, ktéry przecina
kazdy zbiér domkniety A taki, Ze A NE # @ dla kazdego E € Q.

Czes$¢ II. Selektory przeksztalcenn wielowartosciowych. W tej czesci X oznaczaé
bedzie dowolny zbidr, Y za$ przestrze polska. 2¥ oznacza przestrzen wszystkich
domknigtych niepustych podzbioréw przestrzeni Y; jest to przestrzeri topologiczna
(z topologia Vietorisa, ob. [14] t. I, str. 160).

Rozwazaé bedziemy przeksztalcenia ,,wielowartosciowe” F: X —> 2Y. Selektorem
takiego przeksztalcenia jest kazde przeksztalcenie f: X — Y spelniajace warunek
f(x) e F(x) dla kazdego xeX.

Majac dana rodzing R podzbioréw przestrzeni X mdéwimy, ze F jest typu R~
lub R+ jesli spelniony jest warunek (por. (1) i (2)):

(3) {x 1 FxX)NnG #£0}eR dla kaidego G otwartego < Y,
albo
)) {x . Fx)n K # 0}e(—R) dla kaidego K domknietego < Y.

Moéwimy tez, ze przeksztalcenie f: X — Y jest typu R,
(%) jesli f~(G)e R dla kaidego G otwartego < Y.

W szczegolnosci, gdy R jest rodzing wszystkich podzbioréw otwartych prze-
strzeni topologicznej X, to warunek R~ oznacza pélcigglosé dolng, za$ warunek
R+ — polciqglosé gorng przeksztatcenia F. Wreszcie typ R dla f oznacza ciqglo$é f.

Zachodzi nastgpujace twierdzenie podstawowe (ob. [19], str. 398):

TwierDZENIE 11.1. Niech L bedzie polem podzbioréw przestrzeni X. Niech R = L,
i niech F bedzie typu R~. Wowczas istnieje dla F selektor f typu R.
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WnioseK. Dila kazdego pélciqglego przeksztalcenia F istnieje selektor 1 klasy
(tu zaktadamy, Ze przestrze X jest metryczna).

W dowodzie przyjmujemy, ze L jest polem zbioréw, ktére sa rdwnocze$nie
F, i G; (ob. [19], str. 401).

Whiosek ten stanowi szczegélny przypadek twierdzenia orzekajacego, ze gdy
L oznacza pole zbioréw, ktdre sg rownoczesnie klasy a addytywnej i multyplika-
tywnej (a > 0), wéwczas istnieje selektor f: X — Y klasy a. Dodajmy, ze jesli
przestrzen X zawiera przeliczalng baz¢ zlozona ze zbioréw domknigto-otwartych
(jesli X jest przestrzenia o$rodkowa O-wymiarowa), to dla kazdego dolnie pdlcig-
gtego F istnieje selektor ciagly.

Twierdzenie II.1 ma interesujace zastosowanie do przeksztalcefi mierzalnych.

Niech, mianowicie, B (= L) bedzie o-algebrq podzbioréw przestrzeni X (tzn.
rodzing zbioréw domknigta ze wzgledu na operacje odejmowania i przeliczalnego
dodawania). Zbiory nalezace do R nazwijmy mierzalnymi; wowczas przeksztalcenie
F: X — 2% nazywamy mierzalnym, jesli przeciwobraz kazdego zbioru otwartego
w 27 jest zbiorem mierzalnym. Poniewaz zbiér {4 €2Y : 4 N\ G # B} jest zbiorem
otwartym w 2Y (dla kazdego zbioru otwartego G < Y), a zatem, jesli F jest prze-
ksztalceniem mierzalnym, to spelniony jest warunck (3) (jak réwniez (4)).

Wynika stad na mocy twierdzenia II.1 nastgpujace

TwierDZENIE I1.2. Dia kazdego mierzalnego wielowartosciowego przeksztaicenia
F:X-—>2Y (lub ogdlniej: spelniajacego warunek (3)) istnieje selektor mierzalny.

Twierdzenie to ma liczne zastosowania do teorii réwnan rézniczkowych, teorii
optymalnego sterowania i innych. Ob. np. [4], [6], [10], [12], [22], [26].

Przeksztalcenia postaci F=f-1. Niech f: Y — X bedzie przeksztalceniem
ciaglym Y na X. Ze wzgledu na ciaglo$é zbidr f~! (x) jest domkniety i niepusty dla
kazdego xe X. Mamy wigc F:X —2Y.

Zanotujemy dwie proste konsekwencje zaloZenia, ze F = f-!:

(6) {x :F(x) "4 # O} =f(4) dla dowolnego A = ¥

(skad natychmiast wynika, ze jeSli f jest przeksztalceniem domknigtym, a wiec
w szczegblnosci, je§li przestrzet X jest zwarta, to F jest przeksztalceniem pdlcigglym
gornie) oraz jefli s jest selektorem dla F (tj. s(x) € F(x)), to

@) Sfos=1, czyli fls(x)] =x dla kazdego xe X.

Warunek (6) implikuje dla dowolnej polskiej przestrzeni X, ze zbidr {x : F(x) N
N A # O} jest analityczny przy zalozeniu, ze A jest zbiorem domknigtym w Y
(a wigc tez gdy A jest zbiorem otwartym).

Stad (i na mocy twierdzenia II.1) otrzymujemy nastgpujace

TwierDZENIE 11.3. Niech X i Y bedq przestrzeniami polskimi. Niech L oznacza
pole generowane przez podzbiory analityczne przestrzeni X i niech f bedzie przeksziai-
ceniem ciqglym Y na X. Istnieje wéwczas L -przeksztaicenie s : X — Y spelniajgce
warunek (7).
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Mianowicie s jest selektorem przeksztalcenia f-1.

W szczegblnoscei, jeSli X oznacza przestrzen liczb rzeczywistych, to funkcja s jest
mierzalna w sensie Lebesgue’a (bowiem zbiory analityczne, a wige i zbiory nalezace
do L,, sa mierzalne).

Twierdzenie powyzsze daje si¢ latwo uogdlnié zastgpujac Y przez dowolny zbiér
analityczny (ob. [21]). Otrzymujemy w ten sposob prosty dowdd znanego twier-
dzenia v. Neumanna.

Zanotujemy tu jeszcze dwa inne wazne twierdzenia, ktére podpadaja pod teorig
selektorow (ktdérych jednak — jak dotychczas — nie udalo si¢ wyprowadzié z twier-
dzenia IL1).

TWIERDZENIE KONDO (ob. [14], t. I, str. 491). Jesli f jest ciqglym przeksztalceniem
okreslonym na zbiorze klasy CA (zawartym w przestrzeni polskiej), to istnieje selektor
tejze klasy dla przeksztalcenia f-!.

TwierDZENIE KuNUGuI (ob. [13] i [1], str. 94). Jesli f jest ciaglym przeksztalce-
niem okreSlonym na zbiorze borelowskim (zawartym w przestrzeni polskiej) i jesli
zbiory f~1(y) sq zwarte dla wszystkich y, to istnieje selektor borelowski dla przeksztal-
cenia f-1.

Funkcje wyboru. Jedna z postaci aksjomatu wyboru jest tzw. ogélna zasada
wyboru, orzekajaca, ze dla kazdej rodziny R zbiordw niepustych istnieje funkcja,
ktora kazdemu zbiorowi K e R przyporzadkowuje element zbioru K.

Niech wigc Y bedzie przestrzenia polska i niech R = 2¥. Zachodzi nast¢pujace

TwierDZENIE 11.4. Istnieje funkcja wyboru klasy 1.

Tak wiec istnieje funkcja f : 2¥ - Y taka, ze f(K) € K dla kazdego K €2¥ oraz
f1(G) jest F, dla kazdego otwartego G =Y.

Ponadto, jesli dimY = 0, to istnieje ciagla funkcja wyboru.

Twierdzenie 1.4 jest szczegdlnym przypadkiem twierdzenia II.1; mianowicie,
gdy podstawimy X = 2¥, L = pole podzbioréw przestrzeni 2%, ktére sa réwno-
czeénie F, i G,, oraz F jest identycznoscia okreslona na 27,

Uwaga 1. Niech Y bedzie dowolna przestrzenia metryczna osrodkowa (nie
koniecznie zupelna) i niech — jak poprzednio — C(Y) oznacza przestrzen pod-
zbioréw zwartych przestrzeni Y. Na mocy twierdzenia I1.4 dowodzimy z latwoscia
(zanurzajac Y w przestrzen zupeina), Ze istnieje na C(Y) funkcja wyboru klasy I.

Wynik ten mozZna tez uzyska¢ w sposéb bardziej bezposredni (ob. [15], por.
tez [28]). Mianowicie — poniewaZ kazda przestrzen metryczna o$rodkowa daje
si¢ zanurzy¢ w kostke Hilberta H — wystarczy rozpatrywaé jedynie wypadek, gdy
Y = H. Niech g: I — H bedzie ciagtym przeksztalcéniem odcinka 7 na H. A zatem
g : H— 2 jest przeksztalceniem pdlciagtym gérnie, a wiec ([14], t. II, str. 70)
przeksztatceniem klasy I. Niech wreszcie A : 2/ — I bedzie ciagla funkcja wyboru
na 2’ (np. h(A4) oznacza pierwszy punkt zbioru A4 e2f). Wéwczas funkcja f=
=gohog! jest funkcja wyboru klasy I dla 2%,

Uwaga 2. Z punktu widzenia topologii jest rzecza interesujaca wiedzieé, kiedy
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istnieje ciqgla funkcja wyboru dla przestrzeni 2¥. Jak widzielismy, jest tak, gdy
dim Y = 0. Oczywiscie jest tak, gdy Y jest odcinkiem (domknietym) linii prostej
(punktem wybranym z podzbioru domknigtego jest jego pierwszy punkt).

Istnieja jednak bardzo proste przyklady przestrzeni zwartych, dla ktérych nie
istnieje ciggla funkcja wyboru. Tak jest na przyklad dla okregu kota. Co wigcej,
jesli ograniczymy rozwazane podzbiory okr¢gu do dwupunktowych zbioréw ztozo-
nych z koncéw S$rednic, to — jak tatwo dowie$¢ — nie mozna w sposob ciagly
wyréznié zadnego z tych koncow.

Ogdlniej, jesli na continuum metrycznym istnieje ciagla funkcja wyboru (dla
wszystkich jego podzbioréw domknigtych), to continuum to jest homeomorficzne
z odcinkiem (ob. [18]).

Na ogdt selektory ciggle wystepujqg w topologii jedynie przy bardzo silnych za-
foZeniach o przestrzeni (np. gdy przestrzen ta jest podzbiorem odcinka). Znanych
jest natomiast wiele twierdzen o ciaglych selektorach w przestrzeniach Banacha,
lokalnie wypuklych itp. (ob. np. [23]); twierdzenia te wykraczajg jednak poza to-
pologi¢ i — tym samym — poza ramy tego wykladu.
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