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Wstęp. Przy stosowaniu aksjomatu wyboru w topologii nasuwa się często w spo­
sób naturalny pytanie, czy istnieje zbiór „wybrany” (tzw. selektor) o pewnych po­
żądanych z punktu widzenia topologicznego własnościach. Np. gdy dany jest roz­
kład przestrzeni topologicznej na zbiory domknięte, rozłączne i niepuste, można 
postawić pytanie czy istnieje selektor domknięty tego rozkładu, lub — jeśli to nie 
jest możliwe — czy istnieje selektor klasy Gd itp.

Podobnie, gdy dane jest przekształcenie F : X  -> 2Y, przyporządkowujące każ­
demu punktowi x e X  zbiór domknięty niepusty F(x) c: Y, wiadomo na podstawie 
aksjomatu wyboru, że istnieje odwzorowanie / :  X  Y  takie, że f(x ) e F(x) (które 
nazywamy selektorem przekształcenia F). Powstaje pytanie czy istnieje selektor 
ciągły, I klasy, mierzalny itp. (przy odpowiednich założeniach o przekształceniu F).

W obu wypadkach zagadnienie, do którego prowadzi aksjomat wyboru, przy­
biera charakter topologiczny (łub wkracza w teorię miary). Celem niniejszego wy­
kładu jest przedstawienie — bez podawania dowodów — niektórych wyników 
tak pojętej teorii selektorów. Będzie to więc niejako aspekt topologiczny badań 
nad aksjomatem wyboru, któremu tak wiele uwagi poświęcił prof. Sierpiński.

Dodajmy, że wiele twierdzeń nazywanych dawniej twierdzeniami o uniformi­
zacji — które również stanowiły obiekt zainteresowań prof. Sierpińskiego — wchodzi 
obecnie do teorii selektorów (np. twierdzenia Kondo i Kunugui omawiane w części 
II; por. też [29]).

Zaznaczmy wreszcie, że w wykładzie niniejszym ograniczamy się do selektorów 
dla rodzin zbiorów domkniętych. Zagadnienia selektorów dla zbiorów niedomknię­
tych (np. zagadnienie selektorów dla kompozant continuów nierozkładalnych, 
lub zagadnienie selektorów dla rozkładu Vitaliego) wymagają zupełnie innych 
metod (por. [16]).

Część I. Selektory rozkładów. O przestrzeni X  zakładać będziemy, że jest to 
przestrzeń polska (tj. metryczna, ośrodkowa i zupełna).

Literą Q  oznaczać będziemy rozkład przestrzeni X  na zbiory domknięte roz­
łączne i niepuste; ten sam znak oznaczać też będzie rodzinę tych zbiorów.
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Mając daną rodzinę R  podzbiorów przestrzeni X, mówić będziemy, że rozkład 
Q jest typu R~, jeśli spełniony jest warunek

(1) {U  E e Q  : EnG =£ 0} e R
E

dla każdego zbioru otwartego G <=.X.
Podobnie: Q jest typu R +, jeśli

(2) { U E e Q : E n K ^ 0 \ e ( - R )
E

dla każdego zbioru domkniętego K c: X  (przy czym ( - R )  oznacza rodzinę zbiorów 
postaci X —Z, gdzie Z e R ) .

W wypadku, gdy R  oznacza rodzinę wszystkich podzbiorów otwartych prze­
strzeni X, warunek R~ oznacza pólciągłość dolną rozkładu Q, zaś R + oznacza poł­
ci ągłość górną tego rozkładu.

Zachodzi twierdzenie następujące (ob. [17], § 3, oraz [3], str. 144 i [7]) 
Twierdzenie 1.1. Dla każdego pólciąglego rozkładu (bądź dolnie, bądź górnie) 

przestrzeni polskiej istnieje selektor klasy Gd.
Twierdzenie to daje się uogólnić w sposób następujący (ob. [17], § 3): 
Twierdzenie 1.2. Niech R  będzie polem podzbiorów przestrzeni polskiej X  (tj. 

działania u , n , —, nie wyprowadzają poza rodzinę R). Oznaczmy przez R a a-stru- 
kturę generowaną przez R  (tj. rodzinę wszystkich sum przeliczalnych zbiorów na­
leżących do R). Niech Q będzie rozkładem przestrzeni X  typu R~ lub R +, niech przy 
tym zbiory otwarte należą do R a. Wówczas istnieje dla Q selektor klasy R ó (tzn. 
przeliczalny iloczyn zbiorów należących do R).

Jak widać, twierdzenie 1.1 wynika z twierdzenia 1.2 przez podstawienie na 
R  rodziny wszystkich zbiorów, które są równocześnie Fa i Gó.

Ogólniej, podstawiając na R  rodzinę zbiorów, które są jednocześnie klasy a-f-1 
addytywnej i multyplikatywnej, wnosimy, że jeśli rozkład Q jest typu B  łub B~, 
gdzie B  jest rodziną zbiorów addytywnej klasy a, to istnieje selektor multyplikatywnej 
klasy a+1. ,

Wniosek. Jeśli pole R  jest a-algebrą (tzn., że nie tylko skończone, ale również 
przeliczalne działania dodawania i mnożenia nie wyprowadzają poza R), to każdy 
rozkład typu R~ (czyli, jak mówimy, „R~ mierzalny”) ma selektor R-mierzalny, 
tj. należący do R.

Uwaga. Przy założeniach twierdzenia 2 istnieje — na ogół biorąc — niejeden 
selektor klasy R d dla rozkładu Q — lecz selektorów takich jest nieskończenie wiele. 
Można więc oczekiwać, że istnieją selektory klasy R d spełniające „dodatkowe 
warunki” przez nas postawione. W szczególności zachodzi twierdzenie następujące 
(ob. [17], § 4):

Twierdzenie 1.3. Niech B  oznacza rodzinę podzbiorów borelowskich danej prze­
strzeni {polskiej) X  i niech O będzie nieprzeliczalnym rozkładem typu B  przestrzeni 
X na zbiory zwarte. Niech Y  będzie analitycznym podzbiorem przestrzeni C(X)  (tj.
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przestrzeni wszystkich podzbiorów zwartych przestrzeni X), spełniającym warunek 

A n  E ^  0  dla każdego A e Y  oraz E e Q .

Wówczas istnieje borelowski selektor S dla Q taki, że S n  A 0  dla każdego 
A e Y .

Uwaga o p rzestrzen i C(X). Przestrzeń ta jest przestrzenią metryczną (z od­
ległością Hausdorffa); co więcej, jest to przestrzeń polska przy założeniu, że Ajesi 
przestrzenią polską.

Zauważmy, że 2X nie jest przestrzenią metryczną (z topologią Vietorisa), jeśli 
X  nie jest przestrzenią zwartą (por. J. Keesling, Buli. Amer. Math. Soc. 76 (1970), 
str. 618). *

Tłumaczy to, dlaczego w twierdzeniu 3 rozważamy przestrzeń C(X) zamiast 2X.
Innym przykładem twierdzenia o selektorach z dodatkowym warunkiem jest 

twierdzenie następujące (ob. [24]):
Twierdzenie L4. Niech Q będzie nieprzeliczalnym pólciągłym górnie rozkładem 

zwartej metrycznej przestrzeni X. Wówczas istnieje selektor S  klasy Gó, który przecina 
każdy zbiór domknięty A taki, że A n  E ■=£■ 0  dla każdego E e Q .

Część II. Selektory przekształceń wielowartościowych. W tej części X  oznaczać 
będzie dowolny zbiór, Y  zaś przestrzeń polską. 2y oznacza przestrzeń wszystkich 
domkniętych niepustych podzbiorów przestrzeni Y; jest to przestrzeń topologiczna 
(z topologią yietorisa, ob. [14] t. I, str. 160).

Rozważać będziemy przekształcenia „wielowartościowe” F: X  -» 27. Selektorem 
takiego przekształcenia jest każde przekształcenie / :  X  -> Y  spełniające warunek 
f (x)  e F(x) dla każdego x eX.

Mając daną rodzinę R  podzbiorów przestrzeni X  mówimy, że F  jest typu R~ 
lub R + jeśli spełniony jest warunek (por. (1) i (2)):

(3) {x : F(x) r\ G =£ 0} e R  dla każdego G otwartego cz Y, 

albo

(4) {x : F(x) n  K ^ 0 } e  (—R) dla każdego K domkniętego c  Y.

Mówimy też, że przekształcenie / :  X  -> Y jest typu R,

(5) jeśli f ~ 1 (G) e R  dla każdego G otwartego c  Y.

W szczególności, gdy R  jest rodziną wszystkich podzbiorów otwartych prze­
strzeni topologicznej X, to warunek R~ oznacza półciągłość dolną, zaś warunek 
R  { — półciągłość górną przekształcenia F. Wreszcie typ R  dla /  oznacza ciągłość f

Zachodzi następujące twierdzenie podstawowe (ob. [19], str. 398):
Twierdzenie II. 1. Niech L  będzie polem podzbiorów przestrzeni X. Niech R  =  L a 

i niech F będzie typu R~. Wówczas istnieje dla F selektor f  typu R.
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Wniosek. Dla każdego półciągłego przekształcenia F istnieje selektor I klasy 
(tu zakładamy, że przestrzeń X  jest metryczna).

W dowodzie przyjmujemy, że L  jest polem zbiorów, które są równocześnie 
Fa i Gd (ob. [19], str. 401).

Wniosek ten stanowi szczególny przypadek twierdzenia orzekającego, że gdy 
L  oznacza pole zbiorów, które są równocześnie klasy a addytywnej i multyplika- 
tywnej (a >  0), wówczas istnieje selektor f : X  -> Y  klasy a. Dodajmy, że jeśli 
przestrzeń X  zawiera przeliczalną bazę złożoną ze zbiorów domknięto-otwartych 
(jeśli X  jest przestrzenią ośrodkową 0-wymiarową), to dla każdego dolnie półcią­
głego F  istnieje selektor ciągły.

Twierdzenie II. 1 ma interesujące zastosowanie do przekształceń mierzalnych.
Niech, mianowicie, R  (=  L) będzie a-algebrą podzbiorów przestrzeni X  (tzn. 

rodziną zbiorów domkniętą ze względu na operacje odejmowania i przeliczalnego 
dodawania). Zbiory należące do R  nazwijmy mierzalnymi; wówczas przekształcenie 
F : X  -> 2Y nazywamy mierzalnym, jeśli przeciwobraz każdego zbioru otwartego 
w 2Y jest zbiorem mierzalnym. Ponieważ zbiór {A e 2r  : A n  G ^  0} jest zbiorem 
otwartym w 2r  (dla każdego zbioru otwartego 6 c  7), a zatem, jeśli F jest prze­
kształceniem mierzalnym, to spełniony jest warunek (3) (jak również (4)).

Wynika stąd na mocy twierdzenia II. 1 następujące
Twierdzenie II.2. Dla każdego mierzalnego wielowartościowego przekształcenia 

F : X  ->2y {lub ogólniej: spełniającego warunek (3)) istnieje selektor mierzalny.
Twierdzenie to ma liczne zastosowania do teorii równań różniczkowych, teorii 

optymalnego sterowania i innych. Ob. np. [4], [6], [10], [12], [22], [26].
P rzek sz ta łcen ia  p o stac i F = / ~ ł. Niech/ :  Y X  będzie przekształceniem 

ciągłym Y  na X. Ze względu na ciągłość zbiór f - 1 (x) jest domknięty i niepusty dla 
każdego x  e X. Mamy więc F : X  -> 2r .

Zanotujemy dwie proste konsekwencje założenia, że F ~ / -1:

(6) {;*:: F(x) n  i  ^  0} =  f(A ) dla dowolnego A <= Y

(skąd natychmiast wynika, że jeśli /  jest przekształceniem domkniętym, a więc 
w szczególności, jeśli przestrzeń X  jest zwarta, to F  jest przekształceniem półciągłym 
górnie) oraz jeśli s jest selektorem dla F  (tj. $(;*;) e F(x)), to

(7) f o s  — 1, czyli /IK*)] — x  dla każdego x e X .

Warunek (6) implikuje dla dowolnej polskiej przestrzeni X, że zbiór {x : F(x) n  
D A f  = 0 }  jest analityczny przy założeniu, że A jest zbiorem domkniętym w Y  
(a więc też gdy A jest zbiorem otwartym).

Stąd (i na mocy twierdzenia 11.1) otrzymujemy następujące
T wierdzenie II.3. Niech X  i Y  będą przestrzeniami polskimi. Niech L  oznacza 

pole generowane przez podzbiory analityczne przestrzeni X  i niech f  będzie przekształ­
ceniem ciągłym Y  na X. Istnieje wówczas L a-przeksztalcenie s : X  Y  spełniające 
warunek (7).
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Mianowicie s jest selektorem przekształcenia / -1.
W szczególności, jeśli X  oznacza przestrzeń liczb rzeczywistych, to funkcja s jest 

mierzalna w sensie Lebesgue'a (bowiem zbiory analityczne, a więc i zbiory należące 
do L a, są mierzalne).

Twierdzenie powyższe daje się łatwo uogólnić zastępując Y  przez dowolny zbiór 
analityczny (ob. [21]). Otrzymujemy w ten sposób prosty dowód znanego twier­
dzenia v. Neumanna.

Zanotujemy tu jeszcze dwa inne ważne twierdzenia, które podpadają pod teorię 
selektorów (których jednak — jak dotychczas — nie udało się wyprowadzić z twier­
dzenia II.1).

Twierdzenie Kondó (ob. [14], 1.1, str. 491). Jeśli f  jest ciągłym przekształceniem 
określonym na zbiorze klasy CA (zawartym w przestrzeni polskiej), to istnieje selektor 
tejże klasy dla przekształcenia / -1.

Twierdzenie Kunugui (ob. [13] i [1], str. 94). Jeśli f  jest ciągłym przekształce­
niem określonym na zbiorze borelowskim (zawartym w przestrzeni polskiej) i jeśli 
zbiory f~ x (y) są zwarte dla wszystkich y, to istnieje selektor borelowski dla przekształ­
cenia f~ x.

Funkcje wyboru. Jedną z postaci aksjomatu wyboru jest tzw. ogólna zasada 
wyboru, orzekająca, że dla każdej rodziny R  zbiorów niepustych istnieje funkcja, 
która każdemu zbiorowi K e R  przyporządkowuje element zbioru K.

Niech więc Obędzie przestrzenią polską i niech R  =  2r . Zachodzi następujące
Twierdzenie II.4. Istnieje funkcja wyboru klasy 1,
Tak więc istnieje funkcja f : 2 Y -> Y  taka, że f(K ) e K  dla każdego K e  2Y oraz 

Z"1 (G) jest Fa dla każdego otwartego G a  Y .
Ponadto, jeśli dimT =  0, to istnieje ciągła funkcja wyboru.
Twierdzenie II.4 jest szczególnym przypadkiem twierdzenia II. 1; mianowicie, 

gdy podstawimy X  = 2r, L  =  pole podzbiorów przestrzeni 2r, które są równo­
cześnie Fa i G&, oraz F  jest identycznością określoną na 2Y.

Uwaga 1. Niech Y  będzie dowolną przestrzenią metryczną ośrodkową (nie 
koniecznie zupełną) i niech — jak poprzednio — C(Y) oznacza przestrzeń pod­
zbiorów zwartych przestrzeni Y. Na mocy twierdzenia II.4 dowodzimy z łatwością 
(zanurzając Y  w przestrzeń zupełną), że istnieje na C(Y) funkcja wyboru klasy I.

Wynik ten można też uzyskać w sposób bardziej bezpośredni (ob. [15], por. 
też [28]). Mianowicie — ponieważ każda przestrzeń metryczna ośrodkowa daje 
się zanurzyć w kostkę Hilberta H  — wystarczy rozpatrywać jedynie wypadek, gdy 
Y = H. Niech g : I  -> H  będzie ciągłym przekształceniem odcinka I  na H. A zatem 
g-i . j j - ^ 2 1 jest przekształceniem półciągłym górnie, a więc ([14], t. II, str. 70) 
przekształceniem klasy I. Niech wreszcie h : 21 I  będzie ciągłą funkcją wyboru
na 2} (np. h(A) oznacza pierwszy punkt zbioru A e 27). Wówczas funkcja /  =  
=  g o h o g -1 jest funkcją wyboru klasy I dla 2H.

Uwaga 2. Z punktu widzenia topologii jest rzeczą interesującą wiedzieć, kiedy
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istnieje ciągła funkcja wyboru dla przestrzeni 2Y. Jak widzieliśmy, jest tak, gdy 
dim Y =  0. Oczywiście jest tak, gdy Y  jest odcinkiem (domkniętym) linii prostej 
(punktem wybranym z podzbioru domkniętego jest jego pierwszy punkt).

Istnieją jednak bardzo proste przykłady przestrzeni zwartych, dla których nie 
istnieje ciągła funkcja wyboru. Tak jest na przykład dla okręgu koła. Co więcej, 
jeśli ograniczymy rozważane podzbiory okręgu do dwupunktowych zbiorów złożo­
nych z końców średnic, to — jak łatwo dowieść — nie można w sposób ciągły 
wyróżnić żadnego z tych końców.

Ogólniej, jeśli na continuum metrycznym istnieje ciągła funkcja wyboru (dla 
wszystkich jego podzbiorów domkniętych), to continuum to jest homeomorticzne 
z odcinkiem (ob. [18]). X

Na ogół selektory ciągłe występują w topologii jedynie przy bardzo silnych za­
łożeniach o przestrzeni (np. gdy przestrzeń ta jest podzbiorem odcinka). Znanych 
jest natomiast wiele twierdzeń o ciągłych selektorach w przestrzeniach Banacha, 
lokalnie wypukłych itp. (ob. np. [23]); twierdzenia te wykraczają jednak poza to­
pologię i — tym samym — poza ramy tego wykładu.
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