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Przemyseaw Nowickl (Warszawa)

Koniczynka n-listna

Ilustrujac dzialania na zbiorach rysujemy zwykle tzw. ,,koniczynke”, czyli trzy
odpowiednio przecinajace si¢ okregi, co pozwala bardzo prosto i pogladowo przed-
stawi¢ dowolne wyraZeniec boole’owskie z trzema zmiennymi (rys. 1). Uzyty tu
termin koniczynka — odpowiednik francuskiego ,feuille de tréfle” — wydaje sig
trafny i do§é sugestywny.
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Sktadowe obszaru, ktéry powstaje przez wycigcie z plaszczyzny trzech okregéw
koniczynki, bedziemy nazywaé po prostu skladowymi koniczynki. Jest ich osiem.
Jezeli oznaczymy je tak, jak na rys. 1, latwo zauwazymy pewne analogie miedzy
koniczynka a szeScianem (rys. 2). Tréjwyrazowe ciagi ,,zero-jedynkowe” mozna
uwaza¢ za wspdlrzedne wierzchotkéw szeécianu w odpowiednim ukladzie wspét-
rzgdnych. Mozliwa jest jednak inna interpretacja tych ciagéw: kazdy mozemy
uwazaé za odpowiedzi na kolejne trzy pytania o polozenie odpowiedniego wierz-
chotka. Pytania stawiane obserwatorowi, ktéry widzi szeécian tak, jak na Tys. 2,
moga brzmie¢ nastepujaco: Czy wierzcholek lezy na prawej Scianie? Czy lezy na
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dalszej Scianie? Czy lezy na gornej $cianie? Notujac odpowiedzi za pomoca zer
i jedynek (1 przy odpowiedzi ,,tak” i O przy odpowiedzi ,,nie”’) otrzymamy ciag
wspotrzednych danego wierzcholka.

Jesli ponumerujemy trzy okregi koniczynki (np. Ky, K, K3), to bedziemy mogli
postawi¢ analogiczne pytania: Czy dana skladowa zawiera si¢ we wnetrzu pier-
wszego okregu? Czy zawiera si¢ we wnetrzu drugiego okregu? Czy zawiera sie we
wnetrzu trzeciego okrggu? Odpowiedzi na te pytania podane sg na rys. 1.

Odnotujmy dalsze analogie migdzy koniczynka z rys. 1 a szeScianem z rys. 2.
Dwa wierzcholki szeScianu sa koncami wspdlnej krawedzi, gdy odpowiadajace
im ciggi wspdtrzgdnych réznig si¢ na dokladnie jednym miejscu, a na dwéch po-
zostatych miejscach sg identyczne. Podobnie, dwa ciggi r6znig si¢ na dokladnie
jednym miejscu wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiadajace im sktadowe koniczynki
,»sasiaduja’ ze sobg, to znaczy ich domknigcia przecinaja si¢ wzdiuz pewnego nie-
zdegenerowanego tuku. '

Nasuwa si¢ pytanie, czy mozna narysowaé koniczynkg »-listng, na ktérej réwnie
prosto i pogladowo dawatoby sig¢ ilustrowaé wyrazenia boole’owskie z » zmiennymi.
Sprecyzujemy jednak pojecie takiej koniczynki.

Niech & oznacza rodzing wszystkich krzywych Jordana (krzywych plaskich
homeomorficznych z okregiem). JeZzeli K€ K, to K rozcina plaszczyzne na dwa
obszary: ten, ktdry jest ograniczony (wngtrze krzywej) oznaczaé bedziemy symbolem
K, drugi za$ (nieograniczony, tzn. zewnetrze krzywej) oznacza¢ bedziemy symbolem
K°.

Koniczynkq n-listnq nazywaé bedziemy kazdy ciag (K, K, ...., K,) (gdzie K;eR
dla wszystkich i =1, 2, ..., n) spetniajacy nastepujace warunki:

(1) Krzywe K, przecinaja si¢ tylko w skonczonej liczbie punktéw, przy czym zad-
ne trzy krzywe nie maja punktu wspdlnego,
(2) Zbiory
S(S1, 82, ...,8) =K1NK2nNn...NnKn

(gdzie s; =0, 1 dla kazdego i =1, 2, ..., n) sa wszystkie niepuste, spdjne i roz-
taczne. Inaczej mowiac, zbidr

REN (K uK,u...UK)

zawiera dokladnie 2" sktadowych postaci S(sy, s,, ..., s,) (bedziemy je nazywaé
skladowymi koniczynki n-listnej).

Przyktad koniczynki czterolistnej podany jest na rys. 3.

Koniczynka ta powstata z koniczynki trdjlistnej przez dorysowanie czwartej
krzywej K,. Dorysowanie w odpowiedni sposdb czwartej krzywej — jesli sig to
robi po raz pierwszy — nie jest wcale oczyw]'ste. Czytelnikom proponowaliby$my
samodzielne dorysowanie do powyzszych czterech krzywych nastepnej, piatej krzy-
wej, w taki sposob, zeby otrzymaé koniczynke pigciolistna. /

Zwr6émy uwage na pewna wlasno$é krzywej K, z rys. 3. Krzywa ta rozcinajac
sktadowe koniczynki tréjlistnej (K, K,, K3) nie ,,obiega’” ich w sposéb zupeinie
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dowolny: po kazdej sldadowej nastepna jest zawsze skltadowa sasiednia. Zauwazmy,
ze odpowiada to obieganiu wierzcholkéw szeScianu z zachowaniem warunku, Ze
od wierzchotka do nastgpnego przechodzié wolno wylacznie po krawedziach.

MozZzemy postawi¢ nastgpne pytanie: Czy zauwazone dotychczas analogie miedzy
szeScianem a koniczynka trdjlistng sa prawdziwe dla koniczynki n-listnej i n-wy-
miarowej kostki?

Przyktad koniczynki czterolistnej (rys. 3) wskazuje, Ze nie mozna na ogdt méwic
o jednojednoznacznej odpowiedniodci migdzy parg wierzchotkéw o wspdlnej krawe-

dzi w n-wymiarowej kostce a para skladowych sasiednich w koniczynce n-listnej. Na
przyktad sktadowe (1100) i (1000) nie sg wcale sgsiednimi, chociaz przyporzadko-
wane im ciggi réznig si¢ na dokfadnie jednym miejscu, a wigc odpowiednie wierz-
chotki czterowymiarowej kostki maja wspdlna krawedz. Jak jednak tatwo spraw-
dzi¢, ciagi odpowiadajace dowolnym dwoém sktadowym sasiednim réznig si¢ na
doktadnie jednym miejscu. Mozna wigc pytac, czy jest to fakt ogdlny i czy wobec
tego poprowadzenie krzywej rozcinajacej w odpowiedni sposdb koniczynke n-
-listna nie wyznacza jednoczesnie pewnego zamknigtego obiegu po krawedziach
wszystkich wierzchotkéw n-wymiarowej kostki. Wykazemy, Ze tak rzeczywiscic
jest. Przedtem jednak bedziemy musieli doktadniej sprecyzowaé, jak rozumieé
okreslenie sktadowych sasiednich koniczynki n-listnej.

Dwie sktadowe S 1 U koniczynki (K, K, ..., K,) nazwiemy sqsiednimi, jesli
sg one rézne oraz jesli istnieje taki punkt p ptaszczyzny, ktéry spetnia nastepujace
warunki: '

3) peSnU,
4 - pe¢ K;N K, przy wszystkich i # j,
gdzie i,j=1,2,...,n.
W tym sensie skladowe (100) i (I11) koniczynki tréjlistnej z rys. 1 nie sg sgsied-

nimi, gdyz jedyny punkt plaszczyzny, ktory speinia warunek (3) nie spetnia wa-
runku (4). )
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LeMAT 1. Jesli skladowe S i U koniczynki n-listnej (K, K, ..., K,) sq
Sqsiednie, to ciqgi odpowiadajqce tym skladowym réziniq si¢ na dokladnie jednym
miejscu.

Dowéd. Jesli ciagi sktadowych S'i U nie r6znig si¢ na zadnym miejscu, wéwczas
skladowe te sa identyczne (bo w koniczynce n-listnej zbiory S(sy, 53 ..., 8, sa
spojne). Wystarczy wigc pokazaé, ze ciagi skfadowych S i U réznia sig¢ co najwyzej
na jednym miejscu. Przypusémy, Ze tak nie jest i Ze sktadowe S i U sg sasiednimi,
a ich ciagi r6znia si¢ na co najmniej dwoch miejscach: miejscu i-tym oraz réznym
od niego miejscu j-tym. WeZmy teraz pod uwage punkt p, o ktérym méwi okreslenie
sasiedztwa. Zgodnie z warunkiem (3), p € § N U. Poniewaz jedna ze skladowych
S i U zawiera si¢ w K, podczas gdy druga zawiera si¢ w K} (ich ciagi réznia sig
na miejscu i-tym), wigc p € K’ N K = K. Podobnie otrzymamy zalezno$é: p € K,.
Punkt p musialby wigc jednocze$nie naleze¢ do dwéch réznych krzywych, co jest
sprzeczne z warunkiem (4). W ten sposéb teza lematu zostala wykazana.

Koniczynk¢ n-listna zdefiniowali$my jako ciag krzywych, a nie po prostu jako
zbidr krzywych, gdyz rola krzywych K; nie jest wcale symetryczna. Przykladem
niech bedzie koniczynka czterolistna (K, K,, K3, K,) przedstawiona na rys. 3.
Jak latwo sprawdzié, cigg (K, K,, K3) okresla pewng tréjlistna koniczynke, nato-
miast ciag (K;, K3, K;) nie. W tym ostatnim wypadku zbidor R*2\(K, U K, U K,)
ma nie osiem, lecz dziesigé sktadowych, gdyz zbiory odpovx;i'adajqce ciggom (011)
i (001) sa niespdjne.

Zauwazmy dalej, ze krzywa K, w koniczynce (K, K, K5, K,) ma t¢ wlasnoéé
(rézniacy ja od krzywej Kj), ze rozcina kazda ze sktadowych zbioru RZ\(K; v
v K, U Kj3) na dokladnie dwie czgéci. Okazuje sig, Ze wlasno$é ta jest rOwnowazna
poprzedniej:

LEMAT 2. Niech (K,,K,, ..., K,) bedzie koniczynkq n-listng i n > 2. Cigg (K,
K, ..., K,_,) okresla koniczynke (n—1)-listnq wtedy i tylko wtedy, kiedy krzywa
K, rozcina kaidg ze skladowych zbioru

5) ~ RN (K, UK, U...0K,_)

na dokladnie dwie czesci.

Dowéd. Wykazemy dla przykladu, ze warunek jest konmieczny. Koniczynka
(K1, Ky -.., K, ;) ma dokladnie 2"~! sktadowych, a koniczynka (K, K, ..., K,)
dokladnie 2" skladowych. Gdyby krzywa K, rozcinala jedng ze skladowych S(sy,
2, -+, S,_;) Na wigcej niz dwie czesci, wéwczas co najmniej jeden ze zbioréw S(sy,
$25 +ees Sp_y,0) albo S(sy, $25 ..., 5,4, 1) bylby niespdjny, co jest sprzeczne z okre-
§leniem koniczynki n-listnej. Z kolei, gdyby krzywa K, nie rozcinata pewnej skta-
dowej, wowczas koniczynka (K, K, ..., K,) mialaby mniej nz 2" skladowych,
co jest réwniez sprzeczne z okreSleniem koniczynki. A wigc krzywa K, rozcina
kazdg ze sktadowych koniczynki (X;, K, ..., K,_;) na dokladnie dwie czeéci.

Podobne rozumowanie prowadzi do nastgpujacego stwierdzenia:
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LEMAT 3. Niech (K, K, ..., K,) bedzie koniczynkq n-listnq. Jesli krzywa Jordana
K, rozcina kaidg ze skladowych konmiczynki (K,, K,, ..., K,) na dokiadnie dwie
czesci, przecina si¢ z krzywymi koniczynki (Ky, K, ..., K,) tylko w skohiczonej licz-
bie punktéw oraz nie zawiera Zadnego punktu, w ktérym przecinajg si¢ dwie rézne
krzywe tej koniczynki, to wéwczas ciqg (K, K, ..., K, K, ,) jest koniczynkq (n+1)-
-listng.

Wobec tego, zamiast pytaé o istnienie koniczynki n-listnej udowodnimy twier-
dzenie mocniejsze.

TWiBRDZENIE. Istnieje nieskoniczony ciqg krzywych Jordana (K,) o nastepujqcych
wiasnos$ciach:

6) (Ki, K,) jest koniczynkq dwulistng,

(7  kazdy ciqg skonczony (K, K,, ..., K,) spelnia warunek (1) z okreslenia koni-
czynki n-listnej,

(8) dla kaidego n >3 krzywa K, rozcina kazdg ze skladowych zbioru (5) na do-
kladnie dwie czesci. ‘

Z powyzszego twierdzenia wynika nastgpujacy wniosek:

WNIOSEK 1. Nieskoriczony ciqg krzywych (K,), o ktérym méwi twierdzenie, ma
te wlasno$¢é, ie przy kaidym n ciqg skonczony (Ky, K, ..., K,) jest koniczynkq n-
-listnq.

Dowéd twierdzenia. Nieskonczony ciag (K,) wyznaczymy efektywnie. Idea
konstrukcji tego ciagu polega na tym, by kazda kolejng krzywa przeplataé odpowied-
nio z krzyws poprzednia. Konstruujac kolejna krzywa K, ,, bedziemy zakladaé,
ze krzywa K, rozcina wszystkie sktadowe zbioru (5) na doktadnie dwie czgéci w po-
rzadku zgodnym z pewnym zamknigtym obiegiem, na przykiad: S,, S, ..., S,.
Odnotujmy, ze r = 2". Krzywa K, skonstruujemy w ten sposdb, by miala ana-
logiczna wlasno$é. Natomiast krzywa K, begdzie miala t¢ wlasnosé w sposéb oczy-
wisty.

Krzywa K,, jak zalozyliémy, rozcina dowolng skladowa S; zbioru (5) na do-
ktadnie dwie czgici, z ktérych jedna nalezy do K?, natomiast druga do K. Wpro-
wadzimy oznaczenia:

SP=8NnK. oraz S!=S58nK:.

Zbiory S}, S sa wszystkimi skladowymi zbioru R®\ (K; UK, u...K).
Krzywa K, , ;, ktéra bedziemy konstruowaé, ma rozcinaé te skladowe w nastepu-
Jjacej kolejnosci (rys. 4):
® S, 81,83, 55,855 830 S35 Sarp 15 Saip1seees SL 8P, Shee

Inna mozliwo$¢ poprowadzenia krzywej K, , ; pokazuje rys. 5. Zgodnie ze sche-
matem pokazanym na tym rysunku, krzywa K., rozcina te skltadowe w takiej
kolejnosci:

(10 S0, 80,859,..., 8, 87,81, S ,,..., 8L, 89 85,...
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W obu uporzadkowaniach: (9) i (10), wszystkie skladowe wystapia dokladnie
raz, po czym caly cykl rozpocznie si¢ od nowa w tej samej kolejnosci. Oznacza to,
ze krzywa K, , moze by¢ poprowadzona wedtug zamknigtego obiegu. Zauwazmy

Rys. 4

K

Rys. 5

réwniez, ze przy obu uporzadkowaniach kazde dwie kolejne sktadowe sa sasied-
nimi, -

Przystapimy teraz do konstrukgji ciggu (K,). Wprowadzmy w tym celu na pla-
szczyznie prostokatny uktad wspdtrzednych oraz ciag siatek kwadratowych (M")
taki, ze osie ukladu wspéirzednych pokrywaja si¢ z dwiema liniami kazdej siatki
M", a odlegloéci miedzy sasiednimi réwnoleglymi liniami kazdej 2 siatek M" sg
réwne in.
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Bedziemy tez rozwazac odlegloé¢ ,,maksimum”, to znaczy kazdej parze punktow
ptaszczyzny {(a;, a), (b1, bz)) przyporzadkujemy liczbe:

"((ap ay), (by, bz)) = max (la;—b,|, la;—b,l).
Krzywe K, bedg tamanymi zloZonymi z odcinkéw siatki M", ale nie beda mialy

zadnych odcinkéw wspdlnych z siatka M" !, Okredlimy je indukcyjnie.
Krzywa K, sklada sie z odcinkéw:

0,003, 0,)G3 GG, G 0)0,0).

Krzywa K, sklada si¢ z odcinkow:

9’ 9) (9’ 9/ 9’ 9 (9’ 9 (9’ 9)(2’ g) 9 9)(9’ 9

Oczywiscie ciag (K;, K5) jest koniczynka dwulistng, przy czym krzywa K, roz-
cina kazda (z dwu) sktadowa koniczynki jednolistnej (K;) na doktadnie dwie czesci.

Zalézmy teraz, ze zostaly juz skonstruowane krzywe Kj, K,,..., K, i rozwazmy
zbidr punktéw plaszczyzny, dla ktérych odleglosé maksimum od krzywej K, jest
réwna 3 (n-+1). Zbidr ten jest sumg mnogoéciowa (ztaczeniem) dwéch tamanych
poprowadzonych po liniach siatki M"+l. Obie te lamane sa krzywymi Jordana
i nie maja wspdlny:h odcinkéw z siatka M™. Jedna z tych lamanych, te, ktéra za-
wiera si¢ w obszarze K}, oznaczymy symbolem K, ,.1, druga natomiast (te, kiéra
zawiera si¢ w obszarze K;) oznaczymy symbolem K|, ,, ;. Obie te lamane przecinaja
si¢ z krzywymi K, K,, ..., K,_, tylko w skonczonej liczbie punktSw i nie przechodza
przez Zzaden punkt wspSlny dwéch sposrod krzywych K, K, ..., K,_;. Obie lamane
rozcinaja wszystkie skladowe zbioru R* \ (K; U K, U ... U K, ;) na dokladnie
dwie czgéci w takim samym zamknigtym obiegu, w jakim rozcinala je krzywa K,.

Si*l Sx

A
Ky : E
} rz’] 4 |

414]
FY T EIEIE
I S e
K- l !

By | | |
———————————————— .____..._.._——-! : L—_—_‘-—-KO,rﬁ'l‘
P],i |

KI} L __________ Kl,ml -
Rys. 6

2 -~ Wiadomosci Mat. t. 19
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W kazdej skladowej S; zbioru R* \ (K, U K, U ... U K,_;) wybierzemy dwa
punkty: P,; oraz P, ; w ten spos6b, zeby spelnione byly nastgpujace warunki:

@1 Py;€Ky i 0SY oraz Py i€k, ., NS,
(12) punkty P,, oraz P,; maja jedng ze wspoirzednych taka sama,

(13) punkty P, ; oraz P, ; znajduja si¢ w wezlach siatki M"+!) ale zaden z nich
nie jest w wezle siatki M" .
Z zalozen odnosnie do wyboru punktéw P, ; oraz P, ; wynika, ze odcinek ¢; =

= P, P, ; jest odcinkiem siatki M"*?, ale nie jest odcinkiem siatki M". Odcinek
ten ma jeden punkt wspélny z krzywa K,, natomiast nie przecina Zadnej krzywej
K jesli i< n—1. Punkty takie mozna wyznaczyé, i to nawet efektywnie, wedlug
$cistego programu dla maszyny cyfrowe;j.

Dowéd tego faktu pozostawiamy czytelnikowi. Przykladowy wybdr punktéw
P, ; oraz P,; pokazany zostal na rys. 6.

Krzywa K, ., okre§limy teraz jako mnogosciowa sumeg nastgpujacych famanych:
odcinek ¢; = P, 1Py 1, czgS¢ krzywej K| ., miedzy punktami P ; a Py ,(zgodnie
z orientacja tej krzywej wyznaczona przez kolejnosé rozcinania sktadowych S)),
odcinek ¢, czg$é krzywej K, ., migdzy punktami P, , a Py 3 (zgodnie z orientacja
tej krzywej wyznaczona przez kolejno$¢ rozcinania skladowych S§;), odcinek cj
i tak dalej wedlug schematu (9) przedstawionego na rys. 4.

Podobna konstrukcje mozna wykonaé wedlug schematu (10) przedstawionego
na rys. 5.

Czytelnik zechce samodzielnie uzupelni¢ wszystkie luki rozumowania, aby
przedstawiony tu szkic konstrukcji mogt stuzy¢ za Scisty dowdd twierdzenia. Pro-
ponujemy tez zastanowié si¢ nad nastgpujacym pytaniem, na ktére autor nie zna
odpowiedzi: Czy istniejy koniczynki n-listne, ktérych nie da si¢ zbudowaé przed-
stawiona tu metoda rysowania kolejnych krzywych? Innymi slowy: czy istnieje
koniczynka n-listna (Ki, K, ..., K,) taka, ze zaden ciag (Ky,..., K;_;, K;.4,..., K)
(gdzie i =1,2,...,n) nie jest koniczynka (n—1)-listng?

Na zakonczenie tych rozwazan sformulujemy pewien wniosek z twierdzenia
oraz lematu 1:

WNIOSEK 2. W nieskoriczonym ciqgu krzywych Jordana (K,), o ktérym méwi
twierdzenie, kazda krzywa K, ., wyznacza pewien zamkniety obieg wszystkich wierz-
cholkéw n-wymiarowej kostki, przy czym obieg ten spelnia warunek, Ze przechodzenie
od wierzcholka do wierzcholka odbywa sie po krawedziach Kkostki.




