f wmptm
1897

ROCZNIKI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEMATYCZNEGO
Seria II: WIADOMOSCI MATEMATYCZNE XIX (1975)

J. Woicik (Warszawa)

O zastosowaniu geometrii liczb
do przedstawien liczb naturalnych przez sumy kwadratéow

Celem niniejszego artykutu jest podanie pewnych wiadomosci z geometrii liczb
oraz jej zastosowan do przedstawieni liczb naturalnych przez sumy kwadratéw.
Niech R" oznacza n-wymiarowa przestrzen euklidesowa. Punkty przestrzeni R*
bedziemy oznaczali thustymi literami i interpretowali jako macierze jednokolumnowe;
np. & = [x,,..., x,}%, x; rzeczywiste, i = 1,...,n, gdzie dla danej macierzy A4 przez
AT oznaczamy jej macierz transponowana. Przez 0 bedziemy rozumieé punkt
[0,...,0]" (n wspélrzednych) nazywany dalej poczatkiem ukladu wspdlrzednych.

Przez (x,y) bedziemy oznaczali iloczyn skalarny punktéw &, y. [a,,..., @]
oznacza macierz, ktérej i-ta kolumna jest punkt @, R™* oznacza zbiér wszystkich
punktéw [x,,..., x,]” takich, ze: x; =0 dla i <k.

Jezeli A = R™1, to przez A1) bedziemy oznaczaé podzbiér przestrzeni R"~*
taki, ze [xy,...,x,_,]" € AD wtedy i tylko wtedy, gdy [0, x,,...,x,_,] € 4.

Niech & < R", ye€ R", t oznacza liczbe rzeczywista, A macierz rzeczywistg
0 n kolumnach, ¢ przeksztalcenie przestrzeni R" w siebie. Przez 1, AY, &,
& +y bedziemy oznaczaé zbidr punktéw postaci odpowiednio 72, Ax, gx, x+y,
gdzie x e &.

Jednym z waznych poje¢ geometrii liczb jest pojecie kraty.

DEFINICJA KRATY. Kratq K nazywamy podzbidr przestrzeni R" spelniajacy
warunki: (i) Jezeli @, ye K, to x+ye Kix—ye K. (ii) Dla kazdej liczby rzeczy-
wistej M istnieje co najwyzej skoniczona ilo$¢ punktéw nalezacych do K takich,
20, <M (@E=1,...,n).

Warunek (i) oznacza, ze zbidr K jest grupa ze wzgledu na dodawanie punktéw.
Zbiér spehiajacy warunek (ii) nazywamy dyskretnym. Krétko méwiac, kratq na-
zywamy podzbidr przestrzeni R”, ktory jest grupa ze wzgledu na dodawanie punk-
tow i jest dyskretny.

Uklad punktéw @, ..., %, przestrzeni R* nazywamy liniowo niezaleinym, jezeli
16wno$¢ a;®,+...+a@, =0, gdzie a; oznaczajg liczby rzeczywiste, zachodzi
tylko w przypadku gdy a; =...=a, =0.
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Punkty @,,..., @, kraty L nazywamy bazq calkowitq kraty L, jezeli

1° @y,..., a, sa liniowo niezalezne;

2° kazdy punkt @eL jest postaci: @ =x;@,+...+x,@, gdzie x,...,x, sa
liczbami catkowitymi.

Zachodzi waine

TwIERDZENIE 1. KaZda krata ma baze calkowitq.

Dowdd tego twierdzenia znajduje si¢ w [6], str. 29-31. Nalezy tylko zastapié
tam slowo ,,rational” slowem ,real”.

Liczba elementéw bazy kraty jest rdwna maksymalnej liczbie liniowo nieza-
leznych punktéw kraty i oczywiscie nie przekracza n. W przypadku, gdy ilo§¢ ta
wynosi n, kratg nazywamy pelng. Oczywiscie by stwierdzié, ze krata jest petna wy-
starczy znaleZé n punktow liniowo niezaleznych nalezacych do kraty.

Punkt przestrzeni R” nazywamy wymiernym lub calkowitym, jezeli jego wspol-
rzedne sg odpowiednio wymierne lub catkowite. Krate nazywamy wymiernq,
jezeli wszystkie jej punkty sa wymierne. Niech 4, oznacza kratg wszystkich punktow
calkowitych,

def . -
eZ100,...,1,...,0%, i=1,..,n.

e —
i-ta wspotrzgdna

Oczywiscie punkty e; (i =1,...,n) tworza baz¢ calkowita kraty A,.

Z twierdzenia 1 wynika, ze dla kazdej kraty wymiernej K istnieje liczba natu-
ralna d taka, ze dK < A,. Najmniejsza taka liczb¢ naturalna nazywamy miano-
wnikiem kraty K. Analogicznie okre$lamy mianownik macierzy wymiernej. Latwo
widzie¢, ze mianownik kraty wymiernej K jest rowny mianownikowi macierzy
utworzonej ze wspdtrzednych punktéw bazy calkowitej kraty K.

Baze calkowita @, ..., @, (k < n) kraty K nazywamy trdjkqtng, jezeli jest postaci:

al :[a117a213"~3an1]’ a2=[0,a22,--.,a”2}, seey

(l;k:[o,...,o,dkk,..., nk]’ a’-i:—'o, i'—:l,...,k.

Zachodzi nastgpujace

TwIERDZENIE 2. KaZda krata wymierna ma baze trdjkqtng.

Twierdzenie to jest natychmiastowym wnioskiem z twierdzenia 2, podanego
w [7], str. 118. Jezzli krata nie jest wymierna, to moze nie mie¢ bazy trdjkatnej.
Jest oczywiste, Z2 np. krata o bazie catkowitej: [1, 1175, [V/Z — 1/2]T nie ma bazy
tréjkatnej. Niech A bedzie krata pefna i niech punkty @; = [a,;,..., a ) (1<i<n)
tworza jej bazg.

Wiadomo, 23 |det (a;)| nie zalezy od wyboru bazy (nickoniecznie tréjkatnej)
kraty A. Wielko$é t¢ nazywamy wyrdinikiem kraty A i oznaczamy przez d(A).
Réwnolegloscianem podstawowym P kraty /A nazywamy zbiér punktéw postaci:

xa+...+x,a, OLx<1, j=1,...,n).
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Réwnolegloscian podstawowy P jest wiec identyczny ze zbiorem punktéw [yy,..
n
yn}T’ gdzie Vi = Zaiixj (O < x:; < ls 1 <i< ﬂ).
j=1

Objetosé jego jest réwna:

o) V(P) = ff dy, ... dy, =

(0<x<1, 1<j<n)

= |det (ay)| f

(0<xy< 1, 1<jsn)

dxy...dx, = |det (ay)] = d(A).

Oznacza to, ze wyréznik kraty jest réwny objetosci jej réwnolegloscianu podstawowego.
Jest oczywiste, ze kazdy punkt & przestrzeni R* moZna przedstawi¢ jednoznacznie
w postaci

2 x =utv, gdzie ued, veP.

Przypominamy: P to réwnolegtoScian podstawowy, A1 — krata. Podzbiér prze-
strzeni R" otwarty i spéjny nazywamy obszarem. Jednym z waznych zagadnieh
geometrii liczb jest badanie istnienia punktéw kraty A w jakim$§ danym obszarze &.
Badanie istnienia takiego punktu dla odpowiednio dobranych A 1% pozwala w nie-
ktérych przypadkach dowie$é rozwiazalno$ci pewnych réwnan diofantycznych
w liczbach catkowitych. Dowody nastepujacych twierdzen 3, 4 i 5 podane sa w [3],
str. 68-72 oraz str. 246-250. Zachodzi nastgpujace

TwIERDZENIE 3 (Blichfeldt). Niech A bedzie kratq pelng o wyréziniku d(A), za$
& obszarem o objetosci V (&). Zaloimy, ze V(&) > d(A). Wtedy istniejq 2 réine
punkty 4, %, nalezqce do &, takie ze: a,—x, € A.

Dowdd. Niech P bedzie réwnoleglo$cianem podstawowym kraty /4. Niech
ue . Przez R(u) bedziemy oznaczaé zbiér punktéw v spelniajacych warunek:

ve P, v+ue¥. Niechx e ¥. Wtedy & = u-+v, ue A, ve P na mocy (2). Oznacza
0, ze e R(uw)+u. Stad

9 & = U {R+u}.

ueAd

Poniewaz przedstawienie (2) jest jednoznaczne, zbiory R(u)4u sa rozlaczne.
Na mocy (3)

-

V(&) = Z V{R(w)+u} = 2 V{R(w)},

ued wed

1 zgodnie z zaloZeniem twierdzenia, wobec (1)

2 V{R(w)} > d(A) = V(P).

ued

P.oniewaz zbiory R(w) sa zawarte w P, istnieje co najmniej jeden punkt v, e P
nalezacy do dwéch zbioréw R(u), powiedzmy v, € R(w) (j=1, 2), gdzie u; #u,.
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Zgodnie z okresleniem R(u) punkty &; = v,+u; naleza do¥ (j = 1, 2), przy czym
ed,

Ly —&Ly = Uy — Uy
# 0.

Twierdzenie 3 jest wigc udowodnione. ’
Z twierdzenia Blichfeldta wynika latwo podstawowe dla geometrii liczb twier-
dzenie Minkowskiego o obszarze wypuklym. ]
TWIERDZENIE 4 (Minkowski). Niech & bedzie obszarem wypuklym, symetrycznym
wzgledem poczatku ukiadu wspélrzednych o objetosci V() i niech A bedzie kratq
peing o wyrézniku d(A). Jezeli
V() >2" d(A),

to obszar & zawiera punkt kraty A réimy od poczqtku ukladu.

Dowdd. Zastosujemy twierdzenie 3 do obszaru —;-9, ktrego objetosé wynosi
27"V(&). Istnieja zatem punkty 1&;€1¥ (j=1,2) takie, Ze

e,
x
2721 0.
Poniewaz obszar & jest symetryczny, wiec —&, €S

%wl—‘%wz = %wr*‘ % (—x)e&
poniewaZz & jest wypukly. Twierdzenie 4 jest udowodnione.

Podamy kilka dalszych okreSleri zwigzanych z obszarami i kratami. Niech &
bedzie obszarem. Jezeli krata A nie ma w & punktéw réznych od 0 i 0 &, to

méwimy, ze krata A jest dopuszczalna dla S lub S-dopuszczalna. Kres dolny

A(P) = inf d(A)

wyréznikow d(A) wszystkich krat &-dopuszczalnych A nazywamy wyréznikiem
krytycznym obszaru &. JeZeli nie ma krat #-dopuszczalnych, to méwimy, ze & jest
typu nieskoniczonego 1 piszemy A(¥) = co. W przeciwnym razie méwimy, ze & jest
obszarem typu skoriczonego i 0 < A(¥) < co. Jezeli krata jest &-dopuszczalna
oraz d(A) = A(¥), to A nazywamy kratq krytyczng dla &. Ogdlnic méwiac, nie
ma zadnych podstaw twierdzi¢, ze dowolny obszar ma krate krytyczna. Okreslenie
A(&) mozna ,.odwr6cié”’ : A(F) jest to najwigksza z takich liczb A4, ze kazda krata 4,
dla ktérej d(A) < 4, ma w & punkt ré6zny od 0.

Przez upakowanie zbioru ¥ w pewnym zbiorze J bedziemy rozumieé dowolna
rodzing zbioréw roziacznych postaci &, =%y, zawartych w7, gdzie y, prze-
biega punkty jakiego$ zbioru. Jezeli punkty y, przebiegaja zbiér punktéwJ N 4,
gdzie A jest krata, to mowimy, Ze upakowanie jest kratowe.

Zajmiemy si¢ teraz oszacowaniem wyréznika krytycznego kuli jednostkowej
z dotu.
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Niech & bedzie obszarem o objgtosci V(&), A oznacza kratg pelna o wyrézniku

d(A), niech wreszcie N(f) oznacza liczbe punktéw kraty A4 w obszarze t&. Zachodzi
nastgpujacy wzoér (patrz [5], str. 133):

@ lim N(9)/f" = V(&)/d(A).

Wiadomo, Ze objetosé kuli jednostkowej D, = {a, & < 1} wynosi

,n.nlz

Va= V(Dn) =m,

gdzie I' jest funkcja gamma Eulera.
Niech
I, =4(D,) ‘ .

oznacza wyréznik krytyczny kuli D, i niech & bedzie dowolnym ograniczonym
zbiorem o objetosci V(¥). Niech zbiory

) S =F+x, (A<r<R)
beda upakowaniem & w pewnym zbiorze J o objgtosci V(). Wtedy oczywiscie
© V(7) > RV(S).

Zalézmy teraz, Ze istnieje funkcja (@) punktu @ taka, Ze
() p(x) =0, jezeli |x] > o dla pewnego o,
(i) Yo@—x,) = yp(®) <1 dla wszystkich a,

r

jezeli (5) jest upakowaniem zbioru &,

Niech 7 (@) bedzie g-otoczeniem zbioru 7, to jest zbiorem punktéw odleglych
nie wigcej niz @ od zbioru I (wlaczajac réwniez punkty zbioru ).

Na podstawie (ii)

™ [ v@)de < V(7 ().
T
Z drugiej strony, na mocy (i),
® [ v@de = [ pa—wx)dr =R [ p@@)de =RV (9),
Te) r

poniewaz punkty @, dla ktérych @(e—a,) # 0 naleza do I (0). Poréwnujac (7)
i (8) otrzymujemy nieréwnosé

) R VT @}V(gp).

Oczywiscie, funkcja charakterystyczna zbioru & réwna 1 na &, a 0 poza &, spel-
nia (i) i (ii). Jezeli jako funkcje ¢ wziaé funkcje charakterystyczng, to V(¢) = V(&)
(V(9) = [p(@)dx) i nieréwnosé (9) jest stabsza niz nieréwnoéé (6), poniewaz V(7))
zamieniamy na V{7 (g)}. Blichfeldt zauwazyt, ze w pewnych przypadkach istnieja
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funkcje prowadzace do lepszych oszacowan niz funkcja charakterystyczna. Tak
jest na przyklad, jezeli ¥ = D, jest kulg jednostkowa. Warunkiem koniecznym
1 wystarczajacym na to, by otwarte kule o promieniu 1 i o §rodkach &,, &, byly
rozlaczne, jest warunek |®;—a,| > 2.

LeMAT 1. Oznaczmy
@(®) = max {0, 1—3 [®2}. *
Niech ®, (1 <r < R) bedq punktami spelniajgcymi warunek
Wtedy dla kazdego punktu x
(1) D ple—x)<1.
. 1I<r<Rk

Dowéd. Nie zmniejszajac ogélno$ci mozemy zatozyé, ze
0<g(@x—m>)=1—3le—2> (1<r<R).

Jezeli y, yy,..., yr sa dowolnymi liczbami rzeczywistymi, to

RZ (y_yr)2 :Z(yr'—ys)2+ (Ry—"Zyr)z>Z(yr_ys 2

Stosujac t¢ nieréwnosé dla kolejnych wspotrzgdnych wektoréw @, ®; (i =1,..., R)
i korzystajac z faktu, ze |[®]*> = x?+x2+...+x2, na mocy (10) otrzymujemy

R D jw—a> Dl > 2R(R-1).
1<<r<R r<s
Zatem zachodzi nieréwnosé (11). Lemat 1 jest udowodniony.

TWIERDZENIE 5. Niech ®, (1 < r < R) bedq punktami lezqcymi w m-wymiarowej
kuli || < X i niech \x,—2)>2 (1<r<s<R).
Wtedy

R <272 (14n/2) (X+213)",

Dow6d. Niech ¢(x) bedzie funkcja dana w lemacie 1. Otrzymujery

V(p)=[o@dr = [ (1—iaP) de =2""(14+n/D)7"V,,

lej2<2

gdzie ¥V, oznacza objetosé kuli jednostkowej.
Ostatnia réwno$¢ wynika z nastepujacego wzoru:

N

n
2 I, = f x|2de =21+ —— 7,
(12) n | w2

lef2<2
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ktéry wyprowadzimy. Dokonujac podstawienia x = 21/2y i zastgpujac nastgpnie
y przez ¥, mamy

(13) L=2"" [ |ade =2'*"K,.
lei2<1
W celu obliczenia K, wprowadzimy uogdlnione wspélrzedne sferyczne:
Xy == rsin ¢,,
(14) X =FCOS @y ...C08 @_;sing,, k=2,..,n—1,

X, =rcoS@®; ... COSQ,_;.

Warto$é bezwzgledna jakobianu J przeksztalcenia (14) wynosi

a(x) .
W= (— ="' J(p), gdzie ¢ =I[p1,..., ¢, ;)"
o, o)
Stad mamy
— p 1
(15) V.= [ ax = [[r=* J(g)drdp =T [r"~"dr =—T,
jel2<1 re o n
gdzie T = [J(p) dp;
[
1
1 n
K,= x|?de = | [ r""' J(p)drdp =T | r"t'dr = T= v,
g Wfdu jf (p)drdp f ST

na mocy (15). Stad i z (13) otrzymujemy (12).

Teza twierdzenia 5 wynika z nieréwnosci (9), poniewaz.7 (g) jest w naszym
przypadku kulg 2] < X+212 o objetoéci (X+21/2)"V,. Twierdzenie 5 jest wigc
udo.wodnione.

Wni0SEK 1. Wyréznik krytyczny I', i objetosé V, kuli jednostkowej |x] <1
spelniajq nieréwnosé

I, > 27"2(14-n/2)-1V,.

Dowdd. Niech A bedzie krata dopuszczalna dla kuli |®|<< 1. Punkty @,
kraty 24 speiniaja zalozenia twierdzenia 5. Rzeczywiscie:

x,—x, =2y, yed |e—x|=2yl=2 (A<<r<s<Rk.
Niech N(X) oznacza ilo§é punktow kraty 24 w kuli
D,(X) = {a; le| < X}.

Na mocy wzoru (4)
(16) lim N(X)/(X™) = V,/(2"d(A)).

X—>00

Z drugiej strony na mocy twierdzenia 5

lim N(X)AX"™) < 27"*(1+n/2).
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Stad i z (16)
d(A) = 27"*(1+n/2)-1V,.

Teza wniosku wynika latwo z okreélenia wyrdznika krytycznego. Polézimy
V(X)) = V(D,(X)).
TWIERDZENIE 6. Niech A bedzie kratq petng o wyrozniku d(A). JezZeli

V,(X) > 2"2(1+n2) d(4),

to kula D,(X) zawiera punkt kraty A rézny od poczqtku ukladu wspotrzednych.
Dowéd. Oczywiscie objeto$é i wyrdznik krytyczny kuli D,(X) sg réwne od-
powiednio:
VoX) = X"V,, A(D X)) =X"T,.

Stad z zalozenia twierdzenia oraz wniosku 1 otrzymujemy

A(D,(X)) = 27" (1+nf2)~1 - V,(X) > d(4).

»

Teza twierdzenia 6 wynika latwo z okreélenia wyréznika krytycznego.

Uwaga 1. Twierdzenie 6 jest silniejsze niz twierdzenie 4 (Minkowskiego) w przy-
padku & = D (X).

Przejdziemy teraz do zastosowan geometrii liczb dotyczacych istnienia baz orto-
normalnych dla pewnych krat. Zachodzi nast¢pujacy

LEMAT 2. Niech 1 < n << 7. Jezeli wyréznik kraty pelnej A jest réwny jednosci,
a iloczyn skalarny dwéch dowolnych jej punktow jest calkowity, to istnieje punkt
xe A taki, ze x| = 1.

Dowdéd. W twierdzeniu 6 polézmy d(A) =1, X = V2. Jezeli 1 <n<T, to
V. (X) = 2?72 [T(14n/2) > 23(1+n(2)d(A). '

Na mocy twierdzenia 6 istnieje punkt & € A taki, ze 0 < [aﬂ" < 2. Poniewaz
|2 = (2, ) jest liczbg catkowita, to ostatnia nierdwnos$¢ oznacza, Ze || =1,
c.b.d.o.

Uwaga 2. Jezeli n < 4, to lemat 2 wynika réwniez z twierdzenia Minkowskiego
o obszarze wypuktym, poniewaz kula D,,(I/E) ma objeto$é wigksza niz 2",

Moéwimy. ze uklad punktéw @y,..., @, jest ortonormalny, jezeli zachodzi warunek

0 dlai#j,

a;, a) =
@ @)=, dla i = j.

Wiadomo dobrze, Zze uklad ortonormalny jest liniowo niezalezny.

Niech ¢ bedzie przeksztalceniem liniowym nieosobliwym przestrzeni R" na
siebie. Niech A bedzie krata o bazie @y,..., @&, (k < n). Zbior @A jest krata o bazie
Qay,...,pa,. Wiadomo, Ze przeksztalcenie liniowe ¢ przestrzeni R" w siebie nazy-
wamy ortogonalnym, jezeli nie zmienia iloczynu skalarnego punktdw. Przeksztal-
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cenie ortogonalne jest nieosobliwe. Wyrdznik kraty pelnej jest niezmiennikiem
przeksztalcenn ortogonalnych, to znaczy

amn d(p4) = d(4).
Rzeczywiscie, na mocy twierdzenia Cauchy’ego o mnoZeniu wyznacznikéw mamy

d(pA) = |det [pay,...,pa]| = |det(pa, pa)lt/? = ldeti(ag, a)|'? =
I<i 1<
jsn j<n

= |det [@s, ..., a,]] = d(A).

LeMAT 3. Niech 1 < n << 7. Jezeli wyrdznik kraty pelnej K jest réwny jednosci,
a iloczyn skalarny dwdch dowolnych jej punktow jest calkowity, to krata K ma baze
ortonormalng.

Dowéd. Dowéd przeprowadzimy przez indukcje wzgledem n. Dla n = 1 lemat
jest oczywisty. Zaloézmy stuszno$é lematu dla n—1, gdzie 2 <n << 7. Wystarczy
dowiesé, ze istnieje przeksztalcenie ortogonalne ¢ takie, Ze krata K ma baz¢ orto-
normalna. Na mocy lematu 2 istnieje punkt 2 € K, dla ktérego |®| = 1. Istnieje
przeksztalcenie ortogonalne ¢ przestrzeni R” takie, ze px = e, (patrz [2], str. 33-34),
poniewaz |p®| = 1. Polézmy L = pK N R™'. Niech y bedzie dowolnym punk-
tem nalezagcym do ¢K. Mamy

(18) y=ye-+tz,

gdzie y; = (y, e,) oznacza pierwsza wspdlrzgdna punktu y, a z€ R™*.
Poniewaz ¥, e; € pK, wigc y; jest liczba catkowity. Stad z € L. Na mocy twier-
dzenia 1 krata L ma bazg catkowita @,..., @,. Stad i z (18)

y = yl el+21 a1+...+zkuk,

gdzie yi, zy,...,2;, sg liczbami calkowitymi.

Poniewaz a,€ R™', wigc punkty e, a,,..., @, sa liniowo niezalezne. Oznacza
to, ze punkty e,, @,,..., @, tworza bazg kraty @K, a stad k =n—1. Punkty a{,...,
a{’) , tworza oczywiscie bazg kraty L"), Dalej mamy LY < R"~*, Oznacza to, Ze krata
LM jest petna. Oczywiscie iloczyn skalarny dwéch dowolnych punktéw kraty L
jest calkowity. Dalej mamy

d(LY) = |det [@lV, ..., aiD,]| = (det [e, @y, ..., a,_,]| = d(pK) = d(K) =1

na mocy (17).
Na mocy zatoZenia indukcyjnego krata L") ma bazg ortonormalna b{V),...,6¢ |,
beL, j=1,...,n—1. Poniewaz 2 € L, mamy:

y=ye+ob+..+a,_b, i,

gdzie y,, a4, ..., a,_, sa liczbami catkowitymi.
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Poniewaz b;e R™', to punkty e;, b,,...,b,_,, sa liniowo niezalezne i tworza
baz¢ ortonormalna kraty ¢K, c.b.d.o.

Przez forme kwadratowq symetrycznq n zmiennych bedziemy rozumieé wyrazenie

n
postaci: f(®) = ) a;x,x;, gdzie a; sa rzeczywiste, a a; = a.
fi=1

Macierz kweidratowq A o elementach catkowitych i o wyznaczniku réwnym
-+ 1 nazywamy unimodularnq.

Moéwimy, ze dwie takie formy fi g sa réwnowazne, jezeli istnieje macierz uni-
modularna A4 taka, ze f(dx) = g(x®).

Uwaga 3. Lemat 3 jest réwnowazny nastepujacemu dobrze znanemu twierdzeniu
Hermite’a:

TWIERDZENIE 7. Niech 1 < n < 7. Kazda forma kwadratowa n zmiennych, sy-
metryczna, o wspdlczynnikach calkowitych, dodatnio okreslona i o wyréiniku 1 jest
réwnowazna formie x*-+...+x2.

Dowdd. Z lematu 3 wynika twierdzenie 7. Niech f(#%) bgdzie forma kwadratowa
symetryczng n zmiennych (1 <n <{7) o wspélczynnikach catkowitych, dodatnio
okreslong, o wyr6zniku 1; f(@, y) niech oznacza odpowiadajaca jej forme dwuli-
niowa, tzn. f(®, ®) = f(x). Istnieje macierz rzeczywista A taka, Ze

(19) f(@) = |Ax|?>, detd =1.
Stad mamy

(Ax,, AYo) = ri” (|4, +Ay,|> — e, — AY,|*) = %([A (wo‘i‘yo)lz”*fA(wo‘yo)lz) =
= %[f(%ero) —f@o—y)l = f(X, Yo)»

a wigc (Ax,, Ay,) jest calkowite dla ®,, y,€ A,. Oznacza to, ze iloczyn skalarny
dowolnych dwéch punktdw kraty A4, jest calkowity. Wyrdznik jej wynosi I na
mocy (19). Na mocy lematu 3 istnieje macierz ortogonalna B taka, ze 44, = BA,,
czyli Ay, = A~'BA,. A wigc macierz A~'B jest unimodularna. Dalej na mocy (19)
mamy

f(A~'Bx) = |Bx|* = |x|>.

Z twierdzenia 7 wynika lemat 3. Niech K bedzie krata, o ktdrej mowa w lemacie 3.
Istnieje wigc macierz rzeczywista B taka, ze

(20) K =BA, detB=1.

Forma kwadratowa |Bx|? ma wspélczynniki calkowite, gdyz liczby (B, By,)
sa catkowite dla a,, y, € A, na mocy (20). Wspomniana forma jest dodatnio okre-
§lona, symetryczna, jej wyréznik jest réwny jednosci, gdyz otrzymujemy ja z formy
kwadratowej |y|* przez podstawienie y = Bx, detB = 1.

Na mocy twierdzenia 7 istnieje macierz unimodularna 4 taka, ze |[BAZ|* = |x|>.
Oznacza to, Ze macierz BA jest ortogonalna. Dalej na mocy (20) mamy 4, = A4,,
K = BA, = BAA,,.
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Niech K,;, K, beda podkratami kraty K. Wprowadzamy definicje:
K(+K, ={a,+a,| a;eK;, ae K,}.
Niech Z oznacza zbidr liczb calkowitych. Przez krate Zx bedziemy rozumieé

zbiér punktéw postaci ze, gdzie zeZ.

TWIERDZENIE 8. Niech 1 < n <7, zas & niech bedzie punktem wymiernym, dla
ktorego (X, x)eZ i M = {uec A,| (u,x)cZ}. Krata M+-Zx jest pelna i ma baze
ortonormalng.

LeMAT 4. Zalozmy, Ze krata K ma baze tréjkqing:

lsgsenor ay]s [0, a2,y @y ey [0, oy 0, gy ey ag]”

(k<nm), a; #0 (1 <i<k).

Jezeli punkt [0,...,0, b, ...,b,]" nalezy do K, to bja; jest liczbq calkowitq.
Dowéd lematu jest natychmiastowy.

LEMAT 5. Niech ® bedzie punktem wymiernym takim, ze (®, ) € Z i niech M =
= {ue A (u, x) e Z}. Krata M-+Zx jest peina, jej wyrdinik jest réwny jednosci,
za$ iloczyn skalarny dwéch dowolnych jej punktow jest calkowity.

Dowdéd. Potézmy K = M+Zx:

21 x = [x,/d,...,x,/d]", Xy ... x,deZ, (x,...,x,,d)=1.
Do kraty K naleza punkty:
d, =[d,..0% d =[04d..,0/,..,d,=[0,...,0,d.

n

Oznacza to, Ze krata K jest peina.
Jezeli ut-rtxe, v+sxeek, to

(u+tx, v+sx) = (u, v)+t(@®, vV)+s(u, ¥)+ts(x, x)e Z

na mocy definicji M, czyli iloczyn skalarny dwdoch dowolnych punktéw kraty K
jest catkowity. Nalezy dowie$é, ze d(K) = 1. Dla n = 1 lemat jest oczywisty. Mo-
zemy wiec zalozyé, ze n > 1.

Na mocy twierdzenia 2 krata pelna K ma bazg tréjkatna:

a; = [au/d,..., anl/d]T, a, = [0, a22/d,..., a2n/d]T, very a” = [O,..., 0, a,,,,/d],
a; #0, a;eZ.
Stqd d(K) = allazz...ann/dn = D/dn.

Niech p bedzie dowolna liczba pierwsza. Nie zmniejszajac 0g6lnosci na mocy
(21) oraz (x, x) e Z mozemy zalozyé, Ze

22 Jezelipld, to ptx, ...p% x,.
Polézmy
D =p'D,, d=p'd,, p{Dd;, p,v=0.
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Dla zakoniczenia dowodu wystarczy dowie$¢, ze u =nv, woéwczas bowiem
d(K) = 1. Polézmy a,; = p"i b;, ptb;, (i =1,..., n). Poniewaz x, d; € K, na mocy
lematu 4 mamy

(23) aulxl, aiildz (i == 1,..., n).
Stad i z (22)
(24) vy =0.

Mamy dalej pt (X, ys..., X, d) (K =2,...,n—1), a stad

Kpp1senes X A1 Xy
Oznacza to, ze réwnanie

dlxk+uk+1xk+1"}“ .. .+unxn - td

ma rozwigzanie w liczbach catkowitych wu,,y,..., 4, t. Stad punkt [0,..., 0, dy,
Upyyse.r Uy]" malezy do K.
Na mocy lematu 4 aldd,, stad

25) <v ((k=1..,n-1).
Na mocy (23) :
(26) v, < 2v.

Poniewaz a,€ K (k =2,..., n—1), wigc istnieja liczby catkowite vz, U, f
takie, ze
0 =0, d+t,%x1, Gy =V d+t,x.
Stad 7,x; = 0 mod p’, #, =0 mod p” na mocy (22), a;;, =0 mod p’, czyli
27 <y, (k=2,...,n—1).

Poniewaz @, @, € K, na mocy udowodnionej juz ostatniej cz¢sci tezy lematu 5
mamy (a,, ) € Z. Stad a,,x, =0mod d?, a,,=0mod p* na mocy (22). Zatem

(28) v < v,.
Wobec (24), (25), (26), (27) i (28)
vy =0, v =» (k=2,...,n—1), v,=2,
D =ay,...a,,=p"b,...b,, ptby...b,,

a wiec u = n», c.b.d.o.

Dowd6d twierdzenia 8. Teza twierdzenia wynika natychmiast z lematow
51 3. Korzystajac z twierdzenia 8 mozemy réwniez wyprowadzi¢ nastepujace twier-
dzenia:

TWIERDZENIE 9. Niech 3 < n < 7. Dla kazdej liczby naturalnej m istniejq liczby
naturalne xi,...,X, wzglednie pierwsze takie, Ze

m? = x2+4 ... +x2
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z wyjatkiem przypadkéw

n=3 m=0mod2, m=1,35,
n=4, m=0modd, m=1,3,
=5 m=1273,
n=6 m=1,24
=7 m=123.

TWIERDZENIE 10. Niech n> 5. Dla kazdej liczby naturalnej m istniejq liczby
naturalne xi,..., x, wzglednie pierwsze takie, Ze

m? = x34 . +x?
z wyjatkiem przypadkéw, gdy m? nalezy do ciqgu
1,2, 3,..., n—1, n+1, n+4-2, n4-4, n+S5, n+7, n+10, n+13.

Dowody tych twierdzeni stanowia tre§¢ § 3 pracy [8]. Twierdzenie 8 niniejszego
artykutu jest identyczne z lematem 2 podanym w pracy [8].

Pewne zastosowania geometrii liczb do przedstawien liczb catkowitych przez
formy kwadratowe moZna znalezé w [3], str. 98-102, w [4], str. 206-210, oraz [1],
str. 316-319.
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