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ROCZNIKI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEMATYCZNEGO flxg) ptm

Seria II: WIADOMOSCI MATEMATYCZNE XIX (1975)

Zadania

Wszelka korespondencje dotyczaca zadari (rozwiazania zadan, nowe zadania itp.) nalezy
kierowaé pod adresem: Piotr Mankiewicz, Instytut Matematyczny PAN, skr. poczt. 137, 00-950
Warszawa, ul. Sniadeckich 8. Ciekawsze rozwiazania beda publikowane.

221. Niech & bedzie liczba naturalng wigksza od 1. Udowodnic, 7e istnieje stala
C, taka, ze dla dowolnych ¢; > 0;i =1,2,..., N; gdzic N > k, zachodzi nierdwnosé
N

N
(2 ai)k < Ck( 2 @, . ..jaikri— M af‘)‘

i=1 (2 Syt =1
1<i1,...,ik<N

~

Wyznaczyé najlepsza taka stala C, dla £k =2,3,...
P. Wojtaszczyk (Warszawa)
222. Niech odwzorowanie T podzbioru K plaszczyzny euklidesowej R* spetnia
warunek Lipschitza ze stata 1 (tzn. ||[Tx—Ty|| < llx—yl| dla x, y € K). Pokazac,

ze T mozna przedluzyé do odwzorowania R* w R? spelniajacego warunek Lipschitza
ze stala 1.

W. Nitka (Wroctaw)
223. Udowodnié, ze jezeli T jest odwzorowaniem plaszczyzny euklidesowej
R?> w siebie spelniajacym warunek:
[lx—y|l =1 pociaga za soba ||[Tx—Ty|| =1,
to T jest izometria.

A. Maqgkowski (Warszawa)

224. Niech Q = {(e)2,: ¢;e[—1,1] dla i =1, 2,...} bedzie kostka Hilberta
(z metryka o(a, f) = 3 27" o,—p,) dla a = (a)2,, f = (8)i2, € Q) i niech operator
t =1

T bedzie dany wzorem

\

T(al, az,...) = (az, a3,...).



62 Zadania

Czy istnieje kontinuum C < Q, rozlaczne z przekatna kostki Q (tzn. C N {(a)2, € Q:
a1=a2=a3=...}=@) 1 takle, Ze T(C)CC?

K. Sieklucki (Warszawa)

225, Pokazaé, Ze jezeli ¢ jest funkcja afiniczng (tzn. zachowujacg kombinacje
wypukle) ze zbioru wypuklego A na zbiér wypukly B, oraz f jest funkcjg afiniczng
na A o warto§ciach rzeczywistych, to funkcja

ST =sup {flx): xe¢~())}, yeB,

jest wklesta, ale nie musi byé afiniczna. Udowodnié¢ analogiczne twierdzenie,'w kto-
rym sup zostal zastapiony przez inf.

Z. Semadeni (Warszawa)

226. Udowodnié, ze istnieje stala dodatnia ¢ taka, Ze z warunku (n+¢)! = n!m!
wynika, Ze
t < cloglogn.
P. Erdés (Budapeszt)

227. Na plaszczyznie R?> umieszczony jest trdjkat, ktérego wierzcholki leza
w punktach kratowych (elementach Z2), a zaden inny punkt kratowy nie nalezy
do tréjkata. Pokazaé, Ze pole tréjkata wynosi 3.

M. Misiurewicz (Warszawa)

228. Udowodni¢ réwnowaznos$é twierdzenia Borsuka o antypodach z naste-
pujacym twierdzeniem:

TWIERDZENIE. Sfery S? = {(x,y,2) € R® : x?+y?+z2 = 1} nie mozna podzielié
na trzy zbiory o Srednicy mniejszej niz Srednica sfery.

M. Misiurewicz (Warszawa)

229. TWIERDZENIE. Dla kazdego szeregu zbieinego ) a, o wyrazach dodatnich
n=1

istnieje jego podszereg zbieiny do liczby niewymiernej:
Znalezé blad w nastgpujacym dowodzie: oo
Niech a bedzie liczba niewymierna zawarta migdzy zerem a suma szeregu D a,.
fo'e) n=1
Skonstruujemy podszereg >'b, zbiezny do a. W tym celu stosujemy indukcje: a”=aq
n=1

n

[s o] [= <]
dlan=1,2,... Szereg Y a¥*") otrzymujemy z szeregu > a) przez wyrzucenie naj-
n=1 n=1

wiqkszégo (ewentualnie jednego z najwiekszych, je$li jest ich kilka) wyrazu szeregu

> a takiego, ze suma pozostatego podszeregu bedzie nie mniejsza niz a. JeZeli wyraz
n=1 -
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o0
taki nie istnieje, oznacza to, ze ¥a¥ = aikladziemy b, = o). Jezeli indukcja bedzie

e
n=1

nieskoficzona, to b, bgdzie n-tym sposréd niewyrzuconych wyrazéw szeregu. Po-

o o [o2]
kazemy, ze 3'b, = a. Oczywiscie D' b,> a. Gdyby istniato & >0, takie ze >'b, >
n=1

n=1 co n=1
> a-+te¢, to poniewaz dla pewnego n, mamy b,,0 <eg wigc Y'b,>a. W szeregu
n=1
n#ng

o]
D a, istnicje tylko skoniczona ilo§¢ wyrazéw wigkszych lub réwnych b,,o, a zatem
n=1
wyraz bno musiat byé wyrzucony w pewnym kroku indukcyjnym, co daje sprzecznosé.

M. Krych (Warszawa)
230. Niech x>0, a; = x, a,,; = x" dla n = 1, 2,... Dla jakich x ciag (a,),_,

jest zbiezny?
M. Krych (Warszawa)

Rozwigzania zadan

36. Niech f bedzie funkcja okre$long na przestrzeni metrycznej X, o wartosciach
w dowolnej przestrzeni metrycznej. Dowiesé, ze na to by funkcja f byla ciggla po-
trzeba i wystarcza, by spelmiona byla inkluzja

(%) S(Ls 4,) = Lsf(4,) dla dowolnych 4, < X, n=1,2,...,

gdzie Ls 4, oznacza goérna granice ciagu zbioréw 4, (K. Kuratowski, Topologie I,
Warszawa 1952, str. 243).

Wykaza¢ ponadto, ze jezeli X jest przestrzenia metryczng zwarta, to inkluzja
(x) staje si¢ réwnoscia dla kazdej funkcji ciaglej f i Ze réwno$é ta charakteryzuje
przestrzenie zwarte spos§réd wszystkich przestrzeni metrycznych.

R. Duda (Wroclaw)
Rozwiazanie. Zgodnie z okresleniem, mamy:
Ls 4, = {x € X : liminf ¢ (x, 4,) = 0}
dla dowolnego ciagu podzbiordow przestrzeni X (K. Kuratowski, Topologie I, Warszawa 1952,
str, 243).
Udowodnimy najpierw, ze

(1) Ls An = m U An+k°
n=0 k=0

Zalézmy najpierw, Ze p € Ls A,,. Istnicje wicc ciag {a,,k} taki, ze ny € Apy, dla k=1,2,...,
zbiezny do p. Wezmy dowolne otoczenie U punktu p. Istnieje wiec kula otwarta K (p, r) < U, gdzie
r > 0. Znajdujac nastepnie k¢ = k(r) takie, Ze g(a,,k, p)<rdlak > ko, stwierdzamy, ze UN|_A4py k

k=0
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jest zbiorem niepustym dla dowolnego . Tym samym punkt p nalezy do zbioru (1 |_J A, . Przy-
n=0k=0
pusémy odwrotnie, ze punkt p nalezy do zbioru wymienionego po prawej stronie wzoru (1). Biorac
w charakterze otoczeri punktu p kule otwarte K(p, 1/n) dla n = 1, 2,... i wykorzystujac zalozenie,
otrzymamy ciag zbioréw niepustych: K(p, 1/n) N \_JA4, 1k, n = 1,2,... Oznaczajac przez n, ele-
k=0

menty tych zbioréw, znajdujemy ciag {a,,k} taki, ze ay, € Ay, Oraz g(a,,k, p) < 1]/k. Wobec tego,
ciag ten jest zbiezny do punktu p; tym samym p €Ls 4,.

Zauwazmy rowniez, ze je§li 4, = Adlan = 1,2,..., to Ls 4, = A. Niech teraz f oznacza do-
wolna funkcje, za$ {v, : t € T} indeksowana za pomoca zbioru T rodzing zbiorow. Zanotujemy
inkluzje:

@ YVl NIV

tel teT

Jesli zalozymy dodatkowo, ze funkcja f jest ciaglym przeksztalceniem przestrzeni topologicz-
nych, to mamy réwniez inkluzje

)} fiVi< fvl,

dla dowolnego zbioru ¥, zawartego w dziedzinie funkcji f.

Przechodzac do dowodu tez podanych w zadaniu, zalézmy, ze dla pewnej funkcji odwzoro-
wujacej przestrzen metryczna X w przestrzen metryczng Y inkluzja (%) zachodzi dla dowolnego
ciagu podzbioréw przestrzeni X, Kladac w szczegdlnosci A, = A otrzymamy, wykorzystujac wspo-
mniang uprzednio uwagg:

@ fILs A,] = f14] < Ls f[A,] = flA].

Wobec dowolnosci zbioru 4 dowodzi to, iz funkcja f jest ciagla. Wiadomo bowiem (por. K.
Kuratowski, Wstep do teorii mnogosci i topologii, PWN, Warszawa 1965, str. 132, ¢wicz. 2), ze
inkluzja (4) jest warunkiem koniecznym i dostatecznym dla ciaglosci funkcji.

Zalozmy z kolei, ze funkcja f jest ciaglym odwzorowaniem przestrzeni X w przestrzen Y. Ko-
rzystajac z udowodnionych wilasnoéci operacji Ls oraz wzoru (2) otrzymamy:

®) FILs Al = f1( U dnard © (AU Ansid.
n=0k=0 n=0 k=0

Zastosowanie inkluzji (3) daje zas:

(6) U Appid < T Anid-
k=0 k=0
Zestawiajac inkluzje (5) i (6) otrzymujemy natychmiast:

N SILs A, < m UfEAn+k]-

n=0 k=0

Wystarczy zauwazyé, ze po prawej stronie wzoru (7) wystepuje zbior Ls f4,] (co wynika ze
wzoru (1)), aby inkluzja (x¥) byla udowodniona. ’
W dowodzie inkluzji (7) korzystalismy takze z rownosci:

® S V= U SV,

teT teT

prawdziwej dla dowolnej funkcji f i dowolnej rodziny zbiorow {V, :¢eT}.
Dowod drugiej tezy zadania poprzedzimy nastepujaca uwaga dotyczaca przestrzeni metrycz-
nych zwartych.
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LEMAT. Przestrzerr metryczna jest zwarta wtedy i tylko wtedy, gdy Ls A, + @ dla dowolnego
ciggu {A,} podzbioréw tej przestrzeni takich, ze A, # @ dla n =1, 2, ...

Dowod lematu. Zalézmy, ze rozwazana przestrzen metryczna jest zwarta. Wezmy do-
wolny ciag {4,} niepustych podzbiorow tej przestrzeni. Wybierzmy wiec elementy an tak, aby
a, € 4,. Poniewaz przestrzen jest zwarta, wigc istnieje zbiezny podciag ciagu {a,}; oznaczajac jego
granicg przez ag, mamy o(ag, An) < e(aq, an), gdzie {a,,k} oznacza ciag zbiezny do ag. Stad
lim inf ¢ (ag, Ay) = 01 ag €Ls A4, na podstawie definicji. Zbiér Ls A, jest wigc niepusty, co
nalezalo okazacé.

Odwrotnie, zakladajac, ze warunek ten jest spelniony, weZzmy dowolny ciag elementéw prze-
strzeni {a,}. Kladac 4, = {ay,...,a,} dla n=1,2,... otrzymamy ciag niepustych podzbioré6w
przestrzeni. Zgodnie z zaloZeniem, istnieje element nalezacy do zbioru Ls A4,. Poniewaz oczywiscie
Jest to rowniez granica pewnego ciagu {a,, }, gdzie a,, nalezy do zbioru 4, , wiec ciag {a,} zawiera
podciag zbiezny i tym samym przestrzen jest zwarta.

Niech teraz X oznacza przestrzen zwarta. Mamy dowie$é inkluzji:

® Ls f{A,] < fILs 4,]

dla dowolnej ciaglej funkcji f oraz dowolnego ciagu podzbioréw przestrzeni X.

WezZmy dowolne y € Ls f[4,]. Wobec tego istnieje ciag {y,,k} taki, ze Yn € f [A"k] dlak=1,2,...,
zbiezny do y. Przyjmujac Y = f(x,,k), k=1,2,..., znajdujemy ciag elementdw przestrzeni zwartej
X. Ciag ten zawiera wigc podciag zbiezny; zatézmy dla uproszczenia notacji, Ze zbiezny jest sam
rozpatrywany ciag {x,,k}. Oznaczajac przez x jego granicg, stwierdzamy natychmiast, ze x € Ls[4,].
Z drugiej strony, wobec ciaglosci funkcji f, cigg f (x,,k) jest zbiezny do f(x). Stad mamy y = f(x)
i tym samym y € f[Ls 4,], co konczy dowdd inkluzji (9).

Udowodniona inkluzja (9) wraz z prawdziwa zawsze inkluzja (%) daja zadang réwnosé.

Niech teraz X oznacza ustalona, za§ Y dowolna przestrzed metryczna. Zatdézmy, ze dla do-
wolnej funkcji ciaglej f: X— Y oraz dla dowolnego ciggu {4,} podzbioréw przestrzeni X zachodzi
réwnosé:

10 flLs 4} = Ls f[4,].

Ryer

Wobec dowolnosci wyboru przestrzeni Y mozemy zatozyé, ze Y jest przestrzenia zwarta. Wezmy
dowolny ciag {4,} niepustych podzbiorow przestrzeni X, Mozemy zalozyé roéwniez nie zmniej-
szajac ogélnosci rozwazan, ze zbior punktow przestrzeni Y jest niepusty. Wowczas otrzymamy
ciag niepustych podzbiordw przestrzeni Y, {f[4,]}. Mamy wiec Ls f[4,] # @, gdyz Y jest przestrze-
nig zwarta (na podstawie lematu). Lecz z zatozonej rownosci (10) wynika, ze wtedy istnieje réwniez
element w zbiorze f[Ls 4,]. Oznaczajac ten element przez y, mamy y = f(x), gdzie x jest elementem
zbioru Ls 4,. Tym samym Ls 4, 7= @, wigc przestrzen X jest zwarta, c.b.d.o.

Z, K. Charzyhiski (Kielce)

49. Oznaczmy przez o poczatek uktadu wspdtrzgdnych i niech p, ¢ i r beda punk-
tami elipsoidy

. . —_— > —> .
takimi, ze wektory op, og, or sa prostopadle. Dowies$é, ze

lo—p|* +lo+q> +lo—r|*> < a®>+b*+c2.
Uog6lni¢ ten wynik na przestrzen euklidesowa n-wymiarowa.

A. Pelczynski (Warszawa)

5 — Wiadomoscli Mat. t. 13
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Rozwigzanie. Udowodnimy od razu ogdlniejsza wersje tezy zadania, tj. wykazemy, Ze jezeli
D1s+-0s Dy S& punktami (n—1)-wymiarowej elipsoidy o réwnaniu:

2 2
oy

ai Qp
. . —> -+ 3 .
takimi, ze wektory op, oraz op; sa ortogonalne dla k! (k, /=1,...,n), to zachodzi nie-
roOwnos¢:

-

[¥3) lo—pil2 + ... +lo—pul2 < (@1)? + ... +(a?.

Zauwazmy najpierw, ze poniewaz funkcja f(#) = 1/u jest wypukla, gdy u > 0, to dla dowolnego
ukladu uy,..., 4, liczb dodatnich zachodzi nieréwnoéc:

1 1

< by —+ . Fbyy—,

uy

U

3 S —
( ) b1u1+ e +bmum

gdzie by,...,b, oznaczaja liczby nieujemne, takie Ze bi+...+by = 1.
Rozwazmy uktad, ztozonych z » prostych wychodzacych z punku o. Niech prosta o numerze
[ =1,..., n) ma rOwnanie postaci:

@ xpg=1taQ; k=1,..,n —o0 <1< +oo,

gdzie ()2 +@P)?+...+ (a'P)? = 1. Wowczas mamy jo—p|? = 2 dla dowolnego punktu p leza-
cego na tej prostej. Oznaczmy przez p;punkt przecigcia prostej o numerze ! z elipsoida o réwnaniu
(1). Podstawiajac wartoSci spehiajace (4) w rownaniu (1) i wykorzystujac ‘uczyniona wyzej uwage,

otrzymamy:
1

(a(ll))z (a(’f))z .
@)? 7 (@p?

lo—pi? =t} =

Korzystajae z kolei z nieréwnosci (3) otrzymamy dla / = 1,..., # nierbwnosci:
©) lo—pif? < (@f)? @)?+ ... +(@)? @)
Dodajac stronami nieréwnosci (5) dla ! = 1,...,n otrzymamy nier6wno$¢:
©)  lo—pil*+ ... +lo—p4l? <
< (@24 oo + (@M @D+ oot [@D)2+ ., + (@)?] (a2

— —
Zauwazymy na koniec, ze z zalozenia ortogonalnoéci wektoréw opy oraz op; dla k # I oraz
warunkow (a‘ll’)z-f» ...+(az},l’)2 =1, dla /=1,...,n wynika ortogonalno§¢ macierzy:
(1) 1) (1)
alV o ... af
2) [(2) (2)
d@ o ... of

B o a(z”; veo ai®
Wobec‘tego mamy takze:
Y @+ ..+ @2 =1
dla I=1,..., n. Tym samym, przy wymienionych zalozeniach, nieréwno$¢ (6) jest rownowazna
zapowiedzianej nieréwnoséci (2), co konczy dowdd.
Z. K. Charzynski (Kielce)
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209. Niech a, b beda liczbami zespolonymi i niech

9(a ) = |/ lal*-+1b*+ V2la b +2Re(@5?).
Niech k, m, n beda liczbami naturalnymi takimi, ze 2m(k—1) =0 (mod #)
i m(k—1) =0 (modn). Pokazaé, Ze przyjmujac
£ = eZm'/n’
otrzymujemy
sup |a*"+b""| = @(a, b).

§=0,.,.,n—1
Z. Semadeni (Warszawa)

Rozwiazanie. Zauwazmy najpierw, ze dla dowolnej funkcji rzeczywistej f, przyjmujgcej
warto$ci nieujemne na pewnym zbiorze A, zachodzi rowno$é:

sup {l/j_’(t_): teA} = l/m
Niech a, b oznaczaja dowolne liczby zespolone, za§ &; = el%, ¢; = /f. Mamy wowczas:
lagy+bea|* = laei+bei|? = (ael*-+beif) (ael+belP) = (aei™+be'P) (@4 be—iP) =
= aa-+abe!(*—P)4 abe!(b—) - b = |a|?4-|b|?+abe' (¢—F) 4 abel(@=P) = |a|2+ |b>+2Re (abel(a—F)),

21 2w .
Podstawiajac a = smk —; f = sm—, gdzie s oznacza dowolna z liczb 0,...,n—1 otrzy-
n n

2r
mamy a—f = sm(k—1) —. Zgodnie z zalozeniem jest to calkowita wielokrotno$é liczby w. Za-
n

2m(k—1
uwazmy przy tym, ze liczba ——L———) nie moze byé parzysta, gdyz woéwczas mielibySmy, wbrew
p .
zaloZeniu, m(k—1) = 0 (mod n). Poniewaz oczywiicie 75 2, wiec mamy ¢/(2—F) = 41 1, przy czym
dla s = 0 otrzymujemy warto§¢ +1, za§ dla s = 1, zgodnie z poprzednia uwaga, warto§é¢ —1.
Wobec tego:
lae™--besmk|2 = |g|2-+-1b|2+0 (@b-+-ab),
12
gdzieo = 4-1; 6 =e ". Stad, na podstawie uwagi wspomnianej na wstepie, otrzymujemy réwnosé:

sup  |ae™4besk| = V\|a|2+|b|2+|ab+ab).

§=0,...,n~1

Aby w pelni uzasadni¢ teze zadania, wystarczy sprawdzié, Ze:

|ab-+ab| = V2|a)?|bi2+2Re (a252).
Otéz mamy:

|@b+ab|? = (ab-+ab) (ab+ab) = (ab+ab)? = (ab)*+2abab+(ab)* = 2la|*(b|*+ (abB)*+(ab)* =
= 2lal?|b}>4-2Re (%5 ?).
Na marginesie warto zauwazyé, ze zachodzi réwnosé:
¢ (a, b) = max (ja+bl, la—b)).
Z. K. Charzyriski (Kielce)
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210. Niech y bedzie charakterem na grupie abelowej G, takim Ze £
i 421 =1, Pokaza¢, z¢ dla dowolnych liczb zespolonych a, b zachodzi wzér

sup la, (9)+bx(9)] = @(a, b).

geG

Z. Semadeni (Warszawa)

Rozwiazanie. Niech g e G. Oznaczajac x(g) przez z, rozwazam dwa przypadki:
1° zk—1 = 1, Wowczas:

lay (2)+bxk (@)l = |zl lat+-bzk=1| = la+bl, _

20 zk=1 % 1. Wéwczas, zgodnie z zalozeniem, (z¢=1)? = z2(k—=1) =1, skad z¢~! = —I’
Wobec tego: :
lax()+bx* (&) = Izl la+bz*~1| = la—b|.

Poniewaz rozpatrzone przypadki wyczerpuja wszystkie mozliwosci, za§ w grupie G istnieja
zaréwno elementy spehiajace 1° (ap. zero grupy G), jak tez elementy spelniajace 2° (na mocy za-
jozenia, ze Xk—1 :£1), wiec ostatecznie otrzymujemy:

sup lax(&)+bx*(g)| = max {la+bl, la—bl} = ¢(a,b)
ge

(na podstawie uwagi w rozwiazaniu zadania 209).

Z. K. Charzynski (Kielce)

Krotkie informacje

Medal i wyklad imienia Waclawa Sierpinskiego

Senat Uniwersytetu Warszawskiego podejmujac inicjatywg Oddzialu Warszaw-
skiego PTM i Wydzialu Matematyki UW uczczenia pamigci Waclawa Sierpif-
skiego postanowil organizowaé co roku w rocznicg jego urodzin wyklad imienia
profesora Wactawa Sierpinskiego oraz ufundowa¢ medal imienia Profesora.

Do wygtoszenia wyktadu bedzie zaproszona osoba wskazywana kazdorazowo
przez jury w sktadzie 6 0s6b, 7z ktérych 3 wybierane beda przez Oddzial Warszawski
PTM, a 3 powolywanz przez Rektora Uniwersytetu Warszawskiego sposréd pro-
fesorow i docentéw Wydziatu Matematyki i Mechaniki UW. Jury wybieraé bedzie
przewodniczacego ze swego grona. Regulamin postgpowania jury ustali Rektor
UW w porozumienin z Oddzialem Warszawskim PTM.



