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TaDEUSZ MoSTOWSKI (Warszawa)

Analityczne zastosowania twierdzen o rozstrzygalnosci*

W artykule niniejszym sformulujemy dwa twierdzenia dotyczace rozstrzygal-
nosci elementarnych teorii niektérych ciat i podamy ich zastosowania do analizy.

Przypomnimy kilka najelementarniejszych definicji z logiki. Systemem rela-
cyjnym nazywamy kazda parg postaci U = (4, {R;}), gdzie A jest zbiorem, a R;
sa (z reguly wieloargumentowymi) relacjami w A4. Np. rozpatrujac elementarng
teorig cial czesto rozwaza sig systemy relacyjne (K, {R;, R,}), gdzie zbiér K jest
cialem, a Ry, R, sa tréjargumentowymi relacjami zdefiniowanymi nast¢pujaco:
Ri(x,y,2) = (x+y=12), Ry(x,y,2z)<(xy=2z). Formuly postaci Ri(x,y,...)
nazywaja si¢ formulami atomowymi; laczac je ze soba za pomoca operacji logicz-
nych (koniunkcji, alternatywy, itp.), a takze stosujac kwantyfikatory otrzymujemy
klase formul elementarnych. Wyraz ,,elementarny” jest tu uzyty dla podkreslenia,
ze zmienne interpretujemy jedynie jako elementy A4; uzywajac formul elementar-
nych nie mozemy wigc méwi¢ np. o podzbiorach A.

Badajac nie jeden ustalony system relacyjny, lecz calg klas¢ systemow, wygodniej
jest wprowadzi¢ klasg formut elementarnych w sposéob czysto formalny; mamy wtedy
pewng ilo$¢ symboli relacyjnych R;, z ktdrych, jak poprzednio, mozemy tworzyé
formuly. Jesli kazdemu symbolowi relacyjnemu R; odpowiada pewna relacja (oznacza-
na tym samym symbolem R;) w jakims§ zbiorze 4, to moZzemy méwié o interpretacji for-
mul w systemie relacyjnym A = (4, {R;}); w tym kontekscie U nazywamy modelem.

Zdaniem nazywamy taka formule, w ktdrej nie wystgpuja zmienne wolne (tzn.
kazda zmienna jest poprzedzona kwantyfikatorem). Kazde zdanie a jest prawdziwe
lub falszywe w danym modelu U; symbol U F a oznacza, Ze a jest spelnione w in-
terpretacji w .

Modele % i B nazywaja si¢ elementarnie réwnowazne, jesli dla kazdsgo zdania a

A Fa wtedy i tylko wtedy, gdy B Fa.

Teoria X' jest to dowolny zbiér zdan. Model U jest modelem dla 2, jesli kazde
zdanie a €2 jest spelnione w .

* Artykut ten jest nieznacznie rozszerzonym tekstem referatu wygloszonego przez autora
na Sesji Naukowej Polskiego Towarzystwa Matematycznego w Szczecinie, w czerwcu 1975 r.
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Teoria X jest rozstrzygalna, jesli istnieje efektywna metoda sprawdzania czy
dane zdanie jest konsekwencja 2. Nie bedziemy precyzowali, w jakim sensie rozu-
miemy tutaj efektywno$é; dowody waznych dla nas twierdzen polegaja na jawnym
skonstruowaniu takiej metody.

Kazdy system relacyjny okre§la swoja teori¢; sklada si¢ ona ze wszystkich zdan
spelnionych w tym systemie.

Pierwsze z waznych dla nas twierdzen o rozstrzygalnosci dotyczy rozstrzygal-
noéci teorii cial rzeczywiscie domknigtych. Przypomnijmy, Ze cialo rzeczywiscie
domkniete jest to cialo uporzadkowane, w ktérym sa spetnione nastgpujace warunki:

1° kazdy element nieujemny jest kwadratem: Vx [(x. > 0) = Ty (x = y?)],

2° kazdy wielomian stopnia nieparzystego ma pierwiastek.

Dla sformalizowania teorii cial rzeczywiscie domknigtych wprowadzamy trzeci
symbol relacyjny Rs (R; i R, zostaly wprowadzone na poczatku artykutu); formule
R, (x, y) interpretujemy jako x < y. Do znanych aksjomatéw cial uporzadkowa-
nych dodajemy dwa wyzej sformutowane; drugi z nich, podany w postaci niefor-
malnej, prowadzi przy formalizacji do nieskoniczonego ukladu aksjomatéw.

TWIERDZENIE TARSKIEGO. Teoria cial rzeczywiscie domknigtych jest rozstrzy-
galna, a kazde dwa jej modele sq elementarnie réwnowazne.

Twierdzenie to udowodnit Tarski metodg eliminacji kwantyfikatoréw, co ma duze
znaczenie dla zastosowan. Czgsto bowiem badamy réwnania algebraiczne o wspot-
czynnikach zaleznych od parametrow; wazne jest wtedy umieé poda¢ warunki na
parametry gwarantujace istnienie rozwigzan.

Nad zastosowaniami twierdzenia Tarskiego nie bedziemy si¢ dluzej zatrzymy-
wali. Naleza do nich proste dowody (stuszne tylko w przypadku wielomiandw)
nieréwnosci typu nieréwnosci Lojasiewicza; warto réwniez zacytowac nastgpujace
twierdzenie E. Artina, bedace rozwiazaniem 17 problemu Hilberta.

TWIERDZENIE. Niech f(xy, ..., x,) bedzie wielomianem o wspdlczynnikach wy-
miernych lub rzeczywistych przyjmujacym tylko nieujemne wartosci. Wéwczas f jest
sumq kwadratéw funkcji wymiernych o wspdlczynnikach wymiernych Iub rzeczywi-
stych.

Twierdzenie Artina moze by¢ uzyskane dla przypadku rzeczywistego jako bez-
posredni wniosek z twierdzenia Tarskiego. Zwréémy uwage, ze rozumowanie Artina
jest czysto algebraiczne; jakkolwiek analogiczny problem mozna postawi¢ np.
dla funkcji analitycznych, to analiza dowodu Artina nie daje Zadnych wskazéwek
do rozwigzania takiego zagadnienia.

Ze wzgledu na wspomniane zastosowania jest rzecza interesujacg zbada¢ problem
rozstrzygalnoéci elementarnych teorii innych typéw cial. Bardzo latwo dowodzi
sie, Ze teoria cial algebraicznie domknigtych ustalonej charakterystyki jest teorig
rozstrzygalng. ROwniez teoria kazdego ciata skonczonego jest rozstrzygalna.

Natomiast J. Robinson udowodnila, Ze elementarna teoria ciala liczb wymiernych
nie jest rozstrzygalna. Po odkryciu tego faktu Tarski wyrazil przypuszczenie, Ze
kazde cialo, prowadzace do teorii rozstrzygalnej, jest albo rzeczywiscie domknigte,



Twierdzenia o rozstrzygalnosci 3

albo algebraicznie domkniete, albo skoficzone. Hipoteza ta okazata sie jednak fal-
szywa; Ax i Kochen udowodnili twierdzenie, z ktérego wynikaja dalsze przyklady
cial, prowadzacych do teorii rozstrzygalnych: ciala liczb p-adycznych Q, oraz
ciala szeregéw Laurenta jednej zmiennej o wspéiczynnikach z ciata o teorii roz-
strzygalnej.

Wynik Axa i Kochena dotyczy cial z waluacja dyskretng. Przypomnijmy, Ze
waluacja dyskretna v ciala X jest funkcja

v: K\{0}—~ Z;

liczby catkowite sa tu traktowane jako addytywna grupa uporzadkowana. Teoria
elementarna cial z waluacja dyskretng jest oczywiscie bogatsza od teorii dowolnych
cial. Oprécz zmiennych X, y, ..., interpretowanych jako elementy ciata, dysponu-
jemy zmiennymi #,, n,, ..., interpretowanymi jako liczby catkowite. Oprécz sym-
boli relacyjnych R,, R, wystgpuja trzy dalsze, interpretowane nastepujaco:

Ri(ny,n3) < (ny < n3),  Ry(nyg, ny, n3) <= (ny+n, = ny),
Rs(x,n) < (v(x) = n).

Cialo k((t)) szeregow Laurenta o wspolczynnikach z ciata k traktowane jest
jako cialo z waluacja okre$lona wzorem
o]
v( Za,.z") = inf{i: q; #0}.
i=ig

Nie bedziemy formutowac twierdzenia Axa i Kochena w pelnej ogoélnosci; podamy
jedynie przypadek wazny dla naszych zastosowan:

TWIERDZENIE. Jesli k jest algebraicznie domkniete lub rzeczywiscie domkniete,
to elementarna teoria ciala k((t)) Jest teoriq rozstrzygalng.

Ax i1 Kochen udowodnili swoje twierdzenie metodami teorii modeli, ktére nie
sa dostatecznie bezpo$rednie dla zastosowan. Inny dowdd twierdzenia, oparty na
metodzie eliminacji kwantyfikatoréw, podal P. J. Cohen. Metoda ta jest istotna
dla dalszych dowodow.

Podamy obecnie dwa zastosowania powyZszego twierdzenia.

Pierwsze z nich dotyczy niektérych lokalnych zagadnieri analitycznych. Niech

k = C lub R. Podstawowym twierdzeniem bedzie dla nas nastgpujace twierdzenie
M. Artina:

TWIERDZENIE. Niech f;(x, y) bedq kielkami w 0 funkcji analitycznych n-+m zmien-
nych (X = (X1, ... %), Y= (V1,45 V) i =1, ..., p). Zaldimy, zZe dane jest m
szeregow formalnych y(x) = (-)71 (69 N (x)) spelniajqcych réwnania

filx, 7(x)) = 0.

Wowczas dla kazdej liczby naturalnej N istniejq takie szeregi zbiezne yy(x) =

= (), ..., )P ), ze

fi(x, on(X)) =0 oraz  Diyy(0) =D%(©) dla |g] <N.
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Twierdzenie to oznacza wiec, ze kazde rozwigzanie formalne ukladu réwnan
analitycznych mozna aproksymowaé w topologii Krulla rozwigzaniami zbieZnymi.

W zastosowaniach bardzo czesto zdarza sig, Ze szeregi formalne y(x) nie zaleza
od wszystkich zmiennych x; dokladniej, szereg y;(x) zalezy tylko od zmiennych
X;, gdzie ie 4; = {1, ..., n}. Artin postawil wigc problem: czy w takiej sytuacji
mozna wybraé aproksymujace szeregi yy(x) w taki sposob, zeby yj(.N)(x) tez zalezaly
tylko od zmiennych x;, i € 4;.

W ogdlnym przypadku problem ten ma rozwiazanie negatywne.

Zagadnienie to jednak daje si¢ zbadaé dokladniej dzigki metodom rozstrzygal-
nosci. Wymaga to uogdlnienia twierdzenia Cohena na przypadek szeregéw wielu
zmiennych.

Rozpatrzmy wiec piericien szeregéw formalnych k|[xy,...,x,]| i jego pod-
pierscien k {x,, ..., x,} zlozony ze wszystkich szeregéw zbieznych (lub, co na jedno
wychodzi, z kietkéw w 0 funkcji analitycznych). Celowe jest wprowadzi¢ jeszcze
podpiericienn k<{xy, ..., x> < k{x,..., x,} ztozony ze wszystkich kietkéw w 0
funkcji Nasha; kielek f funkcji analitycznej nazywa si¢ kielkiem funkcji Nasha,
jeSli spelnia nietrywialne rdwnanie algebraiczne: P(x, f(x)) =0 dla pewnego
wielomianu P(x, t) 3 0. Przykladem takiej funkcji jest wigc funkcja V14x2.

We wszystkich tych pierscieniach wprowadzmy waluacje dyskretne

v ( Zaqx") = inf{|q|: a, 7~ 0};

do pieciu relacji, zdefiniowanych tak jak w przypadku szeregéw jednej zmien-
nej, dodajmy jeszcze 2" relacji R,, jednoargumentowych, indeksowanych wszy-
stkimi podzbiorami zbioru {1,...,n}:

R (u)<-u zalezy tylko od zmiennych x;, i€ A.

Pieréciznie szeregéw formalnych, kietkéw funkcji analitycznych i kietkow funkcji
Nasha bedziemy dalej rozumieli jako systemy relacyjne, z wszystkimi wyzej wymienio-
nymi relacjami. Wowczas twierdzenie Cohena uogdlnia si¢ w sposéb nastgpujacy:

TWIERDZENIE. Dla kazdego n pierscienie szeregow formalnych, kielkéw funkcji
analitycznych i kielkow funkcji Nasha n zmiennych sq systemami elementarnie réwno-
wainymi, a ich (wspdina) teoria jest rozstrzygalna.

Twierdzenie to nie tylko pozwala uzyska¢ nowy dowod twierdzenia M. Artina,
ale pozwala réwnicz pozytywnie rozwiaza¢ jego problem w przypadku réwnan
algebraicznych:

TWIERDZENIE. Jesli f; sq wielomianami, to dla kazdego N istniejq takie kielki
funkeji Nasha yy(x) = (Y{(X), ..., P (x)), ze

filx, yn(x)) =0, Dyy(0) = D5(0),

lgl < N, oraz ™ zaleiy tylko od zmiennych x;, i€ 4;.
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Zastosujemy obecnie powyzsze twierdzenie do badania ideatéw funkcji rézniczko-
walnych. Dla zbioru otwartego U < R” niech C*(U) oznacza pierécient funkcji
klasy C* na U z topologia zbieznosci niemal jednostajnej wraz ze wszystkimi po-
chodnymi.

TWIERDZENIE. Niech U bedzie otoczeniem 0 w R" i fe C®(U). Wowczas istnieje
takie otoczenie zera V, 0e V < U, i funkcja g e C®°(V), Ze f—g jest plaska w 0 oraz

1° g generuje ideal domkniety w pierscieniu C*(V),
2° zbidr g~ (0) jest homeomoligczny ze zbiorem zer pewnej funkcji Nasha.

(Funkcjq plaskq w 0 nazywamy taka funkcje, ktérej wszystkie pochodne w 0
sga rowne 0.)

Znaczenie tego twierdzenia jest nastepujace. Profesor Lojasiewicz udowodnil,
ze kazda funkcja analityczna generuje ideal domknigty w pierscieniu funkcji klasy
C®; twierdzenie to rozwiazalo problem dzielenia dystrybucji przez funkcje anali-
tyczne. Wlasno$¢ ta nie przystuguje wszystkim funkcjom klasy C®, istnieje jednak
wiele funkgcji nieanalitycznych generujacych idealy domknigte. Czgsto bada si¢ wigc,
do jakiego stopnia ta wlasno$¢ jest typowa wérod funkcji klasy C™. Pierwsza czg§é
twierdzenia pokazuje, ze warunek generowania ideatu domknigtego nie naklada
zadnych ograniczen na pochodne funkcji w punkcie. Czg$¢ ta moze by¢é wyprowa-
dzona (w trudniejszy sposéb) bezposrednio z twierdzenia M. Artina.

Druga czg$é twierdzenia wydaje si¢ ciekawa nawet dla funkcji analitycznych f.
Sci§lej méwiac, w tym wypadku dowodzi sie, ze kietek zbioru £~*(0) jest homeo-
morficzny z kietkiem zbioru zer pewnej funkcji Nasha. Thom postawit pytanie
czy kazdy kielek zbioru zer funkcji analitycznej jest homeomorficzny z kietkiem
zbioru zer wielomianu; problem ten jest jednak dotad nierozwiazany.

Przytoczone twierdzenie jest stuszne nie tylko dla idealéw gtéwnych; pozostaje
prawdziwe dla idealéw skonczenie generowanych.

Drugie zastosowanie metody Cohena dotyczy zagadnien globalnych i jest roz-
wigzaniem analitycznego analogu 17 problemu Hilberta.

TWIERDZENIE. Niech M bedzie zwartq spéjnq rozmaito$ciq analitycznq. Wowcezas
kazda funkcja analityczna nieujemna na M jest sumaq kwadratow funkcji meromor-
ficznych.

Naszkicujemy bardzo pobieznie ideg dowodu. Dla uproszczenia zalézmy, ze
M jest zanurzona w przestrzen R” na pewien zbidr algebraiczny (tj. zbidr zer pewnego
wielomianu).

Podobnie jak dla przypadku lokalnego, wprowadzimy piersciefi funkcji Nasha
na M: funkcja analityczna f na M nazywa si¢ funkcjq Nasha, jesli spetnia nietry-
wialne réwnanie algebraiczne: P (x, f(x)) = 0 dla xe M, gdzie P(x, t) jest wielo-
mianem i P(x, t) # 0 dla (x,1)e M X R. '

Niech O0(M) i #°(M) oznaczaja odpowiednio pierécienie funkcji analitycznych
i funkcji Nasha na M. Niech (17), oznacza tezg naszego twierdzenia, a (17) L —
jego odpowiednik dla funkcji Nasha.



6 T. Mostowski

Pierwszym krokiem dowodu (17), jest dowéd (17) 4~ Funkcje Nasha sa na tyle
bliskie wiclomianom, Ze idea E. Artina daje sie zastosowaé (po pokonaniu pewnych
trudnos$ci natury technicznej) do dowodu (17) -

Nastepnie dowodzi si¢, gléwnie w oparciu o metod¢ Cohena, Ze elementarne
teorie cial utamkéw pierScieni O(M) i 4 (M) sa te same.

Rozpatrzmy teraz nastgpujace zdanie:

Ju,(f=u2) Iub
f=20=>3u,u,(f=u2+tul) lub

A/
! 3 Uy, Uy, Us(f = uf+u§+u§) lub

Jest ono prawdziwe, jesli wystepujace w nim symbole interpretujemy jako mero-
morficzne funkcje Nasha. To jeszcze nie dowodzi implikacji (17), = (17)4, gdyz
zdanie to nie jest zdaniem postaci rozwazanej dotychczas (wystgpuje nieskonczona
alternatywa). Jednak implikacja ta daje si¢ uzasadni¢ za pomoca dodatkowego
rozumowania wykorzystujacego specjalne wlasnosci réwnan wystgpujacych w nie-
skonczonej alternatywie.
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