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Czym zajmuje si¢ geometria algebraiczna?

Postawione w tytule pytanie wskazuje, ze celem tego artykutu jest przedstawienie
problematyki i metod badawczych w geometrii algebraicznej. Nie staramy sig, by
artykul byl skrétem podrecznika. Zaktadamy, ze geometria algebraiczna jest znana
Czytelnikowi prawie wylgcznie z nazwy, zaczniemy zatem od krétkiego wstepu.

Niektérzy z Czytelnikéw od kilkudziesieciu, inni od kilkunastu, a jeszcze inni
by¢ moze od niespelna dziesigciu lat wiedza, ze réwnanie x*+y?—1 = 0 opisuje
na plaszczyznie rzeczywistej okrag, réwnanie x?—2y?+1 = 0 hiperbolg, a réwnanie
x6 p5-16x2 y—Txy—4y-+1 = 0 krzywa o dos§¢ skomplikowanym ksztalcie. Cudowna
mozliwo$¢é narysowania zbioru rozwiazan réwnania jest Zrédlem geometrii algebra-
icznej, a czlowiek, ktdry pierwszy postawil pytanie, jak z wilasnosci wielomianu
obisujacego krzywa odczytaé wlasnoéci tej krzywej, jest tej dyscypliny matematycz-
nej tworcg. Historycznie, pierwsza nietrywialng (z dzisiejszego punktu widzenia)
badang klasa krzywych algebraicznych byla klasa krzywych eliptycznych, to jest
opisywalnych na plaszczyZnie — po odpowiednim wyborze ukiadu wspdtrzednych
réwnaniem y? = x3-tax-b, gdzie a i b nie sa jednoczesnie réwne zeru. Czgsto
i dzi§ pierwszym trudniejszym krokiem w dowodzie ogdlnego twierdzenia o zbio-
rach algebraicznych jest wykazanie jego prawdziwosci dla krzywych eliptycznych.
Moznos$é ,,narysowania” krzywej algebraicznej narzuca jeszcze pewna metode
badawcza: ,,geometryczng”. Co przez to rozumiemy, jest intuicyjnie zrozumiale,
dopbki rozpatrywane przez nas roéwnania maja wspoOlczynniki rzeczywiste, lub
chociazby zespolone — jednak nie tylko zbiory rozwiazan takich réwnan sa obiek-
tami zainteresowan matematykéw uprawiajacych wspdlcze$nie geometri¢ algebra-
iczng. Przedmiotami badan sg raczej zbiory rozwigzan uktadéw réwnan wielomia-
nowych o wspélczynnikach z dowolnego ciata lub nawet tylko pierscienia. Glgboka
teori¢ podzbioréw algebraicznych przestrzeni C” stworzyla na przetlomie stuleci
szkola wloska, ktérej zalozycielami byli Cremona, Segre i Bertini, a najwybitniej-
szymi przedstawicielami Castelnuovo, Enriques i Severi. Gléwnym osiggnigciem
tej szkoly jest rozbudowana teoria powierzchni, a wiele jej idei jest zywe do dzi.

Problem znalezienia (lub przeniesienia znanych) metod do badania zbioréw
rozwigzan réwnafi o wspolczynnikach niekoniecznie zespolonych byt przez niemal
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pét wieku wielkim zagadnieniem geometrii algebraicznej. Brak takich metod do-
prowadzit nawet do tego, ze uzywano poje¢ nie zdefiniowanych poprawnie, ale to
raczej przyspieszyto rozwoj, a nie opoznilo go. Pierwsze poprawne teorie byly trudne
i skomplikowane, a dalszy rozwdj przynidst nagromadzenie i niejednolito$¢ pojec.
Oddalono si¢ od metod geometrycznych (trzydzieste i czterdzieste lata biezacego
stulecia). Jak si¢ wydaje, geometria algebraiczna zostala wtedy troche zepchnigta
w cien przez bujnie rozwijajaca si¢ topologie i analiz¢ funkcjonalng. Do najwybit-
niejszych osiagnie¢ geometrii algebraicznej tego okresu nalezy pozytywne rozstrzyg-
nigcie hipotezy Riemanna, wpierw dla krzywych eliptycznych (Hasse, 1936), a na-
stepnie dla dowolnych krzywych (Weil, 1940). Rozpatrzymy skoniczone ciato Ki jego
skonficzone rozszerzenie L. Opisowo, wzor w tezie hipotezy Riemanna daje naj-
lepsza oceng ilosci rozwigzan réwnania f(x, y) = 0 w ciele L w zaleznos$ci od ilosci
elementow cial K i L i pewnego geometrycznego niezmiennika (genusu) krzywej
o réwnaniu f(x, y) = 0.

Opublikowana w 1955 r. w Annals of Mathematics praca Serre’a Faisceaux
algébriques cohérents wniosla ozywczy powiew geometrii i zrewolucjonizowala
omawiana galaz matematyki, majaca przeciez geometric w nazwie. Zmieniono
definicje podstawowych poje¢, nie tracac nic z ich treéci opracowano nowa termino-
logi¢ i zaczgto powtdrnie uzywac jezyka topologicznego. ,,Where are varieties of
yesteryear?”’ — pytal z nutka zalu André Weil we wstepie do drugiego (1960) wy-
dania swojej ksiazki Foundations of algebraic geometry (pierwsze wydanie 1946)
1 stwierdzal, ze nie moze juz reklamowaé swojej ksiazki jako nowoczesnej. A ksiazka
ta byta ukoronowaniem dlugiego etapu rozwoju, ugruntowywala podstawy wyjscia
poza klasyczng teorig rozmaitosci algebraicznych zespolonych. Dawala pierwszy
kompletny 1 formalnie poprawny wyklad nieklasycznej teorii przecigé, stworzonej
dzigki wysitkom Severiego, van der Waerdena i innych. Dzisiaj studenci zajmujacy
si¢ geometria algebraiczna czesto nie wiedzg o jej istnieniu.

W drugiej polowie lat pieédziesigtych zaczyna si¢ dzialalno$¢ Alexandra Grothen-
diecka. On, Dieudonné, Cartan, Borel, Demazure, Cartieri inni stworzyli i sformalizo-
wali w duchu wzmiankowanej pracy Serre’a podstawy nowoczesnej geometrii alge-
braicznej. Stynne EGA (Elements de géométrie algébrique) — cho¢ trudne w czytaniu —
zawieraja pigkny wyklad tej teorii. Ksiazki o charakterze podrecznikowym poja-
wity si¢ troche pézniej. W miar¢ uplywu czasu byly one — zdaniem autora tego
artykulu — pisane w coraz bardziej przystepny sposéb.

Geometria algebraiczna stata si¢ znéw popularna w $wiecie, a jej podstawowe
pojecia znalazly zastosowanie i w innych dyscyplinach matematycznych, na przyktad
w algebraicznej teorii liczb. Obecnie silnymi oé$rodkami jej sa Stany Zjednoczone
(Mumford — medal Fieldsa 1974, Zariski, Hironaka, Kleiman), ZSRR (Szafa-
rewicz, Manin, Dolgaczow, Tiuryn), Francja, Wiochy (Bombieri — medal Fieldsa
1974), NRD. W Polsce geometria algebraiczna jest mato znanym i nie majacym
tradycji dzialem matematyki. Zajmuje si¢ nig kilkanascie oséb (wliczajac studentéw),
a jedynym samodzielnym pracownikiem naukowym specjalizujagcym sic w tej dzie-
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dzinie jest u nas Andrzej Biatynicki-Birula. Badania dotycza gidwnie dziatan grup al-
gebraicznych na zbiorach algebraicznych. Kilka os6b zajmuje si¢ teoria deformacji.
Teoria deformacji dziatan grup algebraicznych byla tematem kilku dobrych (intere-
sujace wlasne wyniki) prac magisterskich w Uniwersyteciec Warszawskim w 1974 r.
Wymienione zagadnienia opiszemy nieco szerzej w koncowej czesci artykutu.

W jezyku polskim nie ma réwniez ksigzki po$wieconej geometrii algebraicznej;
ksiazka Andrzeja Turowicza pod tytulem Geometria zer wielomianéw z serii ,,Biblio-
teczka naukowa inzyniera” nie traktuje o geometrii algebraicznej!

Przyjmujemy, Ze Czytelnik zna podstawy algebry liniowej, np. w zakresie
ksiazki Bialynickiego-Biruli [1], rozdzialy V-VII oraz podstawy topologii ogdlnej
np. w zakresie ksigzki Engelkinga [2], rozdzialy I-III. W rozdziale 3, ktdry ma cha-
rakter bardziej opisowy niz pozostale, odwolujemy si¢ czgsto do podstawowych
poje¢ geometrii rézniczkowej (rozmaito$¢ rézniczkowa, funkcja rézniczkowalna,
przestrzen styczna). ’

Zaczynamy (rozdzial 1) od bardziej klasycznej sytuacji: opisujemy pojecie pod-
zbioru algebraicznego przestrzeni K”, gdzie K jest dowolnym ciatem, funkcji regu-
larnej i przeksztalcenia regularnego oraz opisujemy odpowiednio$¢ miedzy zbiorami
algebraicznymi w K" a idealami piericienia wielomiandw n zmiennych o wspdl-
czynnikach z ciala K. Okazuje sie, ze zaloZenie algebraicznej domknietosci ciata czyni
te odpowiednio$¢ szczegdlnie przejrzysta (twierdzenie Hilberta o zerach).

W najbardziej wspolczesng geometrie algebraiczng wkraczamy w rozdziale 2.
Opisane tam pojecie spektrum pier§cienia (przemiennego, z jedynkg) gra w geo-
metrii algebraicznej rolg taka, jak pojecie obszaru, tj. zbioru spdjnego i otwartego
przestrzeni R” (C") w geometrii rézniczkowej lub teorii rozmaitosci analitycznych.
Pokazujemy pewne zwiazki miedzy algebraicznymi wlasnoéciami pierécieni a topo-
logicznymi wlasnosciami przyporzadkowanych im przestrzeni topologicznych
(spektréw). Rozdzial ten jest formalnie niezalezny od poprzedniego, jednak
Czytelnik nie powinien czytaé go bez zapoznania si¢ z treScig rozdziatu 1.
Nastepnie rozbudowujemy konstruowana topologizacjg teorii pierécieni prze-
miennych, wiazac homomorfizmy pierScieni z pewnymi przeksztalceniami cigglymi
spektréw tych pierScieni. W rozdziale 3 staramy si¢ da¢ Czytelnikowi wyobrazenie
o tym, jakiego typu zagadnienia, pojgcia i metody badawcze skladaja si¢ na
geometri¢ algebraiczng ostatnich lat.

Na zakoniczenie czeSci wstepnej kilka uwag o terminologii i oznaczeniach. Przez
pierscien rozumiemy zawsze pierScienn przemienny z jedynka, a jezeli h: A > B
jest homomorfizmem pierscieni, to zakladamy, ze /i(1,) = 15. Symbole Z, R, C,
Alxy, ..., x,] oznaczaja odpowiednio pierscien liczb catkowitych, cialo liczb rze-
czywistych, cialo liczb zespolonych oraz pier§cien wiclomiandw r zmiennych o wspét-
czynnikach z pierécienia 4. PierScien zerowy oznaczamy przez 0. Jest to jedyny
pierécien, w ktérym jedynka jest zerem. Jezeli E jest podzbiorem pierScienia A,
to najmniejszy ideal pierécienia A4, zawierajacy E nazywamy idealem generowanym
przez E i oznaczamy przez (E). Ideat ten sklada si¢ z elementéw pierscienia 4 postaci
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a.es+ ...+ae, gdzie g jest liczba naturalna, ay, ..., a, — elementami pierScie-
nia 4, za$ ey, ..., ¢, elementami zbioru E. Gdy E = {e,, ..., e,}, to piszemy (e, ...
..., ¢) zamiast ({es, ..., e;}).

Przypominamy, e cialem algebraicznie domknigtym nazywamy cialo k takie,
7e kazdy wielomian jednej zmiennej dodatniego stopnia ma w k pierwiastek. Ciato
C liczb zespolonych jest algebraicznie domknigte, a orzekajace o tym twierdzenie
nazywane jest zasadniczym twierdzeniem algebry. Innym przykladem ciala algebra-
icznie domknietego jest cialo liczb algebraicznych (zespolonych), to znaczy liczb
zespolonych bedacych pierwiastkami wielomianédw o wspdiczynnikach catkowitych.
Mozna udowodnié (nie korzystamy z tego), Ze kazde cialo jest podcialem pewnego
ciala algebraicznie domknigtego (twierdzenie Artina). W dalszym ciagu symbolu
k bedziemy uzywaé do oznaczania cial algebraicznie domknigtych.

1. Zbiory algebraiczne. Jak wspomnieliémy juz we wstepie, zbiorem algebraicz-
nym w przestrzeni K” (K — dowolne cialo) nazywamy podzbidr tej przestrzeni
ztozony ze wszystkich rozwigzan pewnego uktadu réwnaf

(1) .f;z(xla "'9xn) =09

gdzie a przebiega dowolny skoriczony zbidr wskaznikdw, a f, sa wielomianami n
zmiennych o wspélczynnikach z ciata K. Zbidr rozwigzan ukladu (1) oznaczamy
przez W({f,}) lub W(fy,....frp) gdy a=1,2,..., m.

PRZYKEAD 1. Zbidér pusty jest zbiorem algebraicznym jako zbidér rozwigzan
uktadu ztozonego z jednego réwnania 1 = 0. Réwnanie 0 = 0 jest spelnione przez
wszystkie punkty przestrzeni K”, zatem K" jest zbiorem algebraicznym. Kazda
podprzestrzen liniowa (ogdlniej: afiniczna) przestrzeni K" jest zbiorem algebraicz-
nym, moze by¢é bowiem opisana ukladem réwnan liniowych.

PRzYKEAD 2. Okrag o $rodku w punkcie (x4, yo) plaszczyzny euklidesowej
i promieniu r jest zbiorem algebraicznym w R? jako zbidr rozwigzan réwnania
(x—x0)>+ (y—y0)? = r?. Wszystkie krzywe stozkowe sa zbiorami algebraicznymi.

PRzYKEAD 3. Podzbiory skoriczone przestrzeni K” sa algebraiczne.

PrRzYKEAD 4. Réwnanie (x2+y?—1)-(x—2) = 0 opisuje na plaszczyZnie zbidr
algebraiczny zlozony z okregu jednostkowego i nieprzecinajacej go prostej, a za-
tem zbidr niespéjny w naturalnej topologii.

PrzYkLAD 5. Niech S bedzie okrggiem o §rodku w punkcie (0, 0, 2) przestrzeni
R3, promieniu réwnym 2 i polozonym w plaszczyznie x; = 2. Jest on przecigciem
walca o réwnaniu x2+x2 = 4 i plaszczyzny x; = 2. Moze by¢ jednak opisany i jako
przecigcie stozka o réwnaniu x3+4x3 = x2 z plaszczyzng x; = 2 lub jeszcze inaczej
jako przecigcie sfery o réwnaniu x7+x2+x2 =4 | paraboloidy xZ-+x} = 2x,.

Przyklad ten pokazuje, ze zbidr algebraiczny moze by¢ opisany rozmaitymi ukla-
dami réwnan. Rozpatrzmy wigc zbidr wszystkich wielomianéw réwnych zeru na
danym niepustym zbiorze algebraicznym 2 < K" i oznaczmy zbi6r tych wielomia-
néw przez I(X). Oczywiste jest, Ze jezeli fi g sa wielomianami nalezacymi do 1(%),
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to réznica f—g tych wielomiandw tez nalezy do I(X). Podobnie, jezeli fe I(X),
to fg € I(X) dla kazdego g € K[xy, ..., x,]. Wielomian zerowy tez nalezy do I(X).
Udowodnili§my zatem:

(2) Jezeli X jest niepustym zbiorem algebraicznym przestrzeni K", to zbior
I(X) wszystkich wielomiandw réwnych zeru na X jest idealem pierScienia
Klxy, ..., x,)

Przyjmujemy, ze I(9) jest calym pierScieniem K[xy, ..., x,], to znaczy jego
jidealem niewlasciwym. Twierdzenie (2) jest wiec prawdziwe i dla pustego zbioru Z.

W przykladzie 5 widzieliémy, ze zaden uklad réwnan opisujacy zbidr algebra-
iczny nie jest wyrézniony. Mozna tatwo pokazaé, ze réznym zbiorom algebraicznym
odpowiadaja t6zne idealy pierScienia K[x,, ..., x,]. Jedna z giéwnych metod,
jaka posluguje si¢ geometria algebraiczna, jest odczytywanie geometrycznych wias-
nosci zbioréw opisanych ukladami réwnan z algebraicznych wlasnosci ideatow
przyporzadkowanych tym zbiorom. Zajmiemy si¢ odpowiedzia na pytanie, ktdre
z idealéw pierécienia K[xy, ..., x,] odpowiadaja zbiorom algebraicznym. Sformutu-
jemy najpierw pewne podstawowe twierdzenia.

(3) TWIERDZENIE HILBERTA O BAZIE. Jezeli K jest dowolnym cialem, to kaidy
ideal pierscienia K[xy, ..., x,] jest generowany przez skoitczonq ilos¢ elementow.

Nietrudny, cho¢ nieco skomplikowany rachunkowo dowéd mozna znalezé
np. w [3], rozdziat VI, §2.

Zauwazmy, ze twierdzenie (3) pozwala odrzucié¢ stlowo ,,skoficzony” w defi-
nicji zbioru algebraicznego. JeZeli bowiem A4 jest dowolnym zbiorem wskaznikow
i zbi6r X jest miejscem zerowym ukfadu réwnan wielomianowych f,(xy, ..., x,) = 0,
gdzie ae 4, to 2 jest rOwniez rozwiazaniem ukladu fal(xl, v X)) =0, ...,
Ja (X150, %) =0, gdzie f, ,....f, sa generatorami ideatu ({f,}..4)- Tak wigc
rozpatrywanie nieskoniczonych uktadow réwnan nie poszerza klasy zbioréw algebra-
icznych. Bedziemy oznaczaé przez W(a) zbidr algebraiczny bedacy zbiorem zer
wszystkich wielomianéw idealu a.

(4). Jezeli X jest zbiorem algebraicznym w przestrzeni K", to | = W(I(IJ))‘
Dowéd. W(I(2)) = {acK": A fla)=0} =2
Sfel(Z

Zauwazmy, ze gdyby dla idealé»(v )piers’cienia K[xq, ..., x,] byl prawdziwy wzér
I{W(@)) = a, to operacje Ii W ustalatyby wzajemnie jednoznaczna odpowiednioé
migdzy idealami a zbiorami algebraicznymi. Jednak, gdy 2 jest zbiorem algebra-
icznym, to ideal I(2) ma nastgpujaca wlasnoscC: jezeli f™ € I(X), to fe I(2). Takie
idealy nazywamy radykalnymi. Wobec tego tylko dla idealéw radykalnych wzér
I (W(&)} = g moze by¢ prawdziwy. Na przyklad gdy a jest idealem w K[x;, x,]
generowanym przez x3, to I (W(d)) = (xy) #+ (x3).

Okazuje sig, ze dla idealéw radykalnych wzér I(W(@) = a@ moze nie by¢ praw-
dziwy. Rozpatrzmy bowiem ideal generowany przez wielomian x(x?+1) w pier-
cieniu R[x]. Z elementarnych wlasnosci wielomianéw wynika, ze ideal ten spelnia
warunek wymieniony w powyzszej definicji, tj. jest ideatem radykalnym. Ale
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1 (W(x(x2+1))) = I({0}) = (x) # (x(x2+1)). Analogiczna sytuacja nie miataby
miejsca, gdyby wielomian x*--1 zastapi¢ wielomianem rozkladajacym sie na czyn-
niki liniowe, albo gdyby cialo R zastapi¢ przez C (wtedy x*-+1 = (x+i)(x—i))
lub dowolne inne cialo algebraicznie domkniete. Okazuje si¢, Ze takie zalo-
zenia (cialo K jest algebraicznie domknigte, a ideal @ jest idealem radykalnym)
wystarczaja do prawdziwosci wzoru I(W(a)) = a. Zbiorom algebraicznym prze-
strzeni K" odpowiadaja wtedy w sposdb jednoznaczny idealy (radykalne) pierScie-
nia K[x,, ..., x,]. To twierdzenie nosi nazw¢ twierdzenia Hilberta o zerachisformutu-
jemy je w kilku wynikajacych wzajemnie z siebie w tatwy sposéb wersjach.

(5) TwIERDZENIE HILBERTA O ZERACH. Niech k bedzie cialem algebraicznie dom-
knietym. Wtedy

(2) jedynymi idealami maksymalnymi pierscienia k[xy, ..., x,] sq idealy postaci
(xy—ay, ...,x,—a,), gdzie a,, ...,a,¢ck;

(b) dla kazdego idealu maksymalnego m pierScienia k[x,, ..., x,] cialo ilorazowe
klx,, ..., x,)/m jest izomorficzne z k;

(c) jezeli a jest idealem radykalnym pierscienia K[x,, ...,x,), to 1(W(a) = a;

(d) operacje g — W(a), & — I(X) ustalajq wzajemnie jednoznaczng odpowiednios¢
miedzy idealami radykalnymi pierscienia k[xy, ..., x,] a zbiorami algebraicznymi
w przestrzeni k",

Dowdd tego twierdzenia jest do$¢ dlugi. Czytelnika, pragnacego si¢ z nim za-
poznad, odsylamy np. do [3], rozdzial X, § 2.

Zbiory algebraiczne przestrzeni K* mogg by¢ przyjete za zbiory domkniete
pewnej topologii w zbiorze K”. Po pierwsze bowiem zbidr pusty oraz cala przestrzen
K" sa zbiorami algebraicznymi. Po drugie, jezeli S, sa, dla a przebiegajacego do-
wolny zbidr wskaznikow A, zbiorami algebraicznymi opisywanymi odpowiednio
ukladami

ff(xl, cees xn) = 0, ...,f;(xl, ey xn) = 0,

to zbidr () S, jest miejscem zerowym ukladu zlozonego ze wszystkich po-
acd
wyzszych réwnan. WidzieliSmy juz, ze (na mocy twierdzenia Hilberta o bazie)

Jjuz skonczona ilo$¢ powyzszych réwnan opisuje zbidr (1) S,, czyli zbidér ten jest
aecAd

algebraiczny. Wreszcie, jezeli Sy, ..., S, sa miejscami zerowymi ukladow
Fi@s e %) =0, i) =0, i=1,..,k

odpowiednio, to biorac wszystkie iloczyny f(x,, ..., x)f}(xy, ..., x,) otrzymujemy
ukiad wielomiandw opisujacy zbidér S; U ... U S;.

Okres§long tak topologie przestrzeni K" nazywamy jej fopologiq Zariskiego.
Topologia Zariskiego przestrzeni R" (C") jest stabsza od naturalnej. Kazdy wielo-
mian jest bowiem funkcja ciagla w naturalnej topologii, wigc zbidr jego miejsc
zerowych jest w tej topologii domknigty. Okazuje si¢, Ze kazde dwa niepuste zbiory
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otwarte topologii Zariskiego przestrzeni K" maja niepuste przecigcie. Topologia
Zariskiego przestrzeni R” nie jest zatem (przy n > 1) metryzowalna.

" PRZYKEAD 6. Niech K bedzie dowolnym cialem. Jedynymi zbiorami algebra-
icznymi w K! (a wiec jedynymi zbiorami domknigtymi topologii Zariskiego) sa
zbiory skoficzone. Istotnie, skonczony uktad wielomiandw jednej zmiennej ma tylko
skonczong ilo§é pierwiastkéw.

PRZYKLAD 7. Zbiér {(x,y)eR?: y = sin x} nie jest zbiorem algebraicznym
w R2. W przeciwnym bowiem razie przecigcie tego zbioru z osia odcigtych byloby
(dlaczego?) podzbiorem algebraicznym prostej, co jest nieprawda na mocy poprzed-
niego przyktadu.

PRZYKEAD 8. Rozpatrzmy podzbiér H plaszczyzny K2 (K — dowolne cialo
nieskonczone) okres$lony rownaniem xy = 1. Udowodnimy, Ze H jest zbiorem spéj-
nym w topologii Zariskiego w K?. Niech F bgdzie wlasciwym podzbiorem domknig-
tym zbioru H (a wigc i K?), a f, ..., f, wielomianami takimi, ze F = W(fi, ..., f).
Zatem zbiér F' opisany ukiadem

fi(x,) =0, xy—1=0

zawiera F. Gdy x # 0, to fi(x, 1/x) = 0. To réwnanie ma tylko skoriczong iloé¢
rozwigzah (f; jest wielomianem!). Zatem zbidér F’, a wigc i F, sklada si¢ tylko ze
skonczonej ilosci punktéw. Udowodniliémy zatem, Z¢ — podobnie jak na prostej —
jedynymi wlasciwymi podzbiorami domknigtymi w H sa zbiory skonczone. H sktada
si¢ jednak z nieskoriczonej ilosci punktéw. Zatem musi by¢ zbiorem spdjnym.

Wyodrebnimy teraz sposréd wszystkich przeksztalcen jednego zbioru algebraicz-
nego w drugi przeksztalcenia bedace przedmiotem naszych zainteresowan. Defi-
nicja klasy tych przeksztalcen przypomina okreslenie klasy odwzorowan rézniczko-
walnych w geometrii rézniczkowej. Okreslimy najpierw tzw. funkcje regularne,
bedace odpowiednikiem funkcji rézniczkowalnych. Powiemy mianowicie, Ze funkcja
regularna na podzbiorze algebraicznym 2 przestrzeni K" — to funkcja bedaca
ograniczeniem do 2 funkcji wielomianowej z K" w K.

PrzYKLAD 9. Funkcje wspolrzgdne x; na zbiorze algebraicznym X' sa regularne,

Funkcje regularne mozna dodawa¢ 1 mnozy¢ — podobnie jak wielomiany,

Proste rozwazania prowadza do nastgpujacego stwierdzenia:

(6) Zbior funkcji regularnych na zbiorze algebraicznym X tworzy piersciert.

Ten pierscien bedziemy oznacza¢ przez K[2]. Jest on izomorficzny z pierscie-
niem ilorazowym K[xq, ..., x,]/I(2). Dokladniej:

(7) Niech, dla fe K[X] symbol f oznacza wiclomian fe K[x,, ..., x,} taki, ze
f1Z = f oraz niech [f] bedzie klasq abstrakcji f wzgledem 1(X). Klasa ta nie zalezy
woéwcezas od wyboru przedluzenia f funkcji f, a przyporzadkowanie f > [f] jest izo-
morfizmem K[Xna K[x,, ..., x,J/I(2).

PrzykeAD 10. Niech f bedzie wielomianema nierozkladalnym w pierScieniu
k[x, y), gdzie k jest cialem algebraicznie domknietym. Zbidér W(f)= {(x, ») € k*:
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f(x, y) = 0} nazywamy krzywa plaska opisana przez f. Pierscieniem funkcji regu-
larnych na takiej krzywej jest pierscien k[W(f)] = k[x, yl/(f). Z elementarnego
kursu algebry wiadomo, ze nie ma on dzielnikéw zera.

PrRzYKEAD 11. K[K"} = K][x,, ..., X,).
Przyjmujemy, ze K[D] = 0, tak, ze K[D] = K[xq, ..., x,)/ (D).

PRZYKEAD 12. Niech H bedzie zbiorem z przyktadu 8. Zatem K[H] =
= K[x, y}/(xy—1). Pieréciefr ten jest izomorficzny z pierécieniem funkcji wymier-
nych majacych postaé g(x)/x", gdzie n > 0, a g jest wielomianem.

Jezeli ¢ jest przeksztalceniem zbioru algebraicznego X w zbidr algebraiczny
T, a f — funkcjg regularna okreélong na T, to f-¢ jest funkcjg okreSlong na X' o war-
tosciach w K. JezZeli dla kazdej funkcji f'e K[T], f-¢ jest funkcja regularng, to ¢
nazywamy przeksztaiceniem regularnym. Jest to wigc $cisty odpowiednik pojecia
przeksztalcenia rézniczkowalnego {z geometrii rézniczkowej. Przeksztalcenie pods
zbioru algebraicznego przestrzeni K" w podzbidr algebraiczny przestrzeni K™ jes-
regularne wtedy i tylko wtedy, kiedy jego wspdtrzedne sa funkcjami regularnymit

PRZYKLAD 13. Funkcja regularna na zbiorze algebraicznym 2 jest przeksztal-
ceniem regularnym X w K. W szczegélnosci przeksztateenie zbioru H = {(x, y) e k?:
xy = 1} w K okre$lone wzorem ¢(x, y) = x jest regularne. Ogdlniej, kazde rzuto-
wanie zbioru algebraicznego na ktdragkolwiek 0§ x; jest przeksztalceniem regularnym.
tego zbioru w K2, A

PrzykraD 14. Kazde przeksztalcenie regularne przestrzeni K” w siebie jest
postaci @(x1, ..., x,) = (J1«.., V), gdzie y; = f;(*1, ..., %), i=1, 2,...,n, a f;
sa wielomianami. Odwrotnie, kazde przeksztalcenie tej postaci jest regularne. Wy-
nika to natychmiast z przyktadu 9.

PRZYKLAD;IS. Rozpatizmy podzbiér plaszczyzny rzeczywistej ztoZzony z punk-
téw (x, ) spelniajgcych réwnanie y = x3. Rzutowanie tego zbioru na o§ x-6w plasz-
czyzny jest przeksztalceniem regularnym, i réznowarto$ciowym. Przeksztalcenie
odwrotne natomiast regularne nie jest.

Réznowarto$ciowe przeksztalcenie regularne ¢ zbioru algebraicznego X na
zbi6r algebraiczny Y nazywamy izomorfizmem, gdy przeksztalcenie odwrotne ¢!
jest tez przeksztalceniem regularnym. Przeksztalcenia regularne sa ciagle w topo-
logii Zariskiego i w zwiazku z tym izomorficzne zbiory algebraiczne s homeomor-
ficzne. Jest zrozumiale, z¢ homeomorficzne zbiory algebraiczne nie musza byC
izomorficzne (tak jest np. w przykladzie 15).

Geometri¢ algebraiczng podzbioréw algebraicznych przestrzeni K” mozna ok-
resli¢ jako teori¢ niezmiennikéw izomorfizméw tych zbioréw. Kazda wlasnoéc
topologiczna jest takim niezmiennikiem. Z drugiej strony, jezeli X i Y sg izomor-
ficznymi podzbiorami algebraicznymi przestrzeni K” i K™ odpowiednio, to pier-
$cienie K[X] i K[Y] sa izomorficzne. Izomorfizm f: K[Y] - K[X] wyznaczony przez
izomorfizm f: X — Y jest ponadto K-izomorfizmem, to znaczy dla kazdej funkcji
stalej @ mamy f(a) = a. Mozna pokazaé, Ze gdy K jest cialem algebraicznie domknig-



Geometria algebraiczna 15

tym k, to kazdy K-izomorfizm pierécienia K[Y] na K[X] jest wyznaczony przez pe-
wien (jednoznacznie okreSlony) izomorfizm f: X —Y. Wynika stad, ze kazdy niez-
miennik k-izomorfizméw pierécieni ($cislej: k-algebr) jest niezmiennikiem geometrii
algebraicznej. Wigcej, kategoria zbioréw algebraicznych i odwzorowan regularnych
jest izomorficzna z pewna pelna podkategoria kategorii k-algebr i k-homomorfiz-
méw (a mianowicie z kategoria algebr skonczenie generowanych bez elementéw
nilpotentnych).

Opiszemy pewna topologiczna wlasno$¢ zbioréw algebraicznych i pokazemy,
z jaka algebraiczng wlasnoscia pierscieni funkcji regularnych jest ona zwigzana.
Zbidr algebraiczny X < K" nazwiemy (nie-)przywiedlnym, gdy (nie) istnieja jego
wlasciwe podzbiory domknigte Yy, Y,, takie, ze ¥, U Y, = X. Nieprzywiedlnos¢
jest zatem wlasnoécia topologiczna, mogaca przystugiwa¢ zbiorom algebraicznym
i mocniejszg niz spojnosc.

PRZYKLAD 16. Prosta K! oraz zbidr opisany w przykladzie 8 sa zbiorami nie-
przywiedlnymi. Wynika to wprost z tego, ze jedynymi ich podzbiorami domknigtymi
sg zbiory skoriczone. Przykladami zbioréw przywiedlnych moga by¢ zbiér z przykla--
du 4 lub zbiér {(x,y)e K?: xy = 0}, bedacy suma dwéch prostych.

(8) Nastegpujgce zdania sq réwnowazne:

(a) zbidr algebraiczny X < K" jest nieprzywiediny,

(b) Gdy X + @ to I[X] jest idealem pierwszym pierScienia K[x4, ..., x,]. Ponadto:
I[@) = K[x4, ..., X,],

(c) pierscierr K[X] nie ma dzielnikéw zera.

Dowéd. Ogdlnie, gdy a jest idealem piercienia 4, to A/a jest niezerowym
pierscieniem bez dzielnikéw zera wtedy i tylko wtedy, gdy a jest idealem pierwszym.
Stad, oraz z (7), wynika réwnowaznos¢ (b) < (c).

Zalézmy, ze X jest zbiorem nieprzywiedlnym i f, g — dzielnikami zera w K[X],
tj. f#0, g#0, fg=0 Wtedy X={xeX: f(x) =0}uU {xeX: g(x) =0}
wbrew nieprzywiedlnosci zbioru X. Pokazemy teraz, ze gdy X = Y; U Y,, gdzie
Y, i Y, sa wlasciwymi zbiorami domknigtymi w X, to pierScieri K[X] ma (niezerowe)
dzielniki zera. Zbiory Y, i Y, sa domknigte w K", niech zatem Y; = W(fy, ..., f),
Y,= W(gy,...,g) Nie wszystkie f; sa téwne zeru na Y, (w przeciwnym razie
Y, « Y,)imozna zalozy¢, ze np. f; nie znika tozsamosciowo na Y,. Podobnie mozna
przyjaé, ze g, nie jest funkcja zerowa na Y;. Jezeli przez f; i g; oznaczymy klasy
ograniczen f; i g, do X, to w pierScieniu K[X] mamy f; + 0, &, + 0, f18, =0,
c.b.d.o.

Polecamy Czytelnikowi zbadanie (korzystajac z definicji i powyzszego twierdze--
nia), ktdre z rozpatrywanych przez nas w tym artykule zbioréw sa nieprzywiedlne.

Pozostajac w obrebie klasycznej teorii rozszerzymy klasg zbioréw algebraicz-
nych. Ograniczymy sie¢ jednak do rozpatrywania podzbioréw przestrzeni k", gdzie
k jest cialem algebraicznie domknigtym.

Zbiorem algebraicznym w tym szerszym sensie bedzie kazdy podzbiér X < k"
bedacy czgécia wspdlng zbioru otwartego X, i domknigtego X, w topologii Zaris--
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kiego przestrzeni k”. W szczegdlnosci zbiorami algebraicznymi beda zbiory otwarte
tej przestrzeni. Funkcja regularna na zbiorze algebraicznym bedzie dla nas te-
raz funkcja okref§lona na (calym) X, bedaca ograniczeniem funkcji wymiernej
fek(xy, ..., x,). Nie poszerzy to klasy funkcji regularnych na zbiorach domknig-
tych, a wigc algebraicznych ,,w starym sensie”. Przeksztalcenie regularne zbioru
algebraicznego X w zbior algebraiczny Y okreSlimy tymi samymi stowami co po-
przednio; to samo dotyczy izomorfizmu. Takie uogdlnienie pozwoli nam pdzniej
na okredlenie zbioru algebraicznego (zndw w nieco zmienionym sensie) nieza-
leznie od ,,otaczajacej’” przestrzeni k”".

PRZYKEAD 17. Prosta bez punktu, tj. na przyktad k' \ {0}, jest zbiorem algebra-
icznym. Zbidr ten jest izomorficzny z hiperbolg o réwnaniu xy = 1 na plaszczyznie,
a przeksztalcenie okre§lone wzorem f(x) = (x, 1/x) € H jest izomorfizmem. Zwra-
camy uwage, Ze np. funkcja 1/x jest regularna na H.

2. Spektrum pierscienia. W rozdziale 1 opisaliSmy pojecie podzbioru algebraicz-
nego przestrzeni K”. Obecnie przedstawimy teori¢ ,,abstrakcyjnych” zbioréw alge-
braicznych. Zbudujemy mianowicie zbidr algebraiczny (w nieco innym sensie tego
stowa) wychodzac z dowolnego pierscienia, ktdry nastgpnie okaze sig¢ pierScieniem
funkcji regularnych na wyjéciowym zbiorze. Takie podejScie daje nie tylko ,,nie-
zmiennicze” okreélenie zbioru algebraicznego, ale dostarcza wygodnego jezyka to-
pologicznego do badan obiektow algebraicznych, umozliwia szersze zastosowanie
metod geometrii rézniczkowej 1 prowadzi ponadto do ciekawej i pozytecznej
geometryzacji niektérych innych dzialdéw matematyki, na przyklad algebraicz-
nej teorii liczb. Podstawowym pojeciem — odpowiadajacym pojeciu obszaru otwar-
tego przestrzeni euklidesowej — jest spektrum pierécienia. Mianowicie, gdy 4 jest
dowolnym piericieniem (jak zawsze przemiennym, z jedynka), to zbidr wszystkich
jego idealdéw pierwszych nazywamy spektrum pierscienia A; bedziemy je oznaczaé
przez Spec 4. Poniewaz w kazdym niezerowym pierécieniu istnieje ideal pierwszy
(na przyklad kazdy ideal maksymalny), wigc spektrum niezerowego pierscienia jest
zbiorem niepustym. Oczywiécie Spec 0 = &. Zwracamy uwage, Ze caly pierscien
nie jest swoim idealem pierwszym.

PrzyKLAD 18. Spec Z. Ideatami pierwszymi piericienia Z s3 idealy gléwne
generowane przez liczby pierwsze oraz ideal zerowy. Wobec tego Spec Z = {(0),
@, 3, 6),....

PRZYKEAD 19. Spec k[x]. W pierscieniu k[x] kazdy niezerowy ideal pierwszy
jest maksymalny. Odwzorowanie, ktére idealowi (x—a) przyporzadkowuje a
Jjest — na mocy twierdzenia Hilberta o zerach oraz poprzedniego zdania — wzajemnie
jednoznacznym odwzorowaniem zbioru ideatéw pierwszych réznych od ideatu zero-
wego na cialo k. Mozemy zatem utozsamié Spec k[x]\ (0) z k. Nizej zotaczymy,
czemu odpowiada punkt (0) € Spec k[x].

Niech dla podzbioru E pierscienia 4, V(E) oznacza zbiér idealéw pierwszych
piericienia 4 zawierajacych E; V(E) ={peSpec 4: E < p}. Gdy E={f;, ..., f;},
to piszemy V(fi,...,f;) zamiast V({f;, ..., f,}). Za pomoca prostego rozumowania
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mozna wykazaé nastepujace wlasnoSci operacji E — V(E):
(9) a) V(0) = Spec 4, V((1)) =0;
b) jezeliE < E', to V(E') = V(E),
¢) dla dowolnego zbioru wskaZnikéw I mamy
V(U E) =N VE),
iel iel
d) V(E-E')=V(E)u V(E'), gdzie E-E' = {x: x=y-z, yeE, zeE'}.

Z wlasnosci tych jest widoczne, ze zbiory postaci V(E) moga byé przyjete za
zbiory domknigte pewnej topologii w zbiorze idealéw pierwszych pier§cienia A4
Te topologie nazywamy topologiq Zariskiego (lub topologiq spektralng). Zatem
zbiorami domknigtymi w topologii Zariskiego przestrzeni Spec A sa zbiory idealéw
zawierajacych pewien podzbior E = A. Czytelnik dostrzega zapewne podobienstwo
migdzy ta topologia a topologia Zariskiego przestrzeni K.

PRzYKEAD 20. W przestrzeni Spec Z zbiorami domknig¢tymi sg &, Spec Z oraz
zbiory skoriczone nie zawierajace (0). Poniewaz kazdy ideal pierwszy pierScienia Z
zawiera ideat zerowy, wigc {.R))_} = Spec Z, to znaczy zbidr jednopunktowy {(0)}
jest gesty w topologii spektralnej przestrzeni Spec Z.

PRzYKEAD 21. W przykladzie 19 interpretowaliémy rézne od (0) punkty Spec & [x],
jako elementy ciala k. W tej interpretacji zbiorami domknigtymi w Spec k[x] sa
skonczone podzbiory ciala k. Zbidr ztozony z idealu zerowego jest, podobnie jak
w poprzednim przykladzie, gesty.

PRzYKLAD 22. Niech C bedzie krzywa plaska w k2 (przyklad 10), opisang
przez wielomian nierozkladalny f. Punkty krzywej C utozsami¢ mozna z punktami
domknietymi przestrzeni Spec k[x, y}/(f). Mozna prosto udowodnié, ze jedynymi
zbiorami domknietymi tej przestrzeni sg &, cala przestrzen oraz zbiory skoficzone.

Z okreslenia zbioru V(E) wynika od razu

(10) Dla kazdego E = A mamy V(E) = V|((E)).

Zobaczymy, jak mozna okre§li¢ pewna bazg topologii Zariskiego przestrzeni
Spec 4. Niech dla podzbioru E pierScienia 4, D(E) oznacza zbiér Spec A\ V(E),
i podobnie D(f)= Spec A\ V(f). Zbiory postaci D(f) nazywamy zbiorami otwartymi
gléwnymi.

(11) Rodzina {D(f): fe A} wszystkich zbioréw otwartych gléwnych jest bazq
topologii Zariskiego przestrzeni Spec A.

Dowéd. Jezeli U= Spec ANV(E) jest zbiorem otwartym, to na mocy (9) c)
mamy V(E) = (") V(f), zatem U = H D(f).

feE €

(12) Przestrzen Spec A z topologiq Zariskiego jest przestrzeniq T,.

Spec Z nie jest przestrzenia T;, bowiem kazdy niepusty zbidr otwarty w Spec Z
zawiera punkt (0). Podobnie pokaza¢ mozna, Ze spektrum pierscienia wielomianéw
nie jest przestrzenia T;. Ogdlnie, Spec A jest przestrzenia T wtedy i tylko wtedy,

2 — Wiadomo$ci Matematyczne t. 20, 1
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gdy kazdy ideat pierwszy pierscienia A jest maksymalny (wsréd pierscieni bez dziel-
nikow zera tylko ciala maja te wlasno$¢). Okazuje sig, ze wtedy Spec A jest juz prze-
strzenig Hausdorffa.

Widzimy, ze przestrzen topologiczna Spec 4 jest metryzowalna tylko dla sto-
sunkowo waskiej klasy pierécieni, wiec intuicje geometryczne z przestrzeni euklide-
sowych (ogdlniej, metrycznych) sa zawodne. Jednakze sama mozliwo$¢ uzycia
jezyka topologicznego otwiera szerokie perspektywy. Ponadto topologia Zariskiego
ma szereg ,,dobrych” wlasnosci. Jedng z nich jest wlasno$¢, ktéra dla przestrzeni
Hausdorffa jest zwartoscia:

(13) Z kazdego pokrycia otwartego przestrzeni X = Spec A moina wybraé
pokrycie skoriczone.

Przestrzen Spec A mozZe rzeczywiscie mie¢ duzo niedomknigtych punktéw:

(14) Zbior jednopunktowy {p} przestrzeni Spec A jest domkniety wiedy i tylko
wtedy, gdy p jest idealem maksymalnym pierscienia A.

PrzYkiAD 23. Niech K begdzie dowolnym cialem. Jedynym idealem pierwszym
P < K jest ideal zerowy, wigc Spec K jest przestrzenia jednopunktows.

PrzyYkEAD 24. Idealami pierwszymi w skonfczonej sumie prostej cial
Ki®... DK, sa idealy postaci K, @... 0 D... DK, i=1,...,n Sz to
i

jednocze$nie idealy maksymalne, a zatem z (14) wynika, ze Spec K®... @K,
jest przestrzenia dyskretng n-elementowas.

PRZYKEAD 25. Niech Z,) oznacza podpierfcien ciala liczb wymiernych zto-
zony z liczb g, ktére moga by¢ przedstawione w postaci utamka m/n, gdzie m i n
sq liczbami calkowitymi i » jest liczbg nieparzystg. Nietrudno sprawdzié, ze p =
= {q9€ Zy,: g=m/n, 2,m} jest idealem maksymalnym (a wigc i pierwszym) piers-
cienia Z ;). Udowodnimy, Ze jest to jedyny niezerowy ideal pierwszy tego pierscienia.
Zatéimy, ze (0) + p’ € Spec Z(z) i niech m/nep’,m # 0. Liczba m musi byé
parzysta, bo w przeciwnym razie liczba n/m bytaby elementem Z,)i1 = m/n-n/m e p’
wbrew definicji ideatu pierwszego. A zatem Spec Z,) jest przestrzenia dwupunktowa.
Jeden z punktdw tej przestrzeni tworzy zbidr otwarty (lecz niedomknigty), drugi —
domkniety (lecz nieotwarty).

PrzYKELAD 26. Niech k bedzie, jak zwykle, cialem algebraicznie domknigtym.
Przyporzadkujmy punktowi (a4, ..., a,) przestrzeni k" ideal (x,—ay, ..., x,—a,)-
Z twierdzenia Hilberta o zerach wynika, Ze jest to wzajemnie jednoznaczne od-
wzorowanie k" na zbiér idealéw maksymalnych pierScienia k[x,, ..., x,]. Jednak
Spec k[x,, ..., x,] sklada si¢ nie tylko z ideatéw maksymalnych, ale ze wszystkich
idealéw pierwszych piericienia wielomianéw. Z (8) wynika, Ze punkty zbioru
Spec k[xy, ..., x,] sa we wzajemnej jednoznacznej odpowiednioci z nieprzywiedl-
nymi podzbiorami algebraicznymi przestrzeni kK" Jezeli p, e Spec K[x,, ..., x,], to
pe{q} wtedy i tylko wtedy, gdy V(P) = V(§), czyli gdy zbiér zer wielomianéw ide-
alu p jest zawarty w zbiorze zer wielomianow ideatu g. Ilustruje to zwigzek miedzy
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topologia Zariskiego przestrzeni k? a topologia Zariskiego (spektralng) przestrzeni
Spec k[x,, x2] = Spec k[k?].

PrzYKEAD 27. Niech @ bedzie idealem pierScienia k[x,, ..., x,] generowanym
przez wielomiany f, ..., f,,. Idealy pierwsze pierscienia ilorazowego k[x,, ..., x,]/a
sa w naturalnej wzajemnie jednoznacznej odpowiedniosci z ideatami pierwszymi
pierscienia k[xy, ..., x,] zawierajacymi 4. Kazdy taki ideal pierwszy wyznacza
zbidr algebraiczny W(p) = {x = (xq, ..., x,) €k": A f(x) = 0} zawarty w W(a).

_ fep
A zatem za punkty przestrzeni Spec k[x,, ..., x,]/@ mozna uwazaé zbiory algebra-

iczne nieprzywiedlne zawarte w W(a). Punktom domknigtym tej przestrzeni odpo-
wiadajg, jak i w przykladzie 21, punkty zbioru algebraicznego W(a). Zatem w po-
danej interpretacji przestrzeni Spec k[xy, ..., x,]/@ domknigcie zbioru jednopunkto-
wego X tej przestrzeni (gdzie X < W(a)) sklada si¢ ze wszystkich zbioréw algebra-
icznych zawartych w X.

Czytelnik znajagcy dowdd twierdzenia Stone’a o reprezentacji algebr Boole’a
moze tatwo przekonac sig, Zze wprowadzona przez nas terminologia upraszcza znacz-
nie zapis tego dowodu. Mianowicie, dla danej algebry Boole’a X konstruujemy
pieréciefi X, okreslajac dziatania dodawania i mnozenia wzorami a+b = (@ N b) U
u (@ nb),ab=a nb. Wykazujemy latwo — korzystajac z tego, ze w takim
pierscieniu mamy dla dowolnego x réwno$¢ x-+x = 0 — Ze Spec X jest przestrzenia
Hausdorffa, a zatem zwarta na mocy (13) i ze kazdy zbior otwarty gldwny jest
domkniety. Sprawdzenie, ze funkcja / przeksztalcajaca X w algebre Boole’a zbiorow
otwartych gtéwnych przestrzeni Spec X, okre$lona wzorem A(x) = D(x) jest izomor-
fizmem algebr Boole’a, nastrgcza tylko niewielkie trudno$ci rachunkowe.

Na zakoficzenie rozdzialu oméwimy jeszcze jeden ze zwiazkoéw migdzy algebraicz-
nymi wlasno$ciami pierScienia 4 a wlasnosciami topologicznymi przestrzeni Spec 4
Niezerowy pierécien A nazywamy lokalnym, gdy spelnia jeden z nastepujacych réwno-
waznych warunkow:

a) w A istnieje tylko jeden ideal maksymalny,

b) elementy nieodwracalne pierScienia A tworza ideal.

(15) Jezeli A jest pierScieniem lokalnym, to Spec A jest przestrzeniq spdjng.

Dowéd. Kazdy zbiér domknigty przestrzeni Spec 4 zawiera jedyny ideal maksy-
malny  pierscienia 4, wobec tego Spec 4 nie moze by¢ suma roztacznych zbioréw
domknigtych.

Pierécieniem lokalnym jest np. pierScien opisany w przykladzie 25; udowodni-
lismy bowiem, ze ma on tylko jeden niezerowy ideat pierwszy. A zatem dwupunktowa
przestrzen Spec Z ) jest spdjna.

Klasa pierscieni lokalnych jest jedng z najwazniejszych w geometrii algebraicz-
nej. Na pierScienie te natrafiamy bowiem badajac ,,lokalne” wlasnoéci zbioréw
algebraicznych. Troch¢ dokladniej powiemy o tym w nastgpnym paragrafie.

WidzieliSmy, ze niektdre whasnoéci algebraiczne pierscieni odpowiadaja topo-
logicznym wlasnosciom ich spektréw. Pokazemy teraz, ze kazdy homomorfizm
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piericieni wyznacza w pewien naturalny sposéb odzworowanie ciagle spektrow.
Niechf: B— A bedzie homomorfizmem pierScieni. Przypominamy, Ze rozpatru-
jemy tylko takie homomorfizmy, przy ktérych obrazem jedynki pierscienia B jest
jedynka pierScienia 4. Gdy 7 € Spec 4, to f~1(p) jest idealem pierwszym pierscie-
nia B, czyli elementem Spec B. A wigc wzdr
f*@=~(p)

okresla przeksztalcenie przestrzeni Spec A w przestrzen Spec B. Nazwiemy je prze-
ksztalceniem stowarzyszonym z f (albo wyznaczonym przez f, albo indukowanym
przez ). .

(16) Odwzorowanief: Spec A — Spec B wyznaczone przez homomorfizmf: B —> A
Jest ciggle.

Dowdd jest naturalny i prosty. Z definicji zbioru domknigtego w topologii
Zariskiego przestrzeni Spec B wynika bowiem, Ze przeciwobraz tego zbioru jest
domkniety w Spec A4.

Czytelnik znajacy pojecie funktora zauwazy bez trudu, Ze przyporzadkowanie
pierscieniowi jego spektrum jest, wraz z wyzej opisanym przyporzadkowaniem f s> f*,
funktorem kontrawariantnym okre$lonym na kategorii pierscieni i homomorfizméw
o warto$ciach w kategorii przestrzeni topologicznych i odwzorowan ciggltych.

PRzYKELAD 28. Jezeli @ jest ideatem pierscienia A4, a ¢: A — A/d@ jest homomor-
fizmem kanonicznym A na pierscien ilorazowy 4/a, to ¢* jest homeomorfizmem
Spec A/a na V(@) = Spec A. Przeksztalcenie y: V(@) — Spec A/a takie, ze p(p) =
= @(p) jest bowiem przeksztalceniem ciaglym odwrotnym do ¢*.

PRZYKEAD 29. Jezeli i jest zanurzeniem pierscienia 4 (nie majacego dzielnikéw
zera) w swe cialo ulamkéw (A4), to i*: Spec (4) — Spec 4 odwzorowuje jedyny
punkt (0) przestrzeni Spec (4) na punkt (0) przestrzeni Spec A.

Przyktady te mozna uja¢ nieco ogoélniej jak nastepuje:

(17) Jezeli f: B—> A jest homomorfizmem pierScienia B na pierscien A, to f*
Jest homeomorfizmem Spec A na podzbidr domkniety w Spec B. Jezeli f jest homo-
morfizmem réznowartosciowym, to f*(Spec A) jest podzbiorem gestym w Spec B.

3. PowiedzieliSmy we wstepie, ze pojecie spektrum pierécienia jest w geometrii
algebraicznej tym, czym pojecie obszaru przestrzeni R” w geometrii rézniczkowe;j.
Rozwiniemy t¢ uwage. Jednak dokladne opisanie wszystkich konstrukcji zaciemnito-
by, a nie rozjasnilo rysujacy si¢ by¢ moze przed Czytelnikiem obraz geometrii alge-
braicznej, a artykut niniejszy stalby si¢ fragmentem podrecznika. Bedziemy wigc
czasami uzywac poje¢ podajac tylko ich intuicyjny opis i uwypuklajac ich $ciste
analogie z pojeciami dobrze znanymi. Za owe ,,dobrze znane” pojecia przyjmujemy
podstawowe konstrukcje geometrii réZniczkowej oraz elementarne wiasnosci funkcji
analitycznych. Czytelnik zapewne wyobraza sobie rozmaito$é rézniczkowa (anality-
czng) jako ,,obszary otwarte w R" (C") sklejone w sposob rézniczkowalny (anality-
czny)”. Podobne intuicje leza u podstaw konstrukcji pojecia schematu, a mniej ogdlnie:
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rozmaitosci algebraicznej. WidzieliSmy (przyktad 26), ze spektrum pierscienia wielo-
mianéw k[xy, ..., x,] jest odpowiednikiem przestrzeni k"; gdy za$ fe k[x,, ..., x,],
to zbiorowi otwartemu gtéwnemu D(f)= { pe Spec k[x,, ..., x,]: f¢7} odpowiada
zbiér algebraiczny przestrzeni k" okre$lony nieréwnoscia f(x,,...,x,)* 0, a wiec
zbidr otwarty. Dokladnie: ideal pierwszy j nalezy do D(f) wtedy i tylko wtedy,
gdy dla dowolnego zawierajacego go ideatu maksymalnego m = (x;—ay, ..., X,—a,)
(twierdzenie Hilberta o zerach) mamy f(a, ..., a,) + 0. Z kolei D(f) jest spektrum
pierécienia zlozonego z ulamkow A(xy, ..., x)/f™, gdzie hek[x,,...,x,], a m> 0
jest liczba naturalng. Widzimy wiec, Ze niektére zbiory otwarte (okreélone nieréw-
noscia f % 0) odpowiadaja spektrom pierécieni. Przez analogi¢ z geometrig rdznicz-
kowa Czytelnik zdaje sobie sprawg, ze takie okreslenie nie jest kompletne, Ze spektra
te musza byé ,,posklejane w sposéb algebraiczny™. Jest tak istotnie. O ile jednak
intuicyjny sens pojecia ,,algebraiczne sklejanie obszaréw otwartych przestrzeni
R™ jest zrozumialy (wielomiany sg funkcjami analitycznymi!), o tyle ,,sklejanie”
dowolnych spektrow jest znacznie trudniejsze. Podstawowa trudnoscia jest brak wzor-
cowych spektréw, wzorcowych zbioréw otwartych, jakimi w przypadku analitycznym
sa zbiory otwarte i spGjne przestrzeni €, a w przypadku réZniczkowym nawet
cala przestrzen R" badZz C". Pierwotna przyczyna tej trudnosci jest fakt, ze topo-
logia Zariskiego przestrzeni Spec A zalezy wylacznie od struktury idealéw pierwszych
piericienia, a nie od samego pier§cienia i wobec tego nie daje dokladnego opisu
topologicznego algebraicznych wlasnoéci pierfcienia. Obrazujga to przyklady 21,
22 i 25. Pierwsze dwa z nich opisuja homeomorficzne przestrzenie topologiczne
odpowiadajace pierScieniom o malo podobnych wlasnosciach algebraicznych
(chciatoby sie powiedzie¢ ,,bardzo nieizomorficznych™). W przykladzie 25 pierscienie
Z, Z, Z,, Z,,maja, podobnie jak Z,), tylko jeden nie;erowy ideal pierwszy
i wobec tego spektra tych pierécieni sa homeomorficznymi przestrzeniami dwupunkto-
wymi. Dalej, spektrum kazdego ciata jest przestrzenig jednopunktows, wszystkie
spektra cial sg wobec tego homeomorficzne. Aby poprawié¢ sytuacje, to znaczy
zapobiec przyporzadkowaniu nieizomorficznym pierScieniom homeomorficznych
obiektéw (schematow), nalezy na schematach wprowadzi¢ dodatkowa strukturg
»geometryczng”, bardziej zwigzang z algebraicznymi wlasno$ciami pierScienia.
Mozna to osiggnaé, wiazac ze spektrami pierscieni tzw. snopy pierécieni. Podamy
intuicyjny opis tej konstrukcji. Obszar D = {z: |z| < 1} plaszczyzny liczb zespolo-
nych jest homeomorficzny (w naturalnej topologii) z cala ptaszczyzna C. Wlasnosci
zbior6éw funkgji analitycznych na D i € réznig si¢ jednak znacznie i moga wilasnie
postuzy¢ do rozréznienia tych obszaréw. Na przyktad kazda funkcja analityczna
ograniczona na C jest stala, a obszar D nie ma takiej wlasnosci. Nasuwa to mysl
0 badaniu przestrzeni topologicznych wraz ze zbiorem funkcji okreslonego typu na
tej przestrzeni. W rozdziale 1 dla kazdego zbioru algebraicznego okresliliSmy piers-
cien funkeji regularnych na tym zbiorze. Gdy na przyktad C; i C, sa krzywymi
plaskimi, to pierécienie funkcji regularnych na C, i C, nie sa na ogét izomorficzne,
chociaz przestrzenie topologiczne odpowiadajace tym krzywym sa — w topologii
Zariskiego — homeomorficzne. Z kazdym zbiorem algebraicznym X mozna zwigzaé
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calg rodzine pierécieni funkcji, a mianowicie rodzing pierscieni funkcji regularnych
na jego podzbiorach domknigtych. Nieco podobna, majaca przy tym wigksze zna-
czenie konstrukcje mozna przeprowadzi¢ dla schematdéw afinicznych (tj. spektrow
pierscieni), przyporzadkowujac schematowi afinicznemu rodzine pierscieni zlozo-
nych z funkgji ,,algebraicznych’” na zbiorach otwartych tego schematu (a nie na
zbiorach domknigtych, jak dla zbioréw algebraicznych). Takie przyporzadkowanie
jest wlasnie snopem pierécieni. Mozna na tej drodze osiggna¢ pelng geometryzacje
teorii pierécieni, to znaczy uda nam si¢ zastapi¢ kazdy pierScien przez taki obiekt
geometryczny, ze izomorficznym pier§cieniom odpowiadaé beda ,,izomorficzne’
przyporzadkowane obiekty geometryczne, i na odwrot.

Czytelnik znajgcy teorig kategorii domysli si¢ zapewne, Ze chodzi tu o kon-
strukcje funktora dajgcego izomorfizm kategorii pierscieni i pewnej kategorii, zwa-
nej przez nas kategoria przestrzeni topologicznych ze snopami pierécieni. Szczegd-
towy opis tej konstrukcji zawiera ksiazka Macdonalda (zob. nizej), a takze podrecznik
Szafarewicza.

Wyjasnimy, jaki snop wiaZzemy z przestrzenia Spec A. Zwrdcimy mianowicie
uwage, Zze kazdy element pierScienia A wyznacza funkcje okre§long na Spec A.
Przyjmijmy mianowicie, Zze dla p € Spec 4, f(p) jest klasa f w ciele utamkoéw pierdcie-
nia A/p. Niestety, dla réznych p ciala te moga by¢ zupelnie- rézne. Jednak takie
wlaénie funkcje tworza ,,snop strukturalny’ przestrzeni Spec 4. Mimo braku do-
ktadnej definicji tego pojecia wprowadzimy naf oznaczenie Ug,..,. Schematem
afinicznym nazywaé bedziemy teraz pare (Spec A, Ogpeqy)-

Reasumujgc, autor chcialby narzuci¢ Czytelnikowi nastgpujace wyobrazenie:
schemat, to przestrzen topologiczna wraz ze zbiorem pewnych funkcji okreslonych
na zbiorach otwartych tej przestrzeni. Para ta (przestrzen i funkcje) jest lokalnie izo-
morficzna z para (Spec 4, Og,.4); sens pojecia ,,lokalnego izomorfizmu” jest z pew-
noscig zrozumialy. Rozmaito$¢ algebraiczna jest za$ szczegélnym rodzajem sche-
matu, mianowicie takim, ktérego ,,czgsci afiniczne” sa spektrami pierscieni funkcji
regularnych na podzbiorach algebraicznych przestrzeni K". Zwiazek z klasycznym
pojeciem ,,rozmaitosci” jest wyjasniony w przykladzie 27 (prosz¢ tez zobaczy¢
uwage po przykladzie 31).

PrzYKEAD 30. Jak wiadomo, przestrzen rzutowa nad dowolnym cialem K
sklada si¢ z klas niezerowych ciagéw (a,, a4, ..., a,) elementéw ciala K. Dwa takie
ciggi utozsamiamy, gdy sa proporcjonalne. W szczegdlnosci, U; = {(a,, a,, ..., a,):
a; % 0} jest zbiorem (klas) ciagébw o niezerowej i-tej wspotrzednej; zatem punkty
zbioru U; moga by¢ reprezentowane przez ciagi o i-tej wspétrzednej réwnej 1. Ina-
czej jeszcze mozna powiedzied, ze n-wymiarowa przestrzefi rzutowa nad cialem K
sklada sie¢ z prostych przechodzacych przez poczatek ukladu (ciag (ay, a4, ..., a,)
jest wtedy wektorem kierunkowym prostej), a jeszcze inaczej, ze sklada si¢ z n-wy-
miarowych hiperplaszczyzn w K"t (wtedy (a,, 4y, ...,a,) jest ciagiem wspotrzed-
nych Pliickera tej hiperplaszczyzny).

Przyporzadkowanie (a,, ..., 1, ..., a,)—>(a,, - .., a,) € K" ustala wzajemnie jedno-
znaczng odpowiednio$é migdzy punktami zbioru U; a punktami przestrzeni K",
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mnazywanej w tym kontekécie przestrzenia afiniczng. W przypadku gdy K= R
lub K = C utozsamienie to okresla na przestrzeni rzutowej P” struktur¢ rozmaitoéci
rézniczkowej (analitycznej) — funkcje przejscia x,/x; sa bowiem rézniczkowalne
(analityczne) na U; N U,. Sa to takze funkcje wymierne nieznikajace na U;NUj;
Czytelnik zgodzi si¢ chyba z tym, Ze okreslenie ,,algebraicznego sklejenia” powinno
obejmowacé ten przypadek. Tak jest istotnie, przestrzenn rzutowa jest rozmaitoscia
algebraiczng.

Nasladujac sposéb konstrukeji Spec K[x,, ..., x,] okre§limy przestrzed rzutowa
jako schemat. Za punkty tego schematu przyjmiemy idealy pierwsze jednorodne
(tzn. generowane przez wielomiany jednorodne) piericienia wielomiandw n--1
zmiennych nad K. Za bazg¢ topologii tej przestrzeni przyjmiemy rodzing podzbioréw
D(f)={p: f¢P}, gdzie f jest wielomianem jednorodnym dodatniego stopnia.
D(f) jest przestrzenia homeomorficzng ze spektrum pierscienia zlozonego z tych
funkcji wymiernych fJg, dla ktérych stopien f réwny jest stopniowi g. Homeomor-
fizmem jest funkcja przyporzadkowujaca ideatowi p e D(f) ideat zlozony z utam-
kow hjf® takich, ze he p i stopien h jest réwny stopniowi s.

Na koniec wspomnimy o zbiorach algebraicznych rzutowych. Tak nazywamy
podzbiory przestrzeni rzutowej dajace si¢ opisa¢ ukladem réwnaf, ktérych lewe
strony sg wielomianami jednorodnymi. Takie zbiory sa lokalnie izomorficzne ze
zbiorami algebraicznymi w sensie podanym w rozdziale 1, teraz zwanymi zbiorami
algebraicznymi afinicznymi.

Dla ilustracji jeszcze jednego pojecia geometrii réZniczkowej, majacego pelne
prawo obywatelstwa w geometrii algebraicznej, oméwimy konstrukcj¢ przestrzeni
stycznej. Niech najpierw X bedzie zbiorem algebraicznym afinicznym w przestrzeni
K"i x — punktem X. Rozpatrzmy zbidr F, funkcji regularnych na pewnym otoczeniu
Zariskiego punktu x — otoczenie to zalezy, by¢ moze, od rozpatrywanej funkcji.
W zbiorze tym wprowadzmy relacje réwnowaznosci, zaliczajac do jednej klasy
funkcje identyczne na pewnym otoczeniu punktu x, mniejszym, by¢ moze, niz oto-
czenia, w ktorych funkcje te sa okre$lone. Zbior O, klas tej relacji tworzy pier§cien
ze wzgledu na naturalne dzialanie dodawania i mnozZenia takich funkgcji, jego jedyn-
ka jest funkcja réwna tozsamos$ciowo 1. Jest to pierscien lokalny. Jak w geometrii
rézniczkowej, wektorem stycznym nazywamy kazde rdézniczkowanie d: O, — K| to
Znaczy operacj¢ liniowa spelniajaca ponadto warunek d(f-g) =f(x)d(g)+g(x)d(f).
Wektory styczne tworza przestrzen liniowa nad cialem K i t¢ wlasnie przestrzen na-
zywamy przestrzeniq stycznq do X w punkcie x. Przestrzen styczna do rozmaitoéci
algebraicznej okreslamy za$ jako przestrzen styczng do zbioru otwartego afinicznego
zawierajacego punkt stycznosci.

PRZYKLAD 31. Przestrzen styczna w punkcie p do zbioru opisywanego w K2
réwnaniem y? = x* jest jednowymiarowa, gdy p # (0,0) i dwuwymiarowa, gdy
p=(0,0).

Rozmaito§¢ nieprzywiedlna nazywamy nieosobliwg, gdy wymiar przestrzeni
stycznej jest w kazdym punkcie taki sam. Mozna pokazaé, ze wymiar przestrzeni
stycznej jest zawsze staly na pewnym zbiorze otwartym (a wigc ggstym w topologii
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Zariskiego zbioru nieprzywiedlnego), a w pozostalych punktach — wigkszy. Ten
fakt moze postuzy¢ do okreslenia wymiaru rozmaitosci jako wymiaru przestrzeni
styczne] w ,,wiekszo$ci”’ punktow.

Zwracamy uwage na pewna réznicg terminologiczng. Zbiér z przykladu 31 jest
rozmaitoscig algebraiczng (tyle, Zze osobliwg), ale nie jest (gdy K = C) rozmaitoscia
analityczng.

Do sformutowania jednego z wazniejszych probleméw geometrii algebraicznej
potrzebne nam bedzie pojecie wymiernej réwnowazno$ci rozmaitosci. Mowimy
mianowicie, Ze nieprzywiedlne rozmaito$ci algebraiczne X i Y sa wymiernie rowno-
wazne, gdy maja izomorficzne niepuste zbiory otwarte. Gdy X'i Y sa nieprzywiedlnymi
zbiorami algebraicznymi przestrzeni K” i K™ odpowiednio, warunek ten jest rowno-
wazny temu, by ciala ulamkdéw pierScieni K[X]= K[x,,...,x,J/I(X) i K[Y]=
= K[xy, ..., x,,JJI(Y) byly izomorficzne. Zatem stozek o réwnaniu x?+x2—x% = 0
w K3 jest wymiernie réwnowazny z K2, a walec xZ—x3 = 0 nie. Klasyfikacja rozmai-
tosci ze wzgledu na wymierna réwnowazno$é jest stabsza, mniej doktadna, od klasy-
fikacji ze wzgledu na izomorfizm.

Nazwijmy modelem ciata K k-rozmaito$¢ rzutowa nieosobliwg X o ciele ulamkdéw
(k[X]) izomorficznym z K.

Problem. Czy dla kazdego ciala istnieje model?

Odpowiedz: Tak, gdy stopiefi przestepny degtr (K: k) = 1 albo degtr (K: k)
< 3 i char K + 2, 3, albo — przy dowolnym skoficzonym stopniu deg tr (K: k) —
gdy char K= 0. Prawdopodobnie ,,tak” w pozostalych przypadkach.

Sformutujemy nieco trudniejszy problem.

Niech X bedzie rozmaito$cia algebraiczng, a ¥ zbiorem jej punktow osobliwych.
Czy istnieje rozmaito$é nieosobliwa X~ i odwzorowanie regularne 6: X’ — X takie, Ze

a) o jest wymierna rownowaznoscia, tzn. indukuje izomorfizm pewnych nie-
pustych zbioréw otwartych w X i X' odpowiednio;

b) 7: X'No~ (V)= X\ V jest izomorfizmem.

To wazne zagadnienie ma nazwe ,,rozdmuchiwania osobliwoéci”’. Dla krzywych
rzutowych (tzn. rozmaitosci rzutowych wymiaru 1) problen ten jest stosunkowo
latwy, dla powierzchni (tzn. rozmaito$ci wymiaru 2) znacznie trudniejszy. Dla do-
wolnych rozmaitosci rzutowych X (okre§lonych nad ciatem charakterystyki 0) po-
zytywna odpowiedZ jest znana od 1964 r. (Hironaka). Innym problemem tego typu
jest ,,wygladzanie cykli”. Powiemy tylko, Ze chodzi w nim o to, by dla kazdego cyklu
(cykl = formalna kombinacja podrozmaitosci ze wspélczynnikami calkowitymi) na
nieosobliwej rozmaitosci znalez¢ réwnowazny (prosz¢ mysle¢: homotopijny) cykl
ztozony z podrozmaito$ci nieosobliwych. Jeden ze szczegdlnych przypadkéw tego
problemu — bedacy jednym z nielicznych, dla ktérych odpowiedZ jest znana —
ujmuje tzw. twierdzenie Bertiniego, warte oddzielnego sformutowania w nieco innym
jezyku. Jezeli mianowicie X jest podzbiorem algebraicznym przestrzeni rzutowej, to
cze$¢ wspolna X i hiperplaszczyzny H przestrzeni rzutowej jest ,,na ogét” suma
nieosobliwych podrozmaitosci X. Zwrot ,,na ogél” znaczy, iz hiperplaszczyzny H
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majace te wlasno§¢ tworza zbior otwarty w przestrzeni rzutowej, traktowanej jako
zbidr hiperplaszczyzn.

Powyzsze problemy sa przykladami tych zagadnien geometrii algebraicznej,
ktore sa przeniesieniem pewnych zagadnien geometrii przestrzeni analitycznych
czy nawet geometrii réZzniczkowej. Istotnie, duza czg$¢ twierdzen tych dwu galezi
matematyki mozna sformulowacé (czy raczej: ,,przeformutowaé’’) w geometrii algebra-
icznej. Rzecz jasna, pytanie czy tak przeformulowane twierdzenie jest prawdziwe
jest czasem latwe, a czasem (czeSciej!) bardzo trudne. Zrozumiale jest réwniez, ze
czasami samo przetlumaczenie problemu moze nastreczaé¢ trudnoéci, ze moze byé
niejednoznaczne, i ze zblizone ,,tlumaczenia” moga prowadzi¢ do probleméw bardzo
réznej klasy trudnosci. Przykladem teorii, kt6rej przeniesienie do geometrii algebra-
icznej nie narzuca si¢ samo przez sig, jest Kodairy i Spencera teoria deformacji
rozmaitosci analitycznych. W teorii tej bada si¢ analityczne rodziny rozmaito$ci
analitycznych, czyli trjki (E, B, p) takie, Ze:

a) Ei B sa zwartymi i spéjnymi rozmaitosciami analitycznymi, a p: E — B od-
wzorowaniem analitycznym,

b) rzad macierzy Jacobiego odwzorowania p jest w kazdym punkcie réwny
wymiarowi (zespolonemu) B.

W tej sytuacji kazde widékno p~!(a) nazywamy deformacjq drugiego p~'(b).
Intuicyjnie: struktura analityczna na p~*(b) jest ,,deformowalna w sposob réznicz-
kowalny” do.struktury analitycznej na p~!(b). Podkre§lamy, ze wszystkie widkna
sa dyferomorficzne. Problem deformacji wiaZze si¢ zatem z problemem wyli-
czenia (i klasyfikacji) wszystkich struktur analitycznych na danej rozmaitosci réznicz-
kowej.

W geometrii algebraicznej nie ma narzucajacego si¢ pojecia odpowiadajacego
rézniczkowej rodzinie rozmaitosci analitycznych. Okazuje si¢ jednak, Ze mozna
takie pojecie znalezé; istotne sg tu warunki naktadane na p. Mianowicie p powinno
by¢ tzw. morfizmem plaskim. MozZna si¢ spodziewad, ze twierdzenia teorii deformaciji
w geometrii algebraicznej beda podobne do analogicznych twierdzen teorii Kodeiry—
Spencera. Ta problematyka jest jedna z szybciej rozwijajacych si¢ grup zagadnien
geometrii algebraiczne;.

Mnogo$¢ probleméw ,,analitycznych” dostarcza duzej obfitosci tematyki. Przez
teori¢ grup algebraicznych (grupa algebraiczna = grupa bgdaca rozmaitoscig al-
gebraiczna taka, w ktérej dzialania grupowe sa funkcjami regularnymi) geometria
algebraiczna ma zwigzek z teorig grup Liego, przez teori¢ dziatan tych grup — z te-
orig ukltadéw dynamicznych, a przez teori¢ deformacji dzialah tych grup — nawet
z teorig calki (jednym z narz¢dzi tej teorii jest operator Reynoldsa, nasladujacy
calke Haara).

Przykladem klasy zagadnien nie majacych bezposrednich zwigzkéw z geometrig
rézniczkowa moze by¢ problem szukania modeli minimalnych. Wyzej wprowadzilis-
my pojecie modelu ciata. Powiemy teraz, ze model X~ jest wigkszy (Scislej: niemniej-
szy) od modelu X, gdy istnieje odwzorowanie regularne f: X' —X bedace wymierna
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réwnowaznosciag. Modelem minimalnym jest za§ model, ktory zgodnie z ogdlnie
przyjeta terminologia dotyczaca relacji > powinien by¢ nazywany modelem naj-
mniejszym; ten za$, ktéry powinien nosi¢ nazwe¢ modelu minimalnego, jest trady-
«cyjnie nazywany modelem wzglednie minimalnym. Mozna pokazaé, ze w kazdej kla-
sie wymiernie réwnowaznych rozmaito$ci istnieje model wzglednie minimalny.
Z modelami minimalnymi sprawa ma si¢ gorzej — dla rozmaitosci wymiaru
wigkszego niz 3 na ogdt nic nie wiadomo o ich istnieniu i jednoznacznosci.

Dochodzimy do miejsca, w ktérym geometria algebraiczna wigze si¢ bardzo
§cisle z algebrg przemienna, a doktadniej z teorig pierScieni przemiennych. Granica
pomiedzy tymi gal¢ziami matematyki jest nieostra i trudno zauwazalna. Podamy
przyklad zagadnienia z ich pogranicza.

Jednym z najstarszych problemdéw geometrii algebraicznej byt mianowicie pro-
blem nastepujacy: czy kazda rozmaitos¢ jednowymierna okre$lona nad algebraicznie
domknietym cialem k, jest wymierna. Rozmaito$¢ ¥ jest jednowymierna (autor arty-
kutu nie znalazt lepszego tlumaczenia terminu ,,unirational”), gdy istnieje odwzoro-
wanie regularne niepustego zbioru otwartego w pewnej przestrzeni rzutowej na V.
Rozmaito$é jest za§ wymierna, jezeli jest wymiernie izomorficzna z przestrzenia rzuto-
wa. W jezyku teorii pierScieni ten problem mozna sformutowaé nastgpujaco. Pod-
cialo K ciala funkcji wymiernych k(x4, ..., x,) ma stopied przestepny n nad k.
Czy K jest cialem izomorficznym z k(xy, ..., x,)? Pozytywna odpowiedZ na to py-
tanie dla n = 1 oraz przy zaloZeniu zerowej charakterystyki ciala k dla n = 2 byla
znana od dawna (twierdzenie Liirotha i twierdzenie Castelnuovo, odpowiednio).
Dopiero w 1971 r. Iszkowskij i Manin znalezli pierwszy przyklad niewymiernej
rozmaito$ci jednowymiernej (nieosobliwa hiperpowierzchnia stopnia 3 w P4),
wkroétce znaleziono dalsze. :

Omowimy jeszcze jeden tatwy do sformulowania, a trudny do rozwiazania pro-
blem. Gdy X jest podciatem ciata L, to kazdy zbidr algebraiczny (rozmaitos¢, schemat)
okreslony nad L jest réwniez okre§lony nad K. Ogélnie postawione pytanie brzmi:
co mozina powiedzie¢ o zbiorze algebraicznym nad K, gdy znamy jego wlasnosci
nad L. Konkretnie, mozna na przyklad zapytac czy z tego, ze okre§lony nad K zbiér
jest nad L (izomorficzny z) przestrzenig L" wynika, Ze jest izomorficzny z K”. Ten
z pozoru latwy problem nie doczekal sig¢ jeszcze ogdlnego rozwigzania.

PrzedstawiliSmy kilka charakterystycznych dla geometrii algebraicznej zagad-
nieft. Z tego krétkiego przegladu jest widoczne, ze daleko jej do tego, by staé sie
martwa galezia matematyki. Autor artykulu z zaciekawieniem spoglada w przy-
szto$¢, usilujac odgadnad, czy nadciaga nowa (zapowiadana przez niektérych specja-
listow) rewolucja w tej specjalnosci.

Literatura cytowana

{1] Andrzej Bialynicki-Birula, Algebra, PWN, 1972.

[2] Ryszard Engelking, Zarys topologii ogdlnej, PWN, 1965 i pozniejsze wydania.

{3] Serge Lang, Algebra, Addison-Wesley Publishing Company 1965 (w jezyku angielskim),
przeklad polski pod tym samym tytutem PWN, 1973,



Geometria algebraiczna 27

Literatura uzupeliajaca

{11 M. F. Atiyah and I. G. Macdonald, Introduction to commutative algebra, Addison-Wesley
Publishing Company, Reading, Massacusetts, 1969; Przeklad rosyjski: M. Atss, U.T. Max-
IOHanbZ, Beedenue 6 xommymamuenyo aszeopy, Mocksa 1972.

2] 1. Dieudonné, Cours de géométrie algébrique: Y. Apergu historique sur le développement de la
géométrie algébrique; 11. Précis de géometrie algébrique élémentaire, Presses Universitaires de
France, 1974.

[3] A. Grothendieck et J. Dieudonné, Elements de géométrie algébrique, 0, I, 11. Publ. Math.
de PInstitut des Hautes Etudes Scientifiques, no 4, 7, 11; wydanie Springera 1971.

{4] I. G. Macdonald, Algebraic geometry, Introduction to schemes. W. A. Benjamin Inc., New-
York-Amsterdam 1968.

{5] (0. R. Szafarewicz) U.P. Madapennd, OcHosvl anzebpauveckoii 2eomempuu, Mocksa
1972.



