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Rozmowa z maszyna cyfrowa Odra 1204
o aproksymacji funkcjami }amanymi

W matematyce wykorzystanie maszyny liczacej do rozwigzywania zagadnien
teoretycznych jest sprawa znang, cho¢ wcale nie powszechna. Udzial maszyny cy-
frowej w takiej wspSlpracy moze byé dwojakiego rodzaju: albo maszyna ,,sama’
rozwigzuje do konca postawiony jej problem, albo matematycy wspdtpracujacy
z maszyna wykorzystuja dostarczone przez nig wyniki numeryczne przy rozwigzy-
waniu danego zagadnienia. W pierwszej sytuacji, w kregu danych zagadnieni, maszyna
cyfrowa moze odkry¢ i jednoczesnie udowodni¢ nowe twierdzenie. W drugim przy-
padku wyniki numeryczne dostarczone przez maszyng moga podpowiedzieé sformuto-
wania nowych twierdzen, pozostawiajac ich dowody matematykom.

Wiasnie t¢ ostatnig sytuacje pragniemy zilustrowaé na konkretnym, stosunkowo
prostym przykladzie.

W przestrzeni funkcji ciaglych C(I), I= 0,1}, postugujemy si¢ norma
171 = sup{|f(®)|: tel} i iloczynem skalarnym

(f, ) = [f()g@®at,
I

ktory wprowadza w spos6b naturalny pojecie ortogonalnoéci. Mianowicie, funkcje
£, g€ C() sa ortogonalne wtedy i tylko wtedy, gdy (f, g) = 0.

Dla danego podzialu #: 0 =5, < ... < s, =1, oznaczmy przez S,(I) pod-
przestrzefi n+1 wymiarowa przestrzeni C(I) funkcji lamanych o wierzchotkach
w punktach s, ..., 5,. Dobrze wiadomo, ze dla kazdego fe C(I) i danego = ist-
nieje dokladnie jedna funkcja P, fe S, (I) taka, Ze

J1/—Pof > = inf] [ If—gl*: ge 5, (D).

I

Funkcja P,f nazywa si¢ rzutem ortogonalnym f na S,(I). Odwzorowanie P,:
C(I)— S,(I) jest liniowe, a jego norma w przestrzeni Banacha C(I) wyraza si¢
wzorem

M 12,0l = sup{[IP,fl: Ifl =1, fe CD)}.
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Wykazuje si¢ w sposéb calkowicie elementarny, ze dla kazdego podzialu =

(patrz [1])
@ | 12,1 <3

Nie wiadomo jednak, czy stala 3 jest najlepsza dla rodziny rzutéw ortogonal=
nych P, odpowiadajacych wszystkim mozliwym podzialom =z (%).

Prébujac odpowiedzie¢ na to pytanie, odkryliSmy w opisanej poniZej rozmowie
z Odra 1204 dwie inne nieréwnoéci, interesujgce z punktu widzenia aproksymacji

funkcjami famanymi.
Dla podziatu 7 rzut ortogonalny P, pisze si¢ w postaci

€) P.f()) = [ K. (t, )f(s)ds,
I

gdzie K,(t, s) jest funkcja symetryczna i K, (¢, -) € S,(I) dla kazdego tel. Korzy-
staj‘ac z tej wlasnosci jadra K, otrzymujemy wzor

@) 1P = max [ |K, (s, s)lds

o<i<n §

Z drugiej strony, jak wynika z okreflenia rzutu P,, wartoSci a;;= K_(s;, 5}
spelniaja dla kazdego 7,0 < 7 < n, uklad réwnan
01 (2a0,+ay ;) = 60,
) 6(a~1,+2‘1,;)+ +1(2 +aj+1,i)=66j,ia j=1,...,n-1,
n( n~1 t+2an,i) = 6611,1"

gdzie 6; = s;—s;_,. Z réwnan (5) mozna odczytal, ze a;; = (—1)a, a;l, co poz-
wala wyliczy¢ calki wystepujace w (4) i otrzymaé wzor

©) 1P, = 4 max Za 161 ey

o<i<n Ea 11l+| [

12

Z rzutami ortogonalnymi P, $ci§le zwiazany jest ortogonalny ciag funkcji tama-
nych zwany wukladem Franklina (patrz [1]). Suma czg§ciowa rozwinigcia Fouriera
wzgledem tego ukladu jest réwna rzutowi ortogonalnemu P, odpowiadajacemu

podziatowizm,: 0 =s5,, <...<S$,,=1, gdziedlan=2"+k,m>0,1 <k <27,
i .
"2-;}_-1-, dlaz=0,...,2k,
7 S, =
0 o= |
’-"'im—, dla l:2k+1,...,n

() Ostatnio K. 1. Oskolkov dal pozytywna odpowiedz na to pytanie (patrz: Approxima-
tion theory, 1977, w serii Banach Center Publications, tom 4).
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Rozwigzanie a{? uktadu (5) odpowiadajace podzialowi (7), zostalo znalezione:
w pracy [2], mlanowicie
3igmtie,

(M) —
® @3] sh(On)+sh (3(n—2K)) ch(32K)"

gdzie J jest dodatnim rozwigzaniem réwnania ch(d) = 2, &;;= ¢;; oraz
2¢h(8i) [ch (6(n—))) +sh (8 (n—2k)) sh(6Q2k—)))], 0 <i<j< 2k,
&, =1 ch(0(n—)))[ch(6)-+ch(52k) ch (8(i—2k))], 2k<i<j<n,
2¢h(8i) ch (6 (n—))), i<2k<j<n.

Te posta¢ rozwiazania mozna uproéci¢ wprowadzajac ciagi liczb naturalnych.
(4, 1 (B, jako rozwigzanie nastgpujacego ukladu réwnan réznicowych:
Appy =24,+3B,, A,=1,
B,,, = A,+2B,, B,=0.
Poniewaz A, = ch(dn), 3!B, = sh(dn), otrzymujemy wzér
24,(A4, 3B, 5By_), 0<i<j<2k,
(9) 8,,j== An—] (Ai+A2kAi—2k)’ 2k < Z < n,
24,4 i<2k<j<n

i“tn—j»
Dla danego n = 2™-+-k wprowadzamy oznaczenia
C;I = Bn+Bn—2kA2k’ Dn,i = fEKn(si,ms)ldsa
I

gdzie K, jest jadrem z wzoru (3) odpowiadajacym podziatowi (7). Ktadac we wzorach.
4) i (6) = = m, oraz wykorzystujac wzér (8) otrzymujemy

(10) 1P| = D, = max D,
o<i<n
n
a1 sc, 2 §tey 1,+8,, Z & riten
i 2
n 1—11+811 j=2k+1 1—11+811

gdzie &;; dane sa wzorem (9).

Wzory (10), (11) i (9) pozwalaja wyliczy¢ wielkosci D, za pomoca maszyny-
cyfrowej. Ograniczenia zakresu pamigci maszyny cyfrowej Odra 1204 pozwalaja
wyliczy¢ D, jedynie dla n < 128. Caly program opracowany w jezyku Algol 1204
przedstawia si¢ nast¢pujaco:

begin
integer m, n, i,j, k, 1,11, M, p, r;
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real a, Dm, C, D;

read (m, M); l: =2X2 1} M,

begin

array A, B, e[0: [];

A[0}: = 1; B[0]: = 0;

for i: =1 step 1 until / do

begin

Alil: = 2 X A[i—1]4+3 xB[i—1]; B[i]: = A[i—1]+2%B[i—1]
end;

E:for k: =124 (m—1),21m do

begin .

format (‘123 OJO’); print (M?0O0O00m =", m, ‘k =, k, ‘T);
format (°?0.12345678[1[10.12345678[1[1[10.12345678 111
0.12345678[1[110.12345678 (][] [10.12345678");

11=2 { m-+k; Dm = 0;

for p = 0 step 1 until /1 do begin

for r = 0 step 1 until /1 do

begin

if p > r, then begin i = r;

Jj=p end else begin i = p; j = r end;

elrl=i>0 Aj<2xk—1, then

2XA[i]X (A1 —j]43 X B[11—2 x k] x B[2 X k—j])

else if i >2xk—1AJ, then A[I1—j] x (A[i]-+A4[2 xk] x A[i—2 xk]);
else 2XA[i]x A[I1—j]; end;

D=0; a=0;

for j =1 step 1 until 2xk do

D = D+(e[jlxe[jl+elj—1]Xe[j—1])/(e[jl+ei—1D);

for j = 2Xxk-1 step 1 until /1 do

a = a+(eljl xe[jl+elj—1] xe[j—1D/(eljl+elj—1]);

C = 1/(B[I1]4+B[I1 -2 xXk] X A[2 XK]);

D = (0.5xD-+a) X C; print (D);

if D > Dm, then Dm = D; end p;

format (‘??0O00Dmax = 1.123456787"); print (Dm);

end k;

wait (‘stop’); m: = m+1;

goto E;

end;

end?
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Dla przykltadu podajemy wyliczone wspdirzedne wektora (D,q, ..., D, ,)
dla n=48, m=5ik =16,

2.00000000 1.84529946 1.94473082 1.98418094 1.99568871
1.99883958 1.99968869 1.99991656 1.99997764 1.99999401
1.99999839 1.99999957 1.99999988 1.99999997 1.99999999
2.00000000 2.00000000 2.00000000 2.06000000 2.00000001
2.00000005 2.00000018 2.00000068 2.00000255 2.00000950
2.00003547 2.00013234 2.00049342 . 2.00183498 2.00675794
2.02396255 2.07179677 2.00000000 4.93997690 1.97925239
1.99410378 1.99839581 1.99956802 1.99988264 1.99996298
1.99996933 1.99991433 1.99968810 1.99883942 1.99568866
1.98418093 1.94473082 1.84529946 2.00000000

Dmax = 2.07179677
Dostarczone przez Odr¢ wyniki pozwalaja przypuszczaé, ze zawsze
(12) D, < 2,0717967...,
a dla k = 2™ tzn. n = 2™+, co odpowiada réwnomiernemu podzialowi diadycz-

nemu,
(13) D, <2. ]

n
Z uzyskanych wynikéw takze odczytalismy, ze
Dn = Dn,ZfC—l d]a k > 1-
Ta ostatnia obserwacja pozwala przypuszczaé, ze stala po prawej stronie nice
16wnoéei (12) moze byé réwna 24-(2—3%?2 = 2,0717967 ...
Stanowito to bodziec do poszukiwania dowodu takich wiasnie nieréwnosci
i istotnie udalo sie udowodnié (patrz [3]), ze dla réwnomiernego podzialu

i
Tpo! S;=—, i=0,1,...,n
n
mamy
(14) [Paoll <2, [1Ppoll >2 przy n— oo,
gdzie P,, jest rzutem ortogonalnym odpowiadajacym podzialowi m,, Nieco
zmudniejszy jest dowdd nieréwnosci sugerowanej przez (12), ze

(s) 1P| < 2+@=3%2 1P —>24+@2—3H* przy n—co.
Z nieréwnoéci (14) mozna wyprowadzi¢ naste¢pujacy wniosek dla funkcji fe C(I):
If=P,, £l < 3 sup{|f()+/()=2/F+s))|: lt—s| < 1/n, t,s€l}.

Natomiast z nieréwnosci (15) wnioskujemy, ze 2-4(2—3%? jest stala bazowa
(stala Lebesgue’a) dla uktadu Franklina.

Wydaje si¢, ze bez pomocy maszyny byloby trudno odgadnaé nawet tylko nie-
rownosé (14).

3 — Wiadomo$ci Matematyczne t. 20, 1
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