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ROCZNIKI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEMATYCZNEGO
Seria II: WIADOMOSCI MATEMATYCZNE XX (1976)

PATRICK BILLINGSLEY (Chicago) .

Liczby pierwsze a ruch Browna*

Kazda liczba calkowita wyznacza pewien rodzaj trajektorii ruchu Browna;
jest to zwigzane z faktem, Ze rozklada si¢ ona na iloczyn liczb pierwszych, i wlas-
nosci ruchu Browna moga by¢ wykorzystane dla uzyskania twierdzen dotyczacych
tej faktoryzacji. Pomimo utrzymujgcych si¢ pogladéw gloszacych, ze rezultaty
wyslowione w jezyku probabilistycznym sg raczej mniej prawdziwe niz gdyby byly
wypowiedziane w innym jezyku, przedstawi¢ te wyniki jako twierdzenia teorii
prawdopodobienstwa, a nawet dam im probabilistyczne dowody. W istocie rzeczy,
prawdziwych dowodéw bedzie tutaj malo, gdyz w przewazajacej czgsci pracy zilu-
struje tylko ogdlne rezultaty za pomoca przykladéw i przypadkéw szczegdlnych.
Postgpowanie to jest poparte autorytetem Williama Fellera, ktéry zwykle méwil
do nas, swych studentéw, Ze najcenniejsza rzecza w matematyce, podobnie jak
w sztuce, literaturze i innych dziedzinach, jest ogdlnoéé ujeta w konkrecie. Po-
mimo Ze poczatkowo myslalem, iz jest to wyraz antymilitarnego nastawienia
(angielski zwrot ,,general embodied in the concrete” mozna tez ttumaczy¢ ,,general
zatopiony w betonie” — przyp. tlum.), zrozumialem to ostatecznie jako jego intelektu-
alno-estetyczng zasade i od tej pory zawsze usitowalem traktowac jg jako podstawe
swojej dziatalnosci.

Praca ma trzy rozdzialy. W rozdziale 1 zdefiniowano matematyczny model dla
czasteczki poruszajacej si¢ ruchem Browna i opisano kilka jego wlasnosci. Rozdzial 2,
ktéry stanowi ogniwo laczace miedzy ruchem Browna a liczbami pierwszymi, jest
poswiecony spacerowi losowemu : rzucajac kolejno monetg przesuwamy si¢ wzdtuz osi
o0 jednostke w kierunku dodatnim lub ujemnym w zaleznosci od tego, czy wypadia
reszka, czy orzel. Pokazano tutaj, Ze jesli ogladac spacer losowy z daleka, to wyglada
on jak ruch Browna i pokazano, jak model ruchu Browna prowadzi do twierdzen
granicznych dotyczacych spaceru losowego. Rozdzial 3 omawia spacer losowy,
ktéry generuje wybrana losowo liczba catkowita poprzez rozklad na czynniki
pierwsze: badamy kolejne liczby pierwsze 2,3,5,... i stopniowo przesuwamy

* Jest to tlumaczenie artykuhu, ktéry ukazal si¢ w The American Mathematical Mon-
thly 80 (1973), str. 1099-1115.
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sie wzdluz osi o jednostke w kierunku dodatnim lub ujemnym w zaleznosci od
tego, czy badana liczba pierwsza wystepuje w rozkladzie na czynniki czy nie.
Okazuje si¢, Ze ze wzgledu na znane twierdzenie gloszace, iz réZzne liczby pierwsze
dziela z osobna liczbg calkowita wtedy i tylko wtedy, gdy dzieli ja ich iloczyn,
faktoryzacyjny spacer losowy (p. str. 47) ma wiele wlasnosci zwyklego spaceru
losowego zwiazanego z rzutami monetg; w szczegdlnoéci, moze on byé réw-
niez aproksymowany przez ruch Browna, a pokazano réwniez, jak fakt ten
prowadzi do twierdzefi granicznych dotyczacych rozkladu na czynmiki pierwsze.

Poza elementami analizy, praca korzysta tylko z takich koncepcji probabili-
stycznych, jak $rednia, wariancja, niezalezno$¢ i rozklad normalny.

1. Ruch Browna. Wyobrazmy sobie zawieszonag w roztworze czasteczke,
ktéra jest bombardowana przez molekuly podczas ruchu termicznego. Czasteczka
bedzie wykonywaé 6w nieregularny i pozornie losowy ruch opisany po raz pierwszy
przez biologa Roberta Browna w 1828 r. Poniewaz bedziemy interesowac si¢ do-
kladnie jedna sktadowa tego ruchu, wyobrazmy sobie, ze zostal on zrzutowany na
pionowa o§ wspotrzednych: w kazdej chwili czasu ¢ okreslamy wysoko$¢ x () wspom-
nianej czasteczki ponad ustalong pozioma osia wspotrzednych.

Jezeli czgsteczka startuje z 0, to jej ruch w ciagu T jednostek czasowych jest
opisany przez wartosci x(¢) dla 0 < ¢ < T, to znaczy, przez ciagly funkcje x o war-
tosciach rzeczywistych okreslona na przedziale [0, 7] spetniajaca warunek x(0)= 0.
Prowadzi nas to do rozwazania rodziny C,[0, 77 takich wlasnie funkcji x.
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Rys. 1

Z powodow technicznych uczynimy z C,[0, T] przestrzen metryczng, definiujac
odlegto$¢ pomigdzy dwoma jej elementami jako maksymalng pionowa odleglosé
pomigdzy ich wykresami.

Topologia ta, tzn. topologia jednostajna, jest dla nas sama w sobie malo interesu-
jaca; wprowadzamy ja tutaj raczej jako §wiadectwo, Ze rozwazania, o ktérych be-
dzie dalej mowa, mozna poprawnie sformalizowac.

Losowy ruch czasteczki jest opisany przez przyporzadkowanie prawdopodo-
bieristw Pp(4) podzbiorom A przestrzeni C, [0, T]: Py(A4) ocenia mozliwo$é tego,
ze trajektoria wyznaczona przez czasteczke lezy w zbiorze A lub inaczej, Ze jest
opisana przez funkcj¢ x nalezaca do A. Prawdopodobienstwa te odzwierciedlaja
relatywne czestosci z dlugich serii doswiadczen. Obserwujac laczng sume oczek
na dwoch kostkach otrzymamy 2, 3, ..., 12 jako mozliwe wyniki. Jesli rzucamy wie-
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loma parami jednorodnych kostek niezaleznie, to relatywna czgsto$¢ tych rzutéw,
ktoére prowadza do wyniku 7 jest w przyblizeniu réwna —16—. Rozpatrujac czasteczke
w ruchu Browna podczas T jednostek czasu otrzymamy jako mozliwe wyniki rézne
elementy z C,[0, T]. Przy obserwacji wielu poruszajacych si¢ niezaleznie czastek,
stosunek liczby tych czastek, ktorych trajektorie leza w A do liczby wszystkich
czgstek jest réwny w przyblizeniu Pr(4). Jakkolwiek przy intuicyjnej interpretacji
prawdopodobiéﬁstwa robi si¢ tego rodzaju réznorodne obserwacje, w matematycz-
nej teorii mowimy o pojedynczym rzucie kostkami, przypisujac rzutowi prowadza-
cemu do wyniku 7 prawdopodobiefistwo réwne 7; podobnie méwimy o pojedynczej
czasteczce, okre$lajac prawdopodobienstwo wpadnigcia jej trajektorii do zbioru
A przez Pp(A).

Zbioér [x: a < x(2) < f, skladajacy sie z tych trajektorii, ktdre przechodza
przez bramke na tys. 2, reprezentuje zdarzenie polegajace na tym, ze w chwili ¢
czasteczka znajdzie si¢ miedzy a a f; prawdopodobienstwo tego zdarzenia wynosi

B

(1 Prx:a<x(®) < fl= )/;_m fe““zl‘“du.

a

A zatem rozklad polozenia czasteczki w chwili ¢ jest rozkladem gaussowskim ze
$rednig 0 i wariancjg t. Srednia réwna 0 odzwierciedla fakt, ze czasteczka moze
z réwnym prawdopodobiefistwem przemieszczaé si¢ zaréwno w gére jak i w dol.
Jest ona takze pozbawiona bezwladnosci. Wariancja ¢ rosnie liniowo; pokazuje to,
ze czasteczka ma tendencje do ucieczki od punktu startowego, a po takiej ucieczce
nie podlega dzialaniu zZadnej sity skianiajacej ja do powrotu do tegoz punktu. Row-
nanie (1) mozna napisa¢ og6lniej: przyrost na przedziale [s, f] ma rozktad gaussowski
ze $rednig 0 i wariancja 7—s.

Ruch Browna ma tez inng wazna wilasno$¢: przypusémy, ze s <s' <t <t'
irozwazmy np. zdarzenie 4 = [x: x(s")—x(s) > 3] polegajace na tym, Ze czasteczka
przesuwa si¢ w gér¢ o co najmniej 3 jednostki w interwale czasowym [s, s'] oraz
zdarzenie B = [x: x(¢')—x(t) < 0] opisujace sytuacje, w ktérej w przedziale [t, ]
polozenie koficowe czgsteczki jest nizsze niz poczatkowe. Gérna trajektoria na rys. 3
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lezy w zbiorze A, lecz nie lezy w B, natomiast dolna trajektoria nalezy réwno-
czesnie do 4 i do B.
Prawdopodobienistwa zdarzen 4, Boraz ich przekroju AN B sa powigzane wzorem:

@ P(4 O\ B) = Pr(4)P(B).
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A i B spelniaja zatem definicj¢ niezaleznosci; znaczy to, Ze przemieszczenie, jakiemu
podlega czasteczka w czasie [s, 5], nie wptywa w Zaden sposéb na to, jakiemu prze-
mieszczeniu ulegnie ona w czasie [¢, ¢']. Mozna to interpretowaé jako pewien rodzaj
braku pamieci. Jakkolwiek zachowanie si¢ czastki w przyszlosci zalezy od jej obec-
nego polozenia, nie zalezy jednak od tego, jak czasteczka poloZenie to osiagnela.
Roéwnanie (2) ma réwniez postac¢ bardziej ogdlna pokazujaca, Ze przyrosty na do-
'wolnej liczbie rozlacznych przedzialéw czasowych sa statystycznie niezalezne.

Roéwnania (1) i (2), lacznie z ich ogdlniejszymi wersjami, definiuja rodzing prawdo-
podobienistw P,(A4). (Pomijamy tutaj sprawe czysto techniczna: Pr(4) moze byd
zdefiniowane nie dla wszystkich podzbiorow A4 z C,[0, T], lecz tylko dla zbioréw
borelowskich A4, to znaczy dla kaZzdego A z o-ciala generowanego przez zbiory
otwarte w topologii jednostajnej.) Jednym z osiagnie¢ Norberta Wienera bylo udo-
wodnienie w 1923 r., Ze istnieje rodzina prawdopodobienstw spelniajgca powyzsze
prawa, i w zwiazku z tym P (odpowiadajaca tej rodzinie miara na zbiorach borelow-
skich) jest nazywana miarg Wienera. Istnienie jej uwaZzamy tutaj za rzecz oczywista.

Ruch Browna opisany przez miar¢ Wienera spelnia prawo transformacji majace
zdumiewajace i glebokie konsekwencje. Przypu$émy, ze czasteczka wykonuje ruch
Browna w ciagu T jednostek czasu, oraz zalézmy, ze w funkcji reprezentujacej jej
trajektori¢ zmniejszymy skale czasu T razy, a skale wartosci ﬁ'razy. Zgodnie z pra-
wem, o ktérym wyzej mowa, nowa trajektoria bedzie odpowiadata doktadnie tra-
jektorii czasteczki wykonujacej ruch Browna podczas 1 jednostki czasu.

Aby zrozumie¢ dlaczego tak jest zalézmy, Ze x 1y oznaczaja starg i nowa trajek-
torig, tak wiec x lezy w C,[0, T, y lezy w C,[0, 1] oraz

@ YO = ——x(T), 0<t<1I.
VT
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Naturalnie (3) definiuje odwzorowanie
C)) Co[0, T G, [0, 1].

Prawo transformacji powiada, ze jesli x jest losowo wybrang trajektoria w C, [0, 77,
ktérej rozklad jest zgodny z Pr, wowczas y jest losowa trajektoria w C, [0, 1] o roz-
kladzie zgodnym z P,. (Formalnie, jesli @, oznacza odwzorowanie (4), to P; =
= P,®;!.) Otéz na mocy (1), funkcja x(¢T) jest zmienng gaussowska ze Srednig 0
i wariancjg tT. MnozZenie gaussowskiej zmiennej losowej przez stalg ¢ prowadzi do
zmiennej losowej o rozktadzie takze gaussowskim, przy czym $rednia zostaje pomno-
Zona przez ¢, wariancja za$§ przez c®. A wigc rozklad zmiennej y(f) zdefiniowanej
wzorem (3) jest rozktadem gaussowskim o $redniej 0 i wariancji ¢ (poniewaz T—4-0 =
=0, (T"%?-¢T = 1), co jest pierwszym warunkiem dla ruchu Browna. Skurczenie
czasu w skali 1: T prowadzi od trajektorii okres§lonej na przedziale [0, T'] do trajek-
torii okre$lonej na [0, 1], a zmiana skali pionowej polegajaca na pomnoZeniu jej
przez czynniki 1 /l/~1_" powoduje, Zze otrzymujemy wlasciwe wariancje. Ponadto x
ma (na rozlgcznych przedzialach) przyrosty niezaleZne, a jest rzecza intuicyjnie
jasna, ze monotoniczna zmiana skal na osi czasu i osi polozenia nie moze zamieniaé
przyrostéw niezaleznych na zalezne. A zatem transformacja (3) musi takze zachowaé
drugg wiasnosé ruchu Browna, mianowicie tg, ktéra dotyczy przyrostéw niezalez-
nych. PowyZsze argumenty, ktére czynia prawo transformacji wiarogodnym, moga
by¢ uzupelnione w szczegotach do kompletnego dowodu.

Za pomoca funkcji y zdefiniowanych przez transformacje (3) mozna pokazaé,
ze dla dowolnych liczb dodatnich ¢ i K trajektoria brownowska na [0, 1] bedzie
miata z prawdopodobienstwem wigkszym niz 1 —e cigciwg o nachyleniu wigkszym
niz K. Pomyst jest nastgpujacy: chcemy, aby na odcinku [0, 1] trajektoria brownow-
ska y miala stromg cigciwe. Otrzymamy to nie wprost, lecz przez zastosowanie trans-
formacji (3) do trajektorii ruchu Browna x na [0, T] z odpowiednio wybranym T.
Wybierzmy T tak duze, aby x, z prawdopodobiefistwem przewyZszajagcym 1—e¢,
mialo gdzies cieciwe o nachyleniu wigkszym niz np. 1. Taka liczba T istnieje, poniewaz
w dlugim przebiegu moga mieé¢ miejsce najbardziej niezwykle zdarzenia (podobnie
jak wéwczas, gdy na maszynie do pisania pisza malpy), a wystapienie cigciwy o na-
chyleniu wiekszym niz 1 jest w rzeczywistoSci wymaganiem zupelnie, skromnym.
Réwnocze$nie wybierzmy T tak, aby przekroczyto ono K2. Jesli x ma cieciwg o na-
chyleniu wigkszym niz 1, oraz jesli x i y sa zwigzane wzorem (3), to y ma cieciwe
0 nachyleniu wigkszym niz VT, co z kolei przekracza K.

Poniewaz ¢ moze byé dowolnie mate, a K dowolnie duze, trajektoria ruchu
Browna na [0, 1] z prawdopodobiefistwem 1 musi mie¢ cigciwy o dowolnie duzych
nachyleniach. Musza takze wystapi¢ cigciwy z dowolnie malymi ujemnymi nachyle-
niami, a w rzeczywistosci, cigciwy (byé moze bardzo krétkie) z maksymalnymi na- -
chyleniami lezg gesto wzdtuz trajektorii. Méwiac $ciélej 1 w bardziej staranny sposéb,
powyzsze argumenty pokazuja, ze je§li 4 oznacza zbidr trajektorii w C,[0,1] 0 wa-
haniu nieograniczonym, to P;(4)= 1. Trajektoria o wahaniu nieograniczonym
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przedstawia ruch czasteczki, ktora bladzac tam 1 z powrotem przebywa nieskon-
czong droge i z tego tez powodu fizycy przestaja sie nia zajmowaé ze wzgledu na
swoja obsesyjna potrzebe powiazan z rzeczywistoscia. Jednakze fakt ten jest interesu-
jacy z matematycznego punktu widzenia, podobnie zreszta jak fakt, ze P,(4) = 1,
jesli przez A oznaczymy zbidr funkcji w C, [0, 1], ktdre nie sa rézniczkowalne w zad-
nym punkcie. Skonstruowanie cigglej, nigdzie nierdzniczkowalnej funkcji jest
trudne, ale losowy wybdr elementu z C, [0, 1] zgodnie z miarg P, daje nam taka.
wladnie funkcje z prawdopodobienstwem 1.

W dalszej czeSci pracy zajmiemy si¢ gléwnie zbiorami, ktére $ciSlej wiaza sie
z rzeczywisto$cia. Jakkolwiek rozdziaty 2 i 3 obejma badanie transformacji (3)
dla T wiekszych od 1, w dalszej czeéci rozdzialu 1 bedziemy zakladaé, ze T = 1.
Uzyjemy wzoru (1) w przypadku 7 =¢=1:

(5) Pilx: a < x(1) € fl = — | e=**"du.

= | =
EN
nkﬂu

Przypusémy, ze a > 0 i rozwazmy zdarzenie [x: max x(f) > a] polegajace
na osiggnieciu przez czgsteczke poziomu a w chwili ¢, 0 < ¢ < 1. Po pierwsze

P,[x: max x(f) = a] = P;[x: maxx(?) > aix(l) = a]+

+Py[x: max x(t) = a 1 x(1) < a].

Mozna dowie$¢, ze oba prawdopodobienistwa po prawej stronie sa réwne, a to
z grubsza moéwiac z tego powodu, Ze skoro raz czasteczka osiggnie poziom a jest
rzecza réwnie mozliwa w przypadku braku bezwladnosci bladzi¢ w gére i zakonczyé
wedréwke powyzej a w chwili ¢ = 1, jak bladzi¢ w dét i zakoriczy¢ poniZej a. Stad

P [x: max x(¢) = o] = 2P;[x: maxx(¢) 2 aix(1) = d].

Poniewaz warunek max x(¢) = a jest zbyteczny przy zalozeniu x(1) > a, prawa
strona jest réwna 2P [x: x(1) > a], i (5) dla @ > 0 i § = co da nam

[o+}

(6) P, [x: maxx({) > o] = —— e~ %12 gy,
2r Y

Mamy wiec dystrybuant¢ zmiennej losowej réwnej najwigkszemu dodatniemu
wychyleniu.

Jakkolwiek usci§lenie powyzszych rozumowan wymaga nieco wysitku, wyprowa-
dzenie wzoru (6) ma podstawy intuicyjne. Nastgpny rezultat podamy bez dowodu
i — jak wiele twierdzen gloszonych ex cathedra — jest ono sprzeczne z intuicja. Roz-
wazmy zbiér [z: x(¢) > 0] punktédw czasowych ¢, 0 < ¢ < 1, w ktérych czasteczka
przebywa powyzej poziomu 0. Zbidr ten jest suma przedzialéw (nieskonczenie wielu,
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w przeciwienistwie do rys. 4). Oznaczmy pionowymi kreskami miare Lebesgue’a
tego zbioru, czyli sume dlugoéci odcinkéw wehodzacych w jego sktad: |[t: x(¢) > 0]].
Dystrybuanta tej zmiennej losowej, czyli catkowitego czasu spedzonego przez czastecz-
ke powyZej poziomu 0, dana jest wzorem:

B
1 d
(7) Pl[x’a<|[t: X(t)>0]]<[3]=‘;r‘f7._(_‘~l—u_—_“s
u(l—u

dla 0 € a’< g < 1. Jest to prawo arc sin udowodnione przez Paula Lévy’ego,
nazwane tak dlatego, ze wykonanie calkowania prowadzi do funkcji arcus sinus.

[\ AL
W/

[ x(2) > 0]
Rys. 4 Rys. 5

2\\

Rysunek 5 pokazuje ksztalt gestosci rozkladu, pole zakreskowanego obszaru jest
réwne prawej stronie wzoru (7). Krzywa ma ksztalt litery U, tak wigc jesli dtugo$é
przedziatu — a jest stala, to prawdopodobienstwo zdarzenia [x: a<|[t: x(H) >0 <
< 5] roénie wraz ze zblizaniem si¢ przedzialu do 0 lub do 1, a jest najmniejsze,
kiedy $rodkiem przedzialu jest . Fakt ten jest dziwny, poniewaz czas spgdzony po-
wyzej poziomu 0 ma §rednia 4 ze wzgledu na symetrig, a wartosci potozone blisko
wartoséci oczekiwanej zmiennej losowej wystepuja zazwyczaj z wigkszym prawdo-
podobienstwem niz wartoéci daleko oddalone od $redniej, podczas gdy tutaj ma
miejsce wlasnie sytuacja przeciwna.

Ogélne informacje o ruchu Browna znajdujg sie¢ w [4] i [7].

2. Spacer losowy. Wyobrazmy sobie czasteczk¢ poruszajaca si¢ losowo po
wierzchotkach siatki przestrzennej. Czasteczka moze sig przesuwaé w dowolnym
sposrod szesciu kierunkéw (pétnoc, poludnie, wschod, zachdd, w gore, w dot) az
do sasiedniego wierzchotka. Kierunek okres§lamy rzucajac jednorodng (zréwnowa-
zonag) kostka do gry, czasteczka przechodzi do nastgpnego wierzchotka, ponownie
rzucamy kostke aby okresli¢ kierunek nastgpnego posunigcia i dalej procedura
powtarza si¢. Rysunek 6 pokazuje pigé¢ krokow takiego wilasnie losowego spaceru
lacznie z jedna komérka siatki. Rysunek jest w duchu owej czcigodnej ksigzki
z analizy wektorowej, ktéra dowdd twierdzenia Gaussa rozpoczynata od nakazania
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czytelnikowi rozwazenia ,,nieskonczenie malego elementu objetosci o wymiarach
dx, dy i dz”’. Nakazowi temu towarzyszy! starannie wyrysowany diagram podobny
do rys. 7, o ktérym moéwiono, Zze pokazuje taki wlasnie nieskoficzenie maly element
objetosci ,,w duzym powigkszeniu”. A wigc rys. 6 jest tez bardzo powigkszony, ale
jesli kostki w siatce sa w rzeczywistosci bardzo mate, a czgsteczka porusza si¢ z duza
szybkoscig od wierzchotka do wierzchotka, to jest rzecza naturalng oczekiwad, Ze
taki ruch przybliza ruch Browna. ’
L
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Rys. 6 Rys. 7

Wykorzystamy jednomiarowa wersje tego pomystu. Rozwazmy pionowa 0§,
na ktdéra naniesiono punkty calkowite 0, 4- 1, 42, ... Startujemy z 0, rzucamy
monete i przesuwamy si¢ o jedna jednostkg w gére jesli wypadnie reszka, a o jedna
jednostke w dot jesli wypadnie orzel. W nowym potozeniu (41 lub —1) rzucamy
znowu monete i przesuwamy si¢ o jednostke w gére lub w dét, w zaleznosci od tego,
czy wypadnie reszka, czy orzel, a nastgpnie prowadzimy opisany proces przez T
krokéw, T jest tutaj liczbg catkowita. Jesli kazdy krok opisanego spaceru losowego
wykonamy w jednostce czasu, a wierzchotki potaczymy liniowo, nasze zmieniajace si¢
polozenie bedzie opisywane przez funkcje podobng do funkcji na rys. 8, tzn. do trajek-

potozenie w chwili i

Rys. 8

torii, ktdra jest tamana o wysokosci w punkcie i rownej poloZeniu w momencie
i — a zatem potoZeniu po i krokach. Kazda z 27 mozliwych trajektorii ma prawdo-
podobieristwo 2~7. (Rozmaite fakty dotyczace spaceru losowego znaleZé moZna
w [3]) '

Na trajektori¢ mozna tez patrze¢ jako na opis zmian w fortunie gracza. Poto-
Zenie na osi pionowej przedstawia fortune gracza (relatywnie do kapitatu poczatko-
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wego, a wigc zaczyna on umownie od 0) i zmienia si¢ ono w kazdym kroku w gore
lub w dét o jedna jednostke — powiedzmy o jeden funt — stosownie do tego, czy
wygrat on, czy przegral nastgpna gre. ,

Trajektoria spaceru losowego ma niektdre wlasnosci trajektorii ruchu Browna
na [0, T]. Po pierwsze, dla liczb catkowitych spetniajacych i < i’ < j < j zmiany
polozenia zachodzace na odcinkach czasowych [, i']i [f,j] sa niezalezne, poniewaz
zaleza one od rozlacznych zbioréw rzutéw monets, o ktérych zakladamy, Ze >3
niezalezne (moneta nie ma pamieci). A zatem trajektoria ma zasadniczo przyrosty
niezalezne (dla przedzialéw, ktérych koficowe punkty nie sg liczbami catkowitymi
przyrosty moga by¢ nieznacznie zalezne). Odleglto$¢ przebywana w jednostce czasu
ma $rednia réwna

® (+D3+H(=1)3 =0
1 wariancje
® (+D)*3+(=1)*3 = 1.

Tak wigc potozenie w chwili i ma $rednia O oraz, ze wzglgdu na niezalezno$¢,
wariancje réwng i, podobnie jak ruch Browna (na mocy (1)). (Dla niecatkowitych
t potozenie w chwili # ma $rednia 0, lecz wariancja jest tylko aproksymowana przez
t). Pomimo Ze trajektorie ruchu Browna nie maja charakteru lamanych, zamiana
obu skal (skali czasu i skali polozenia) spowoduje, Ze w granicy, gdy T — oo, prosto-
liniowe odcinki na rys. 8 znikna.

Przypu$émy, ze zmieniamy skalg czasu za pomoca czynnika 7, a skale pionowa
za pomoca czynnika l/f’, i stosujgc przeksztalcenie (3) otrzymujemy z rysunku 8
rysunek 9. Na rys. 8 odcinki maja dlugo$é 1/5, podczas gdy na rys. 9 sa one bardzo

+
N
~N

3

T

polozenie w chwili s

0

-1/yYT

2/ VT
Rys. 9
krétkie dla duzych T, mianowicie dlugo$¢ ich jest rzedu 1/ VT. Jesli rys. 8 przedstawial

trajektorie ruchu Browna na [0, T'] wowczas, zgodnie z tym, co powiedziano w roz-
dziale 1, rys. 9 przedstawia trajektori¢ ruchu Browna na [0, 1]. Przeksztalcenie (3)
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pozostawia bez zmian te charakterystyki (Srednie, wariancje, niezaleznos$¢ przyrostow),
ktore wyjsciowa trajektoria ma takie jak ruch Browna, natomiast ma tendencjg
do zacierania tych cech (liniowo$¢ przedzialami), ktdre trajektori¢ t¢ od ruchu
Browna odrézniaja. Z tych wigc powoddw mozemy oczekiwac, ze krzywa na rys. 9
bedzie bardzo podobna do trajektorii ruchu Browna dla duzych 7. I rzeczywiscie,
prawda jest, ze

(10) P[trajektoria € A] - Py(4), gdy T — o0

dla podzbioréw A przestrzeni C, [0, 1], gdzie P (A4) oznacza miar¢ Wienera zbioru A.
Trajektorii podobnych do tej na rys. 9 jest ogétem 27, a Pltrajektoria € 4] jest
réwne 2-7 pomnozone przez liczbe trajektorii nalezacych do zbioru A.

W celu zilustrowania powyzszego twierdzenia przypusémy, ze 4 we wzorze (10)
jest zbiorem [x: a < x(1) < f] tych trajektorii z C, [0, 1], ktére w punkcie ¢ = 1
leza migdzy a a f. Poniewaz wysoko$¢ w punkcie ¢ = 1 na rys. 9 jest réwna iloczya
nowi 1/ﬁi polozenia w chwili T w wyjsciowym spacerze losowym, z (10) i (5)
‘wynika razem wzdr

g
e | e P2y
2r Y

an p [a < polozenie w chwili T < ﬁ]

= <

Powyzszy wzér to klasyczne centralne twierdzenie graniczne De Moivre’a—
Laplace’a dla préb Bernoulliego. Opisuje ono potozenie po wykonaniu duzej liczby
krokow w spacerze losowym lub majatek gracza-hazardzisty pod koniec tury, w kto-
rej stawial on T razy. Je$li —a = 8 = 0,9, granica w (11) jest réwna w przyblizeniu
0,6. Dla T = 100 gracz ma wowczas szans¢ rowna w przyblizeniu 0,6 zakonczenia
wieczoru z suma rézniaca si¢ od jego poczatkowego kapitalu o nie wigcej niz
0,9% V100 = 9 funtéw.

Przypu$émy teraz, ze A jest zbiorem w (6), tzn. zbiorem trajektorii z C, [0, 1]
majgcych w jakim$ punkcie wysoko$¢ co najmniej a (zakladamy tu, Zze a > 0).
Trajektoria na rys. 9 nalezy do A, jesli w pewnym momencie gry majatek gracza
przewyzsza o aV T funtéw jego pierwotny kapital, a ze wzgledu na (10) prawdop odo-
bienstwo tego zdarzenia zmierza do prawej strony wzoru (6). Dla a = 1,7 wartosé
tej granicy jest w przyblizeniu réwna 0,1. Dla T = 100, daje to prawdopodobien stwo
okoto 0,1, ze gracz zarobi co najmniej 1,7 X V100 = 17 funtéw w momencie, w ktérym
opusci gre.

Przypu$émy na koniec, ze A jest zbiorem [x: a < [t: x(t) > 0] < ] w (7).
W czasie wieczoru gracz wygrywa przez pewna frakcje czasu; jesli krzywa na rys. 9
opisuje histori¢ jego majatku, to nalezy ona do zbioru 4 wtedy i tylko wtedy, gdy
frakcja ta lezy migdzy aa . Prawdopodobiefistwo tego zdarzenia jest na mocy
(10) i (7) niemal réwne polu obszaru zakreskowanego na rys. 5. Po obliczeniu pol
okazuje sie, ze prawdopodobienistwo wygrywania przez gracza w przeciggu od 459,
do 55%, czasu gry wynosi zaledwie okolo 0,06, podczas gdy prawdopodobienstwo,
Ze wygrywa on przez wigcej niz 90% czasu wynosi okolo 0,2. Zatem w ciagu jednego
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wieczoru na pig¢ gracz bgdzie wowczas wygrywat przez wigcej niz 90%, czasu gry.
Ze wzgledu na symetri¢, w ciggu jednego wieczoru na pi¢é gracz bedzie wygrywat
przez mniej niz 10%, czasu gry. Przekonanie go w pierwszym (drugim) przypadku,
ze wynik jego doswiadczenia jest zupelnie przypadkowy i nie jest spowodowany
tym, 7e jest on dzieckiem szczgscia (pechowcem), bedzie rzecza trudng (niemozliwg).

Zastosowalismy wigc (10) do trzech interesujgcych zbioréw. Jesli A jest zbiorem
funkcji z C, [0, 1] o nieskonczonym wahaniu, wéwczas P;(4) = 1 na mocy tego,
<o powiedziano w rozdziale 1, podczas gdy P|trajektoria € 4] = 0, poniewaz krzywa
na rys. 9 ma w oczywisty sposéb wahanie skoficzone. Zatem (10) nie zachodzi dia
pewnych podzbioréw A4 z C,4[0, 1]. Matematycznie $cisle mozna powiedzieé, ze (10)
zachodzi dla tych zbioréw (borelowskich), ktérych brzeg 04 (brzeg w sensie topo-
logii jednostajnej) spelnia warunek P,(04) = 0. Warunek ten byt spelniony we
wszystkich trzech przykladach, a nie zachodzil, gdy 4 bylo zbiorem funkcji o wa-
haniu nieskoficzonym. Szczegdtowy dowdd tego twierdzenia wymaga zastosowania
teorii prawdopodobienstwa i analizy funkcjonalnej; szczegéty mozna znalezé w [1].

3. Dzielniki pierwsze. Zgodnie z podstawowym twierdzeniem arytmetyki, kazda
liczba calkowita rozktada si¢ na czynniki pierwsze i rozklad ten jest jednoznaczny
z doktadnosciag do uporzadkowania czynnikéw (patrz np. [S]). Niech f(n) oznacza
liczbe réznych czynnikéw pierwszych wystgpujacych w rozktadzie liczby n; nie
uwzgledniamy poteg: f(3*-5%) jest réwne 2, a nie 6. Tabela 1 pokazuje kilka war-
tosci funkcji f. Funkcja f przybiera wigksze wartosci bardzo wolno.

Tabela 1

n |2 3 4 5 6 7 29 30 31 ... 209 210 211

fm] 1 1 1 1 2 1 1 3 1 .. 2 4 1.

Najmniejsze liczby n, dla ktérych wartosci funkcji f wynosza odpowiednio
2,314, sg réwne 2:3=6,2-3-5=30,2-3-5-7 = 210. Jednakze nieskonczonos¢
zbioru liczb pierwszych implikuje fakt, Zze f przyjmuje wartosci dowolnie duze;
Z tego samego wynika, ze f opada w dét do 1 nieskonczenie wiele razy, poniewaz
Sf(p) = 1 dla liczb pierwszych p.

Naturalne jest pyta¢ o $rednie zachowanie si¢ funkcji f, poniewaz zmienia si¢
ona w do$¢ nieregularny sposéb. Mozna np. pokazaé, ze

| &
12) ~ 2 f(n) % loglog N
n=1
(patrz uwagi nastepujace po wzorze (17)). Poniewaz loglog 107° & 5, typowa
liczba catkowita mniejsza niz 107° ma pie¢ dzielnikéw pierwszych. Pytania delikat-
niejszej natury wigza si¢ z rozkladem wartosdci funkceji f.
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Niech S oznacza podzbidr zbioru liczb naturalnych, a Py(S) frakcje tych liczb
catkowitych sposréd 1,2,..., N, ktére naleza do S:

1
(13) Py(S) = —]—V—XCard[n: 1<n<Ninelf].

Zadanie polega na uzyskaniu informacji o wielkosciach typu Py[n: a < f(n) < 8.

Otéz na (13) mozZna patrzeé¢ jak na prawdopodobiefistwo. Wybieramy losowo
liczbe catkowita sposrdd liczb 1 < n < N, a Py(S) oznacza wéwczas prawdopodo-
bienstwo, Ze liczba ta nalezy do S. Fakt, ze Py[n: a < f(n) < b] mozna traktowaé
jako prawdopodobienistwo, sam przez si¢ nie zapewnia (cho¢ by¢ moze trudno
w to uwierzyé), ze teoria prawdopodobienistwa bgdzie pomocna w obliczeniach.
W rzeczywistosci jest on bardzo pomocny ze wzglgdu na mozliwo$¢ wykorzystania
pojecia niezaleznosci. Jesli d,(n) jest réwne 1 lub 0 w zaleznodci od tego, czy liczba
pierwsza p jest dzielnikiem n czy nie, to f(n) = }'6,(n). Zrozumiemy co oznacza

2

dystrybuanta funkcji f(n), jesli bedziemy znali iaczne zachowanie si¢ funkcji 0,(n)
jako wielkosci losowych.

Liczba wielokrotnoéci liczby p mniejszych od N jest réwna czgsci calkowitej
[N/p] liczby N/p. Prawdopodobiefistwo tego, Ze d,(n) = 1, czyli ze p|n jest wigc
réwne

- 1[N 1
(19 Pyln: pln]l= ~ [;] ~ ;

Przyblizenie w powyzszym wzorze jest zadowalajace dla duzych N: poniewaz [N/p}
rézni si¢ od N/p o mniej niz 1, blad we wzorze (14) jest mniejszy niz 1/N. Wzér
(14) stanowi odbicie faktu, Zze p dzieli co p-ta liczbg calkowita, i w zadnej mierze nie
wymaga, aby p bylo liczba pierwsza.

Podstawowe twierdzenie arytmetyki glosi, ze jesli liczby calkowite a 1 b sg wzgled-
nie pierwsze (nie maja zadnych wspdlnych dzielnikow pierwszych), wowczas kazda
z nich z osobna dzieli n wtedy i tylko wtedy, gdy ich iloczyn ab jest dzielnikiem n.
Fakt ten dobrze ilustruje przyktad, o ktérym legenda méwi, Ze zostat spozytkowany
w praktyce przez Turinga. Koto zgbate w jego rowerze mialo wadliwy zab, a tarcuch
zle ogniwo, i jesli tylko nie pedalowal on bardzo szybko, to kiedy te wadliwe czgéct
szczepialy sig, fafncuch spadat. Policzyt on wdwczas liczbg, powiedzmy a, zebéw na
kole i liczbg, powiedzmy b, ogniw w faricuchu i stwierdzil, ze a i b byly wzglgdnie
pierwsze, co nie bylo zreszta dla niego niespodzianka. Migdzy kolejnym spotkaniem
wadliwego zeba ze ztym ogniwem kolo zgbate wykonywalo wigc b cykli, podczas
gdy tancuch obracat si¢ przez a cykli. Turing opowiadal, Ze pedatlowal réwnoczesnie
liczac i dodawal nagle predkosci przy kazdym b-tym cyklu zgbatki, co pozwalato
mu na przeskoczenie niebezpiecznego miejsca.

Jako szczegdlny przypadek powyzszych uwag, rézne liczby pierwsze p i ¢ dziela
z osobna n wtedy i tylko wtedy, gdy dzieli je pq. Stad i z (14), gdzie p zastapiono przez
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pq, wynika, ze

. 1N 1 1 1
Pyln: pln i qln] = Pyln: paln] = —-[—] WL
N | pq P4 P 9

Poniewaz ze wzgledu na (14) utamki 1/p i 1/g aproksymuja odpowiednio Py[n: p|n]
i Pyln: qin] dla duzych N, otrzymujemy stad

(1) Pyln: pln i qln] = Pyln: pln]-Pyln: qln].

Zatem zdarzenia [n: p|n] i [n: g|n] spelniaja w sposéb przyblizony definicjg
niezaleznosci, o ile » jest losowe, 1 < n < N, a N dostatecznie duze. Wzor (15)
mozna rozszerzy¢ z dwéch do trzech lub wigcej liczb pierwszych.

Mozna wykorzystaé powyzszy fakt, aby skonstruowac pewien rodzaj spaceru
losowego zawierajacy informacje o rozkltadzie liczby » na czynniki pierwsze, a w szcze-
g6lnosci o f(n). Wybieramy losowo liczbe calkowita n sposréd liczb 1,2,..., N.
Na osi pionowej, na ktérej zaznaczono liczby calkowite startujemy z punktu O
1 przesuwamy si¢ o jedna jednostke w gére, jesli 2|n i jedna jednostke w dét, jesli
2{n. Z nowego potozenia (-+1, lub —1) przesuwamy si¢ o jedngstke w gore, jesli
3|n, a o jednostke w dét jesli 31n. Dalej postgpujemy w opisany sposob badajac
kolejno wszystkie liczby pierwsze. Rysunek 10 opisuje spacer losowy zwigzany z roz-

Rys. 10

ktadem na czynniki pierwsze (ktory bedziemy nazywac dalej faktoryzacyjnym spa-
cerem losowym — przyp. thum.) podobnie jak rys. 8 opisuje spacer losowy otrzymany
przez rzucanie monetg. Kazda liczba na osi czasu jest liczbg pierwsza odpowiada-
jaca jednemu krokowi w opisanym spacerze losowym. Zastanowimy si¢ dalej,
jak dtugo kontynuowaé opisany wyzej proces.

PowyZsza trajektoria jest przypadkowa, poniewaz n wybrano losowo. Skoro
jednak losowos¢ objawia si¢ tylko w wyborze liczby n zanim jeszcze spacer si¢ zacz-
nie, faktoryzacyjny spacer losowy moze wydawaé si¢ mniej losowy niz spacer lo-
sowy otrzymany przy rzutach moneta. Wrazenie to jest blgdne. Mozna wyobrazi¢
sobie proces rzucania moneta T razy przed spacerem, zakodowania ciggu reszek
1 orléw i wykonania dopiero wtedy odpowiedniego spaceru. Poniewaz widzielibySmy
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cala jego historig zarejestrowang przed odbyciem, spacer bylby nieciekawy. Wy-
obrazmy sobie zatem przyjaciela, ktdry rzuca monet¢ T razy i notuje wyniki przed
podréza, ale zamiast pokaza¢ nam wszystkie wyniki réwnoczeénie, ujawnia je nam
jeden po drugim, w miar¢ jak wykonujemy spacer. Przywraca to stan niepewnosci.
Dla spaceru losowego zwiazanego z faktoryzacja mozemy wyobrazié sobie przyja-
ciela, ktéry losowo wybiera liczbe n, 1 < n < N, rozklada ja na czynniki pierwsze
i w kazdym kroku spaceru ujawnia nam, czy odpowiednia liczba p dzieli n czy nie.
Przyrosty losowej trajektorii z rys. 10 na odcinku zaleza od tego, jak wiele liczb
pierwszych z odpowiedniego zbioru dzieli liczbe¢ n. Przyrosty na roztacznych od-
cinkach zalezg od rozlacznych zbioréw liczb pierwszych, a stad na mocy (15) — czy
raczej (15) razem z jej uogodlnieniem na trzy i wiecej liczb pierwszych — przyrosty
te beda w przyblizeniu niezalezne dla duzych N. Jednak w przeciwienstwie do ruchu
Browna w faktoryzacyjnym spacerze losowym wystepuje silna bezwladnos$¢ ku do-
towi. Ze wzgledu na (14), prawdopodobiefistwo przemieszczenia si¢ w dot przy kroku
-odpowiadajacym liczbie p jest w przyblizeniu réwne 1—1/p, co dla duzych p jest
prawie rowne 1. Lekarstwem na to jest przesuwaé si¢ w gorg o 1—1/p jesli pln i prze-
suwaé si¢ w dot zaledwie o 1/p jeéli pAn. Srednie przesunigcie jest teraz réwne

(1—p~YPy[n: pln]+-(—p~ ") Pyln: ptnl,

co na mocy (14) jest rowne w przyblizeniu

22

Jest to odpowiednik réwnania (8), ktére pokazywalo, Ze spacer losowy otrzymany
za pemcca rzutdw moneta jest pozbawiony bezwladnosci.

Poniewaz $rednia odleglo$¢ przebywana w kroku odpowiadajacym liczbie p
jest towna w przyblizeniu 0, wariancja jest w granicy réwna

(1—p~Y2Py[n: pin]+(—p~")*Pyln: ptn],

co na mocy (14) jest w przybliZzeniu réwrne

3 g3

Przebywana odleglo$¢ staje si¢ wigc bardzo mata dla duzych p, w przeciwienstwie
do spaceru losowego generowanego przez rzuty moneta, ktéry na mocy (9) rozwija
si¢ z impetem nie malejacym nigdy. Tym razem lekarstwem jest po§wiecenie tylko
1/p ilosci czasu na wykonanie kroku odpowiadajacego liczbie p. Po uwzglednieniu
obu powyzszych modyfikacji trajektoria przypomina t¢ z rys. 11.

Podsumowujac stwierdzamy, ze odcinek czasowy odpowiadajacy liczbie pierwszej
p ma dlugoé¢ 1/p. Na tym pizedziale trajektoria zmienia sie o wielko§é réowna
0,(n)—1/p; znaczy to, ze zmienia si¢ ona o 1—1/p jedli p|n (przyblizone prawdo-
podobienstwo tego faktu jest réwne 1/p), i zmienia si¢ o 0—1/p, jesli p{n (prawdo-
podobieristwo tego zdarzenia jest rowne okolo 1—1/p).
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Punkt ¢ na rys. 11 (prawy koniec przedzialu odpowiadajgcego liczbie p) jest

réwny Y 1/q (sumowanie prowadzimy po liczbach pierwszych g nie przewyzszaja-
q<p

cych p). Odleglo$é przebywana w kroku odpowiadajagcym ¢ ma wariancje réwng
okolo 1/q, a stad na mocy przyblizonej niezalezno$ci poszczegélnych krokéw (znéw

(15)), wariancja potozenia w chwili ¢ jest réwna w przyblizeniu )’ 1/g, lub po prostu
a<p
t. Powyzsza modyfikacja faktoryzacyjnego spaceru losowego nie tylko wyelimino-

wala bezwladno$¢, ale i poprawila tak skale czasowa, ze wariancje s3 mniej wigcej
takie, jak dla spaceru losowego generowanego przez rzuty monetg i dla ruchu Brow-
na.

Mozna pokazad, Ze

1
16) . 2-‘; ~ loglogu

g

dla duzych u (oba wyrazenia daza do nieskoficzonoéci wraz z u, a ich rdznica jest
ograniczona; patrz [5], str. 351). Dla dalszego ciagu jest nieistotne, Ze suma w (16),
zamiast wzrasta¢ w sposob nieco nieregularny, jest asympotycznie réwnowazna
standardowej funkcji w rodzaju log log u; wzory stang si¢ jednak prostsze (i pozo-
stang prawdziwe), jesli przy kazdym pojawieniu si¢ sumy z lewej strony wzoru (16)
zastapimy ja prawa strona (16).

A zatem ¢ na rys. 11 jest zasadniczo réwne log log p, a wysokos§¢ 3 [8,(n)—1/q]

krzywej w punkcie ¢ jest rowna w przyblizeniu as<r
a7 Z d,(n) —loglog p.
q<p

Otéz n ma Zéq (n) dzielnikéw pierwszych, ktore nie przekraczaja p, i unormujemy
a<p

t¢ wielko$¢ odejmujac wartos¢ log log p r16wna liczbie dzielnikéw dla ,,przecigtnego”
n. (Jesli n jest wybrane losowo, 1 < n < N, wéwczas Zéq(n) ma $rednig réwna

a<p

okoto log log p na mocy wzoréw (14) i (16); stad wlasnie wynika (12).) Faktoryza-
cyjny spacer losowy jest wlasnie zapisem tych réznic (17). Spacer kontynuujemy
do momentu, kiedy zostang wyczerpane wszystkie liczby pierwsze p <N, a odpowiada-

4 — Wiadomos$ci Matematyczne t. 20, 1
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jacy temu punkt na osi czasu jest rowny

1
T = 2-—— =~ loglogN.
p

p<N

Losowai trajektoria przypomina teraz trajektori¢ spaceru generowanego:przez
rzuty moneta tym, e jej przyrosty sa prawie niezalezne dla duzych &, nie ma w isto-
cie bezwladnosci, a wariancje sa prawie réwne tamtym. Podobnie jak poprzednio
przeskalowanie osi prowadzi w granicy (dla N — o0) do ruchu Browna. Aby prze-
prowadzi¢ punkt 7 na 1 dzielimy skale pozioma przez czynnik T = loglog N i, po-
dobnie jak w przypadku spaceru zwigzanego z rzutami moneta i z tych samych po-
wodéw, dzielimy skale pionowa przez VT stosujac przeksztalcenie (3). Punkt ¢
z rys. 11 przechodzi na loglog p/loglogN, a otrzymana trajektoria jest pokazana
na rys. 12.

q;p bq(n)- log log p

Viog log NV

! 1 r.

log logp
log log N

Rys. 12

Poniewaz trajektoria zalezy od wyboru n i N, oznaczmy jg przez trajy(n). Skoro
n wybieramy losowo (1 < n < N), trajektoria tez jest losowa, a prawdopodobien-
stwo, Zze nalezy ona do danego podzbioru A przestrzeni C,[0, 1] jest réwne Py[n:
trajy(n) € A]. Nastepujace twierdzenie wiaze liczby pierwsze z ruchem Browna:
Jesli A jest podzbiorem (borelowskim) przestrzeni C,[0, 1] spelniajgcym warunek
P,(0A) = 0, wéwczas

(18) Pyln: trajy(n) e A] > P;(A) (N — o0).

gdzie Py(A) oznacza miare Wienera. Dowod wzoru (18) wykorzystuje metody teorii
prawdopodobienstwa, analizy funkcjonalnej i teorii liczb. Implicite twierdzenie
to znajduje si¢ w pracy [8], str. 122, explicite w ksiazkowym wydaniu [1], a w postaci
bardziej ogdlnej w [9]. (Ogdélne omdwienie probabilistycznych metod w teorii liczb
mozna znalezé w [6], [8] i wykladach autora z 1973 r., ktére ukaza si¢ drukiem w An-
nals of Probability).

Z rys. 12 czyli wykresu réznic (17) unormowanych nastgpujaco

(19) ( Z d,(n)—log logp)/l/log logN

q<p
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mozemy odczytaé arytmetyczne wlasnosci n, a wigc (18) prowadzi do twierdzen
granicznych arytmetyki. Rozwazmy trzy zbiory A4, do ktérych zastosowaliSmy analo-
giczny wynik (10). Krzywa na rys. 12 wznosi si¢ w punkcie czasowym 1 na wy-
soko$§¢ réwna wyrazeniu (19), w ktérym p zastapiono przez N; wysoko$¢ ta jest row-
na liczbie f(n) dzielnikéw pierwszych n, unormowanej do

(f()—log logN)/Vlog logN.

Kiedy liczba ta jest najwigksza, n jest w najwigkszym stopniu zlozone, a kiedy
najmniejsza n jest najbardziej ,,podobna” do liczby pierwszej. Dla 4 = [x: a <
< x(1) < Bl, ze wzoréw (18) i (5) wynika, ze

B

(20) Py [n: a < J(n)—log log¥ < ﬁ] L f e 2du.
l/log log N Vor g

Powyisza relacja to centralne twierdzenie graniczne Erdésa-Kaca dla funkcji f.
(Elementarny dowdd wzoru (20) mozna znalezé w [2].)

Dla —a = p = 0,9, granica we wzorze (20) jest réwna okolo 0,6, a jeSli N = 107°
tak, ze loglogN = 5, podwdjna nieréwno$¢ w (20) jest w granicy réwnowazna nie-
rownosci —0,9< [f(n)——5]/l/5 £ 0,9, co z kolei zhaczy w przyblizeniu to samo,
co 3 < f(n) < 7. A zatem okolo 609, liczb catkowitych mniejszych niz 10’ ma od
3 do 7 dzielnikéw pierwszych.

Im wyrazZenie (17) jest wigksze przy ustalonym p, tym bardziej ztozone wydaje sie
n przy badaniu jego podzielnoéci przez liczby pierwsze nie przekraczajace p; znaczy to,
ze (17) mierzy wzgledna zlozono$¢ n w zaleznosci od p. Maksimum wzglednej zlozo-
nosci jest wyznaczone przez

21) max (Zéq(n)-—]oglogp);

P<N " 0<p

poniewaz powyZsze wyraZenie jest rowne iloczynowi VloglogN i maksymalnej
wysokosci krzywej na rys. 12, zastosowanie (18) do zbioru wystgpujacego w (6)
daje w granicy jego dystrybuante.
Dla a = 1,7 prawa strona (6) jest rtéwna okolo 0,1, co oznacza, ze dla okoto 109/,
liczb catkowitych mniejszych od 107° wyrazenie (21) przewyzsza l,7><l/§ ~ 3,8.
Powiemy, Ze n jest ekscesywne w punkcie p, jesli

(22) ) 6,(n) > loglogp;

asp

zachodzi to wéwczas, gdy przy badaniu podzielnosci przez liczby pierwsze mniejsze
od p, n jest ,bardziej ztozona” lub ,,mniej przypomina liczbe pierwszg” niz prze-
cigtna liczba catkowita. A doktadnie (22) zachodzi wtedy, gdy odpowiedni punkt
na krzywej z rvs. 12 legy powyzej osi.
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Rzut na o§ pozioma odcinka tamanej odpowiadajacego punktowi p ma dtugosé
p~/loglog N, czyli dlugo$¢ czasu, jaka krzywa znajduje si¢ powyzej 0, jest zasadni-
czo rowna

1 1
- § —:p<Ni g 8 loglogp |,
(23) log logN [p p i () > log ogp]

a<p

przy czym sumowanie przebiega po tych p, w ktérych » jest ekscesywne.

Jesli badamy podzielno$¢ n przez kolejne liczby pierwsze, pozostajac 1/p jednostek
czasu w punkcie p (p < N), wéwczas (23) jest réwne frakcji czasu, podczas
ktérego mamy do czynienia z punktami p, w ktérych » jest ekscesywna. Stosu-
jac (18) do zbioru z (7) otrzymujemy, ze dla duzych N rozktad (23) pokrywa sie
w granicy z krzywa gestoéci na rys. 5. Dla okoto 209, liczb calkowitych mniejszych
od N wielko$¢ (23) przewyzsza 0,9, dla okoto 20%, jest ona mniejsza niz 0,1 i zale-
dwie dla okoto 6%, lezy ona miedzy 0,45 a 0,55.

Pod tym wzgledem dzielniki pierwsze prezentuja to samo dziwne zachowanie,
co monety. Poniekad s3 one nawet bardziej osobliwe. Bardziej naturalng niz (23)
wielkoscia dla rozwazan jest, by¢ moze,

1
24) m Xcard [p: pP<Ni Zéq(n) > log logp] ,

q<p

to jest liczba tych p, dla ktdrych n jest ekscesywne w punkcie p, unormowana dziele-
niem przez m(N) czyli przez ogdlng ilo§¢ badanych liczb pierwszych. Dla duzych
N, przewazajgca czg§¢ punktédw zalaman krzywej na rys. 12 znajduje si¢ bardzo
blisko 1, co-oznacza, ze w granicy rozklad (24) jest skupiony w 0 z masg 4 i w 1
zmasg %: Jesli e > 01 N przekracza dostatecznie duze N,, wowczas (24) jest mniejsze
od & z prawdopodobiefistwem lezacym w odcinku od 4—e do {1+, a jest wieksze
niz 1—e¢ z prawdopodobienstwem lezacym w tej samej dziedzinie. Zatem praktycznie
wszysikie liczby naturalne s3 ekscesywne albo dla praktycznie wszystkich liczb
pierwszych, albo dla praktycznie Zadnej.

Literatura cytowana

[1] P. Billingsley, Convergence of probability measures, Wiley, New York 1968.

[2] — On the central limit theorem for the prime divisor function, Amer. Math. Monthly 76 (1969),
str. 132-139.

[3]1 W. Feller, An introduction to probability theory and its applications, t. I, wyd. 3, Wiley, New
York 1968. (Thum. polskie PWN, Warszawa 1960).

[4] D. Freedman, Brownian motion and diffusion, Holden-Day, San Francisco 1971.

{5]1 G.H.Hardy i E. M. Wright, An introduction to the theory of numbers, wyd. 4, Clarendon
Press, Oxford 1960. ,

[6] M. Kac, Statistical independence in probability, analysis and number theory, Carus Math.
Monogr. 12, Wiley, New York 1959. (Ttum. rosyjskie Izd. Inostr. Lit., Moskwa 1 963.)

[71 G. Karlin, A4 first course in stochastic processes, Academic Press, New York 1966.



Liczby pierwsze a ruch Browna 53

8] J. Kubilius, Verojatnostnye metody v teorii Cisel, Gos. Izd. Polit. i Nau¢noj Liter. Litovskoj
SSR, Wilno 1962. (Tlum. angielskie 1964 Amer. Math. Soc. Transl. Math, Monographs, Volu-
me 11).

[91 W. Phillip, Arithmetic functions and Brownian motion, Proc. Symp. Pure Math. vol. 24, Amer.
Math. Soc. 1973.



