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CzestAw OLECH (Warszawa)

O wynikach Tadeusza Wazewskiego
w matematycznej teorii optymalnego sterowania

Matematyczna teoria optymalnego sterowania jest dziedzing stosunkowo mtoda,
powstata w koncu lat pigédziesiatych, zapoczatkowang pracami Pontriagina i jego
uczniow w Zwigzku Radzieckim oraz Bellmana, Bushawa i LaSalle’a w Stanach
Zjednoczonych.

Zainteresowanie Tadeusza Wazewskiego ta teorig powstalo w 1960 r. W tym
roku poprosit mnie o zreferowanie na jego seminarium, klasycznej juz teraz pracy
LaSalle’a [2], wtedy dostgpnej tylko w preprincie, dotyczacej problemu czasowo-
-optymalnego dla liniowego ukladu sterowanego.

LaSalle rozwazal uklad

1) x = Ax +Bu,

gdzie xe R", ue R”, A i B sa macierzami odpowiednich wymiaréw. Parametr u
nazywa si¢ sterowaniem i zwykle spelnia pewne ograniczenia. LaSalle rozwazat
przypadek, gdy u jest z kostki U = {{u,-}l o <1, i=1,2, ,m} Absolutnie
ciagla funkcja x: [a, b] > R" jest rozwiazaniem ukladu (1), gdy istnieje mierzalna
funkcja sterujaca u: [a, b] — R” spelniajaca ograniczenia u(f) € U sterowanie do-
puszczalne, takie ze x(f) = Ax(¢) +Bu(t) prawie wszedzie w przedziale [a, b]. Tak
wigc rozwigzanie ukladu (1) jest jednoznacznie wyznaczone przez warunek poczat-
kowy i funkcje sterujaca. Przez x(¢;x,, #) oznaczymy rozwigzanie ukladu (1) od-
powiadajace sterowaniu u i spelniajace warunek poczatkowy x(0; xo, ¥) = Xxo.

Problem czasowo-optymalnego sterowania polega na przejéciu z ustalonego
stanu poczatkowego x, w zadany stan koncowy — cel x; w najkrétszym czasie.
Chodzi wigc o znalezienie u, w klasie dopuszczalnych sterowan i czasu ¢, tak aby
x(t4; X0, us) = x, 1dla kazdego innego sterowania dopuszczalnego u, x(¢; xo,4) + X1,
gdy 0<t<t,. Wtedyu, i t, nazywamy odpowiednio sterowaniem i czasem
optymalnym.

W trakcie referowania pracy LaSalle’a Profesor Wazewski zauwazyl, ze w pro-
blemie czasowo-optymalnego sterowania mozna wyrugowac parametr sterujacy i u-
ktad (1) zastapi¢ warunkiem

)] x € F(x)
gdzie
?3) F(x) = {p| p= Ax+Bu,ue U}.

Jest jasne, ze funkcja absolutnie ciagla x(r), bedaca rozwigzaniem réwnania (1),
spelnia warunek (2) prawie wsz¢dzie w zadanym przedziale, tzn. jest rozwigzaniem —
trajektoria warunku (2).
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Warunek (2) jest uogdlnieniem réwnania rézniczkowego zwyczajnego Wazewski
nazwal warunek (2) polem orientorowym, nazywajac zbidr wektorow orientorem.
Termin ten jest dzi§ doé¢ czesto stosowany w literaturze, ale terminologia nie jest
jednolita. Obok pola orientorowego uzywane sa takze: réwnania rézniczkowe z wielo-
znacznq prawq stronq, rézniczkowe zawieranie (differential inclusion), a takze réwnanie
kontyngensowe.

Ten ostatni termin u WaZewskiego oznacza nieco inny warunek. Kontyngensem
funkcji x(¢) dla ¢ = ¢, jest zbior

D*x(to) = {lim (x(t,)—x(t0)) [ (t,—10)] 1, * 1o i 1,—>0}.

W latach trzydziestych matematyk krakowski Stanistaw Krystyn Zaremba [16],
a takze A. Marchaud [3] we Francji rozwazali uogdlnienie réwnan rozniczkowych

4) D*x = Fx,

gdzie F jest funkcja, ktorej warto$ciami sa zbiory, a rozwigzaniem (4) jest kazda
funkcja ciggta x(¢), ktérej kontyngens D*x(t) zawiera si¢ w F(x(#)) dla kazdej chwili
t z odpowiedniego przedziatu.

Wazewski znal wyniki Zaremby i natychmiast zauwazyl zwiazek migdzy ukla-
dami sterowanymi a teorig Marchaud-Zaremby.

Obserwacje te byly punktem wyjécia prac profesora Wazewskiego z zakresu
matematycznej teorii optymalnego sterowania. Pierwsza z nich przedstawiona do
druku juz pod koniec 1960 r. (p. [5]) zawiera twierdzenie o réwnowaznoéci ukiadu
sterowanego i rownania kontyngensowego [4]. Pozwolilo to autorowi na zastoso-
wanie wynikéw Zaremby do problemu czasowo-optymalnego i to dla nieliniowego
przypadku. W szczegdlnosci uzyskal on na tej drodze twierdzenie o istnieniu rozwia-
zania optymalnego analogiczne do twierdzenia Filippova [1].

Profesor Wazewski opublikowat w krétkim okresie niespetna trzech lat dziewigc
not w biuletynie PAN [5]-[13] na tematy zwigzane z matematyczng teoria optymal-
nego sterowania oraz dwa artykuly [14], [15] podsumowujace teri dorobek.

Oprécz wspomnianej juz réwnowaznosci ukladéw sterowanych i pdl oriento-
rowych i w konsekwencji zastosowania wynikéw Zaremby, innym waznym osiggnig-
ciem Wazewskiego jest wprowadzenie pojecia quasitrajektorii. Istnienie rozwigzania
czasowo-optymalnego jest zwigzane z domknigtoscia zbioru trajektorii pola orientoro-
wego wychodzacych z ustalonego punktu. Ta ostatnia wlasno$¢ ma miejsce, jesli
orientory pola sg zbiorami wypuklymi. Je§li natomiast warunek wypuklosci nie jest
spelniony, powstaje naturalny problem uogodlnienia pojgcia trajektorii, tak aby otrzy-
maé te wazna wlasnoéé¢ domknigtosci zbioru rozwigzan.

Quasitrajektoriq pola orientorowego

©) xeF(t, x)
Wazewski nazwatl kazda absolutnie ciagla funkcj¢ x(¢), ktdra jest granicg ciggu funkcji

k,(¢) takich, ze dla kazdego ¢ |k;()| < M i r(ic,.(z), F(t, k() —~0 'gdy i— oo,
gdzie r jest odlegloicia punktu od zbioru.
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Podobne uogodlnienia wprowadzalo paru autoréw L. C. Young i E. J. McShane
gereralized curves w odniesieniu do klasycznych probleméw wariacyjnych, w zasto-
sowaniu do probleméw sterowania R. V. Gamkrelidze (tzw. ,,skoliaszczyje rezimy’)
iJ. Warga (,,relaxed controls™). Definicja Wazewskiego wyréznia si¢ prostota i réwno-
czeé$nie jest dostatecznie ogdlna.

Najbardziej centralnym wynikiem Wazewskiego w omawianej tematyce jest
nastgpujace twierdzenie, ktdre przytocze z pewna doza szczegbtowosci. Ukladem
sterowanym (uogdlnienie uktadu (1)) Wazewski nazwal pare (f, C) gdzief: (¢, x, u) -
—f(t, x, u) e R*, a funkcja C przyporzadkowuje kazdej parze (¢, x) zbidér zwarty
w R". Funkcja x(f) absolutnie ciagla na przedziale J jest rozwiqzaniem (trajektoriq)
ukladu (f, C), jesli istnieje funkcja mierzalna u okreslona na J'i faka, ze

x(@) =f(t,x(0), u(t)) oraz u(®)eC(t, x(2)) prawie wszedzie w J;

x(t) jest quasitrajektoriq uktadu (f, C), jesli istnieje cigg funkcji #; mierzalnych i ciag
funkcji absolutnie ciaglych x; na J takich, ze

%] < M < 400,  u(t)e C(t, (1))
oraz r(ic,-(t), f (t, x,(t),ui(t)))—>0 prawie wszedzie w J. Polézmy
F(t,x) =f(t, x, C(t, x))

i oznaczmy przez E(f, x) domknigta obwiedni¢ wypukla zbioru F(z, x). Wazewski
pokazal, Zze przy zalozeniu ciaglosci f 1 C (funkcja C ciagla w sensie metryki Haus-
dorffa w przestrzeni podzbioréw zwartych) nastgpujace zbiory sa identyczne: zbidr
quasitrajektorii uktadu (f, C), zbidr quasitrajektorii pola F, zbidr trajektorii pola E
oraz zbidr rozwigzan réwnania kontyngensowego

D*x < E(t, x).

Nie jest celem tego artykutu dokladne omdwienie wszystkich wynikéw Wazew-
skiego. Zainteresowanego czytelnika odsylam do przegladowych artykutéw [14],
[15].

Tadeusz Wazewski w kilku cytowanych tu pracach dal podstawy teorii pdl
orientorowych i tym samym pewnej nowej metody traktowania probleméw optymal-
nego sterowania. Ten kierunek badan znacznie zostal rozwinigty przez ostatnie
pietnascie lat nie tylko przez uczniow Wazewskiego, ale i przez wielu matematykow
zagranicznych. Problematyka ta wlasciwie dopiero teraz zdobyla sobie pelne uznanie.
Wyniki Wazewskiego zaliczaja si¢ do najbardziej fundamentalnych. W tej dziedzinie
jeszcze raz przejawit si¢ ten niezwykly dar Profesora WazZewskiego do wykrywania
faktow, ktére gdy odkryte i sformulowane wydaja si¢ oczywiste. Tylko bardzo .
nielicznym udaje si¢ tego rodzaju fakty sobie i innym u$wiadomié.

Teoria réwnaf orientorowych jest obecnie znacznie bogatsza niz to, co zostalo
zawarte w pracach Wazewskiego, ale z drugiej strony §lady niemal kazdej idei
i metody, kazdego pojecia waznego w tej teorii mozna odszukaé w pracach Wazew-
skiego. Dla przyktadu podam pojecie mierzalnoéci odwzorowan wielowartosciowych;
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calkowanie takich odwzorowan, teoria selektorow mierzalnych. Sa to zagadnienia
obecnie dobrze opracowane, o istotnym znaczeniu dla teorii optymalnego sterowania,
a ktére pojawily sig juz w pracach Wazewskiego 1 jest jasne, Ze z ich znaczenia autor
doskonale zdawal sobie sprawe. .

Nie sposéb w tym krétkim omowieniu pomingé jednego waznego ,,wyniku’
Tadeusza Wazewskiego w matematycznej teorii optymalnego sterowania. Chodzi
o przyciagniecie do tej teorii jego uczniéw i wspolpracownikéw. Wspomne jedynie
o pracy A. Plisia [4], cho¢ podobnych przykladéw mozna by podaé wiecej. Praca ta
jest jedna z pierwszych w literaturze dotyczacych mierzalnych funkcji orientorowych
1 zawiera m. in. uogdlnienie twierdzenia Y.uzina dla takich funkcji. Obecnie jest
powszechnie cytowana w literaturze §wiatowej. Niewatpliwie nie powstalaby ona
bez udzialu profesora Wazewskiego, bez tej rzadkiej umiejetnosci, jakg miat Wa-
zewski: zarazania swego otoczenia bakcylem dociekliwoéci.
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