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ANDRZEJ PLIS (Krakow)

Metoda topologiczné badania przebiegu rozwigzan
rownan rozniczkowych

Wielu matematykéw krajowych i zagranicznych opieralo badania przebiegu
rozwigzan réwnaf rézniczkowych na metodzie topologicznej T. Wazewskiego lub
zajmowalo si¢ réznymi jej wariantami. Niemniej istnieja jeszcze duze mozliwosci
rozwijania i stosowania tej metody.

Dla przedstwienia tego zagadnienia rozwazmy uklad réwnan rézniczkowych
zwyczajnych

@) x = f(x),

o prawej stronie klasy C! na R" (x = (xy, ..., X)), oraz podzbiér otwarty Q prze-
strzeni R".

Podamy teraz pewne definicje. Jezeli dla jakiego$ punktu p brzegu zbioru Q
istnieje liczba dodatnia r oraz rozwiazanie x(f), takie ze x(0) = p,x(t)e Q, dla
—r < t < 0, to méwimy, ze punkt p jest punktem wyjécia. Jezeli ponadto x(¢) ¢ O
dla 0 << t < r, to mOwimy, ze punkt p jest punktem S$cislego wejscia. Analogicznie
mozemy okresli¢ punkty wejscia i Scislego wejscia.

Podstawa metody topologicznej jest fakt, ze z zachowania si¢ uktadu (1) lub
funkcji f(x) na brzegu Q mozna czgsto otrzymaé pewne wnioski o przebiegu roz-
wigzan wewnatrz Q. Oczywista jest wlasno$¢ pozostawania wszystkich rozwigzan
wychodzacych z punktéw zbioru Q w zbiorze Q, jezeli brzeg Q nie zawiera
punktow wyjécia. W innych przypadkach efekt juz nie jest tak prosty.

Oznaczmy przez A podzbiér Q zlozony z punktow, przez ktore przechodza
calki nie pozostajace w Q. Kazdemu punktowi y zbioru 4 mozna przyporzadkowaé
punkt wyjécia e(y) (nalezacy do brzegu @); mianowicie rozwazmy catke x(t) spetnia-
jaca warunek x(0) = y. Wobec tego, ze calka x(¢) nie pozostaje w Q, istnieje liczba
dodatnia s, taka ze x(s) ¢ Q. Oznaczmy przez u minimum takich liczb. Latwo zau-
wazy¢, ze x(u) jest punktem wyjécia. Ktadziemy c(y) = x(v). Jezeli punkt c(y)
jest punktem $cistego wyjécia, funkcja c(y) jest ciagla w y. Rozszerzmy funkcje
¢() na punkty wyjscia, ktadac dla nich ¢(y) = y. W ten sposéb okreslona funkcja
c(p) jest ciagla na zbiorze 4 U S, gdzie S jest zbiorem punktéw wyjécia, i realizuje
retrakcje zbioru 4 U S na S, jezeli jest spelnione zatozenie, ze kazdy punkt wyjscia
jest punktem Scistego wyjscia. Od tego miejsca przyjmujemy, Ze zatozenie to jest
spelnione. Funkcja ¢(y) realizuje w szczegblnoéci retrakcje zbioru Z U S, gdzie Z jest
dowolnym podzbiorem zbioru A na zbidr S. Wynika stad, Ze jezeli taka retrakcja
nie istnieje, to istnieje punkt zbioru Z, przez ktéry przechodzi calka pozostajaca
w zbiorze Q. Mamy wigc istnienie calki pozostajacej w danym zbiorze, jezeli sprawdzi-
my, ze zbiér S nie jest retraktem topologicznym stosowanego zbioru. Wiasno$¢
ta jest podstawg metody topologicznej T. Wazewskiego.
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W wielu pracach metoda T. Wazewskiego byta stosowana do zagadnien asympto-
tycznych dla réwnan z perturbacja. Typowe postepowanie w tych pracach, ktérego
idea znajduje sig¢ juz w pracy Wazewskiego (') z 1947 r., przedstawia si¢ nastgpujaco.
Dla ukladu réwnan U, w jakims§ sensie prostej postaci, czgsto o znanych rozwigza-
niach (np. liniowego o stalych wspélczynnikach), konstruujemy zbior Q (zgodnie
z badanym warunkiem asymptotycznym) i rodzine zbioréw Z (moggca redukowac
sie do jednego zbioru), w ten sposéb, Ze zbidr Q i dowolny zbiér Z tej rodziny maja
juz wspomniane wlasnosci wzgledem uktadu U. Przy pewnych zatoZeniach uktad U
i dostatecznie mu bliski (w odpowiednim sensie) uklad réwnan rézniczkowych W
maja identyczne zbiory punktow wyjécia oraz silnego wyjscia. Do uktadu W (zbioru
Q i rodziny zbioréw Z) mozemy wiec zastosowaé metode topologiczng T. Wazewskie-
go i otrzymac istnienie rozwigzan asymptotycznych (pozostajacych w Q).

Stosowanie metody topologicznej do réznych zagadnien asymptotycznych oka-
zato si¢ dobrym materialem do szkolenia specjalistdw w réwnaniach rézniczkowych
zwyczajnych. Stosowanie metody topologicznej w konkretnym przypadku wymagato
z jednej strony pokonania trudno$ci analitycznych, z drugiej strony dawato pole
do okazania pomystowosci w dobieraniu zbioréw Q i Z.

Jacex SzArski (Krakow)

Nieréwnosci rozniczkowe i rownania czastkowe pierwszego
rzedu w spusSciznie naukowej Tadeusza Wazewskiego

Tadeusz Wazewski ugruntowal podstawy teorii ukladéw nieréwnosci réznicz-
kowych zwyczajnych i jako pierwszy stosowal te teori¢ systematycznie w zagad-
nieniach jednoznacznosci i istnienia oraz oceny obszaru istnienia rozwiazan réwnan
rozniczkowych zwyczajnych i czastkowych pierwszego rzedu.

W celu uproszczenia sformulowani twierdze, w dalszym ciagu naszych roz-
wazan wprowadzimy dwie definicje.

Dla dwéch punktéw x = (x4, ...,X,),y = (¥1, ..., »,) 1 ustalonego wskaZnika
J przyjmujemy nastepujace oznaczenie

i
x<yex <y k+)),x=y.

O ciagu funkeji o,(¢, x4, ..., x,) (j=1, ..., n) okreSlonych w zbiorze D powiemy,
ze spelnia warunek monotonicznosci V., jezeli dla kazdego j funkcja o; jest rosnaca
(stabo) wzgledem kazdej zmiennej Xy,..., X;_;, Xy, ..., X, Z Osobna.

Powiemy natomiast, Ze wspomniany ciag spetnia warunek W, jesli dla kazdego

(") T. Wazewski, Sur un principe topologique de I’examen de I'allure asymptotique des inté-
grales des équations différentielles ordinaires, Ann. Soc. Polon. Math. 20 (1947), str. 279-313.



