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W wielu pracach metoda T. Wazewskiego byta stosowana do zagadnien asympto-
tycznych dla réwnan z perturbacja. Typowe postepowanie w tych pracach, ktérego
idea znajduje sig¢ juz w pracy Wazewskiego (') z 1947 r., przedstawia si¢ nastgpujaco.
Dla ukladu réwnan U, w jakims§ sensie prostej postaci, czgsto o znanych rozwigza-
niach (np. liniowego o stalych wspélczynnikach), konstruujemy zbior Q (zgodnie
z badanym warunkiem asymptotycznym) i rodzine zbioréw Z (moggca redukowac
sie do jednego zbioru), w ten sposéb, Ze zbidr Q i dowolny zbiér Z tej rodziny maja
juz wspomniane wlasnosci wzgledem uktadu U. Przy pewnych zatoZeniach uktad U
i dostatecznie mu bliski (w odpowiednim sensie) uklad réwnan rézniczkowych W
maja identyczne zbiory punktow wyjécia oraz silnego wyjscia. Do uktadu W (zbioru
Q i rodziny zbioréw Z) mozemy wiec zastosowaé metode topologiczng T. Wazewskie-
go i otrzymac istnienie rozwigzan asymptotycznych (pozostajacych w Q).

Stosowanie metody topologicznej do réznych zagadnien asymptotycznych oka-
zato si¢ dobrym materialem do szkolenia specjalistdw w réwnaniach rézniczkowych
zwyczajnych. Stosowanie metody topologicznej w konkretnym przypadku wymagato
z jednej strony pokonania trudno$ci analitycznych, z drugiej strony dawato pole
do okazania pomystowosci w dobieraniu zbioréw Q i Z.

Sesja Naukowa PTM poswiecona pamieci T. Wazewskiego

Jacex SzArski (Krakow)

Nieréwnosci rozniczkowe i rownania czastkowe pierwszego
rzedu w spusSciznie naukowej Tadeusza Wazewskiego

Tadeusz Wazewski ugruntowal podstawy teorii ukladéw nieréwnosci réznicz-
kowych zwyczajnych i jako pierwszy stosowal te teori¢ systematycznie w zagad-
nieniach jednoznacznosci i istnienia oraz oceny obszaru istnienia rozwiazan réwnan
rozniczkowych zwyczajnych i czastkowych pierwszego rzedu.

W celu uproszczenia sformulowani twierdze, w dalszym ciagu naszych roz-
wazan wprowadzimy dwie definicje.

Dla dwéch punktéw x = (x4, ...,X,),y = (¥1, ..., »,) 1 ustalonego wskaZnika
J przyjmujemy nastepujace oznaczenie

i
x<yex <y k+)),x=y.

O ciagu funkeji o,(¢, x4, ..., x,) (j=1, ..., n) okreSlonych w zbiorze D powiemy,
ze spelnia warunek monotonicznosci V., jezeli dla kazdego j funkcja o; jest rosnaca
(stabo) wzgledem kazdej zmiennej Xy,..., X;_;, Xy, ..., X, Z Osobna.

Powiemy natomiast, Ze wspomniany ciag spetnia warunek W, jesli dla kazdego

(") T. Wazewski, Sur un principe topologique de I’examen de I'allure asymptotique des inté-
grales des équations différentielles ordinaires, Ann. Soc. Polon. Math. 20 (1947), str. 279-313.
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J zachodzi implikacja
j
(t,x)eD, (t,y)eD, x<y=0(tx <q(,y).

Jest oczywiste, ze warunek W implikuje warunek ¥V, natomiast proste przyktady
wskazuja na to, ze warunek W_ jest dla n > 2 istotnie mocniejszy od warunku
V.. Zauwazmy réwniez, ze w przypadku n = 1 warunek W, (a wigc i V+) jest
w sposob trywialny spelniony.

Wazewski zwrdcil uwage na role warunku W, w teorii ukladéw nieréwnosci
rézniczkowych oraz na fakt, ze pewne twierdzenia tej teorii, formulowane poprzednio
z warunkiem V__ w zalozeniach, s falszywe.

Przytoczymy tu nastepujace twierdzenie Wazewskiego [5] oraz wnioski z niego
wynikajace.

TWIERDZENIE 1. Zalézmy, Ze prawe strony ukiladu réwnan rézniczkowych zwy-
czajnych
1) dxjdt = o(t, x1,...,%,) (=1,...,n)

sq ciggle w zbiorze otwartym D i spelniajq warunek W . Niech (0, x3, ..., x2)eD.

Wéwczas istnieje docierajqca prawym kovcem do brzegu D (tzn. nie zawierajgca
sie w podzbiorze zwartym zbioru D) calka gérna w prawo, wychodzqca z punktu
0, x9, ..., x2). Oznaczmy jq przez x; = w,(t) (i=1, ..., n), a jej przedzial istnienia
przez A = [0, a). Catka ta ma nastepujgcq wlasnosé: jesli funkcje x,(t) sq ciagle w prze-
dziale A, spelniajq nierdwnosci poczqtkowe

x0 <x (@(=1,...,n

oraz nieréwnosci rozZniczkowe

) D, x;(1) < o(t, x1 (), .., x,()) (i=1,...,n),te4,
to
G) () <off) G=1,....n,ted.

Jedli dla n > 2 warunek W, zastapi si¢ stabszym warunkiem V', to wprawdzie
calka gérna w prawo istnieje w dostatecznie malym przedziale 4, oraz nieréwnosci
(3) sa spelnione pod warunkiem, ze punkt (x1 ©,..., x,,(O)) jest dostatecznie bliski
punktu (x?,...,x2), natomiast — jak pokazuja podane przez Wazewskiego
kontrprzyktady [5] — w przypadku tym: 1° catka gérna w prawo moze nie daé si¢
przedluzyé jako catka gérna do brzegu D, oraz 2° nieréwno$é (3) moze nie zachodzié
w zadnym punkcie przedziatu A.

Ztwierdzenia 1 wynika nastepujace [5]

TWIERDZENIE 2. JeSli przy zaloZeniach twierdzenia 1 o prawych stronach ukladu
(1) przyjmiemy, ze funkcje x;(t) sq ciqgle w przedziale Ay = (—a, a), spelniajq nie-
réwnosci poczqtkowe

%O < x> (=1,...,n)

oraz nieréwnosci rézniczkowe
}D-i-'xl(t)l < U{(!ﬂ? le(t)[’ LA ] Ixn(t)])! te Al (i= 19 ey n),
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to
Ol < o (lth), ted, (i=1,...,n).

Z twierdzenia 2 uzyskuje si¢ natychmiast jako wniosek twierdzenie o ocenie
réznicy dwoch catek uktadu réwnan rézniczkowych zwyczajnych [5].

TWIERDZENIE 3. Jezeli prawe strony ukladu réwnarn

(G dxjdt = f,(t, x4, ...,x,) (@(G=1,...,n)
speiniajq warunek
(5) Ifi(ta X1y eees xﬂ)——j;(t’ Yiseees ;V,,)! < O-i(it‘ a‘xl_yl.L ey lxn—yni)’

a (x1(), cees %, (D), (r1®, .-, ¥.(O)) sa dwoma calkami ukladu (4) w przedziale
A4,, spelniajgcymi nieréwnosci poczqtkowe

[%©@—yOl <x? @(=1,...,n),

to przy zaloZeniach twierdzenia 1 o prawych stronach ukladu (1) (poréwnawczego)
zachodzq nieréwnosci

lx,O)—=y:(0)] < w; (), ted, (=1,...,n).

Z ostatniego twierdzenia otrzymuje si¢ [5] bardzo ogdlne kryteria jednoznacz-
nof$ci rozwigzania problemu poczatkowego dla uktadu réwnan (4). Jesli mianowicie
zalozy sig, ze jest spetniony warunek (5) oraz ze jedyne rozwiazanie ukladu (1)
(poréwnawczego), wychodzace w prawo z punktu (0,0, ...,0) znika identycznie
(catka gérna w prawo wychodzaca z tego punktu znika wigc identycznie), to dwie
catki uktadu (4) w przedziale 4,, spelniajace w punkcie 0 te same warunki poczatkowe,
s identyczne w 4;. W oparciu o twierdzenie 2 mozna takze szacowa¢ calki uktadu
réwnan (4) oraz przedzialy ich istnienia [S].

Analogon twierdzenia 3 uzyskany przez Tadeusza Wazewskiego [3] dla uktadu
przekatniowego (tj. takiego, ze i-te rownanie zawiera pochodne tylko i-tej funkcji)
réwnan czastkowych pierwszego rzedu brzmi nastepujaco:

TWIERDZENIE 4. Zalézmy, Ze prawe strony ukladu réwian czqstkowych

(6) U= X, P15 eees Voo Uy ooy U7 uj,l, oo uj,m) (i=1,...,n

spelniajq warunek

}fi(xa.Vn “-9ym’ ul’ LR u"’pis "'spm)-fi('xayl, -"5yms vl’ ey V",‘h, LR ] qm)h
m
oy(x], [u =V, o "=V +M YIp—g)l.
j=1

Niech ui(x, ¥y, .-y Yp) 0raz V(X, Y1, <ee, ¥,)) (i=1,...,n) bedq dwoma rozwiqza-
niami ukladu (6), klasy C' w zbiorze

(7) le <a, ly_,l < b_]_M]xl (J'_: 1,..., m),
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Spelniajgcymi nieréwnosci poczqtkowe
1, Y1y eves Y=V O, ¥1s sy S 30 (G=1,..,m).

Wowezas przy zaloZeniach i oznaczeniach twierdzenia 1 zachodzq w zbiorze (7)
nieréwnosci

lui(xd’u ---,ym)—vi(x»h, 9ym)l < COi(I.X']) (l= 15 '“,n)°

Z twierdzenia tego uzyskuje si¢, podobnie jak dla réwnan rézniczkowych zwy-
«czajnych, bardzo ogélne kryteria jednoznacznosci rozwiazania problemu poczatko-
wego dla ukladu postaci (6). W tym miejscu wypada podkresli¢, ze Wazewski po raz
pierwszy wyrdznit klasg uktadow przekatniowych jako tych, dla ktérych przy stabych
zalozeniach o prawych stronach ma miejsce jednoznaczno$é rozwigzania klasy C*
problemu poczatkowego.

Teoria nierownoséci rozniczkowych zwyczajnych zawdziecza Wazewskiemu
wersje ,,naskérkowa” [6] tej czeSci tezy twierdzenia 1, ktéra dotyczy nieréwnosci
rézniczkowych (2) w przypadku #» = 1. Wersja ta zostala uogélniona dla dowolnego
n przez W. Mlaka.

Nazwijmy mianowicie ,,naskérkiem” o grubosci ¢ > 0 catki x; = w(¢) zbidr

N = {(t, x):ted, x € (w1(t), w1(t)+8)}
oraz polézmy
E={ted: (t,x,())eN}.

Ot6z, jesli zalozymy, ze nieréwnos¢ rézniczkowa (2) przy n = 1 zachodzi w zbiorze
E, to teza (3) twierdzenia 1 utrzymuje si¢. Innymi stowy, w twierdzeniu 1 wystarczy
zalozy¢, ze nieréwnosé rézniczkowa (2) jest spelniona w tych punktach przedziatu
4, dla ktérych krzywa x; = x, (f) zawiera sie w ,,naskorku” calki gérnej x; = w4 (7).

Na zakoriczenie oméwimy podstawowe wyniki Tadeusza Wazewskiego dotyczace
oceny obszaru istnienia rozwigzania problemu poczatkowego dla réwnan czastkowych
pierwszego rzedu.

Zacznijmy od jednego réwnania

(8) ux=f(x9y13-*'>ym’uauy:)°-~)u_ym)
z warunkiem poczatkowym
(9) U(O,yuuwym):C()’n---,}’m)

przy zalozeniu, Ze prawa strona réwnania i funkcja poczgtkowa sg klasy C', a ich
pierwsze pochodne spelniaja warunek Lipschitza.

Konstrukcja rozwigzania problemu (8), (9) za pomoca metody charakterystyk
Cauchy’ego przebiega — jak wiadomo — nastgpujaco. Rozwaza si¢ uklad réwnan
rézniczkowych zwyczajnych, okre§lajacych wstegi charakterystyczne réwnania (8)

mi
(10) dyfdx=—f,, dejdx=f— Y'qf,, dqjdx=f,+qf,
Jj=1

G=1,...,m).
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Oznaczmy przez
Y=Y, s M)y 2=2(6 00 s M)y G =X ey ey M)
catke ukladu (10) spetniajaca warunki poczatkowe

J",((), Niseees l’]m) = njs Z(Os N1y eees nm) = c(nls LERES nm)9
g;0,91, ., 1) =, (15 oM (G=1,...,m)

i wezmy pod uwage transformacje

(11 V=YX 015 s ) (G=1,...,m)
X =X.
Jak wiadomo, je§li ¥ oznacza obszar, w ktérym transformacja (11) jest klasy C*,
odwracalna i ma jakobian rézny od zera, jesli dalej U jest obrazem V poprzez trans-
formacje (11), a
"7j=77j(X,J’1a---, m) (j:‘l,”',m)) X=X,

jest transformacja odwrotna, wéwczas funkcja

U(E, Vs oeos P) = Z(X 1206, D1y oees Imds oovs T3 V15 o5 V)

jest w obszarze U rozwigzaniem klasy C! problemu (8), (9).

Otéz Wazewski, wykorzystujac systematycznie metodg nieréwnoséci rézniczko-
wych zwyczajnych, oszacowat [1], [4] obszary V' i U, a w szczeg6lnosci ten ostatni
jako zbidér postaci (7). W ten sposéb uzyskat twierdzenie o istnieniu oraz oceng
obszaru istnienia rozwigzania problemu (8), (9) przy wymienionych wyzej stabych
zatozeniach regularno$ci prawej strony réwnania i funkeji poczatkowe;.

Wynik ten uogolnit Wazewski [2] na uklady przekatniowe (6) z warunkami
poczatkowymi

(12) w0, 1, s V) =15 V) (=1,...,m).

Problem (6), (12) rozwiazal Wazewski okreslajac w nastepujacy sposéb kolejne
przyblizenia
WX, Y1y e V) =1y ooy y) (=1,...,0),

1,k—1 nk-1 ik ik
L., U ,uyl,...,uy"),

“ik(O,J’n---a m)=ci(y1a'~'3ym) (i=l,...,m).

uzczfi(xayla "‘9ymsu

Jak widaé, dla wyznaczenia k-tego przyblizenia mamy do rozwigzania m réwnan,
z ktorych kazde zawiera tylko jedna funkcj¢ niewiadoma i do ktdrego stosuje si¢
poprzednio omdéwione twierdzenie.

Twierdzenie Tadeusza Wazewskiego dotyczace istnienia i oceny obszaru istnienia
rozwigzania problemu (6), (12) bylo pierwszym wynikiem tego typu w odniesieniu
do ukladéw réwnan czastkowych pierwszego rzedu.



76 J. Szarski

Prace cytowane

[1]1 T. Wazewski, Sur Iappréciattion du domaine d’existence des intégrales de I’équation aux déri-
vées partielles du premier ordre, Ann. Soc. Polon. Math. 14 (1935), str. 149-175.

[21 — Sur le probléme de Cauchy relatif @ un systéme d’équations aux dérivées partielles, ibidem
15 (1936), str. 101-127.

[31 — Sur Punicité et la limitation des intégrales de certains systémes d’équations aux dérivées partiel-
les du premier ordre, Ann. Mat. Pura Appl., Ser. IV, 15 (1937), str. 155-158.

[41 — Uber die Bedingungen der Existenz der Integrale partieller Differentialgleichungen erster
Ordnung, Math. Z. 43 (1938), str. 522-532.

[5] — Systémes des équations et des inégalités différentielles ordinaires aux deuxiémes membres mono-
tones et leurs applications, Ann. Soc. Polon. Math. 23 (1950), str. 112-166.

[6] — Certaines propositions de caractére ,.épidermique” relatives aux inégalités différentielles,
ibidem 24 (1952), str. 1-12.

ANDRZE] LasOTA (Krakow)

Odwzorowania otwarte w dowodach twierdzen
o istnieniu rozwiazan réwnan roézniczkowych

Zastosowanie metod topologicznych w teorii rownan rézniczkowych ma dluga
i pigkna histori¢. Jednym z waznych etapow tej teorii byla metoda retraktowa Wa-
zewskiego, ktéra znajduje dzi$§ coraz szersze zastosowanie. Ale na seminarium Pro-
fesora Wazewskiego mozna si¢ byto nauczy¢ nie tylko Jego metody. Starat si¢ On,
aby kazdy z nas umiatl patrze¢ na réwnania rézniczkowe z mozliwie ogélnego punktu
widzenia, dysponujac calym bogatym arsenalem srodkéw topologicznych. O mozti-
wosci zastosowania twierdzenia o odwzorowaniach otwartych w teorii probleméw
brzegowych miatem moznoéé dyskutowania z Profesorem Wazewskim wielokrotnie.
W krétkim referacie nie sposob ‘stresci¢ tych dyskusji i nie sposéb przytoczyc listy
choéby najwazniejszych wynikow. Postaram si¢ tylko pokazaé na kilku przyktadach,
w jaki sposéb ,,malo egzystencjalne” twierdzenie topologiczne moZe by¢ Zrédiem
konkretnych rezultatéw dotyczacych istnienia rozwiazan réwnan rézniczkowych.

Dla przestrzeni Banacha twierdzenie o odwzorowaniach otwartych mozna
sformutowaé¢ nastgpujaco: Niech T: 2 — E ({2 < E, E przestrzefi Banacha) begdzie
odwzorowaniem ciaglym i zwartym. Jezeli zbidr £2 jest otwarty, a odwzorowanie

Qa3x—+D(x)=x—T(x)eE

jest réznowartoéciowe, to zbidr @(2) jest réwniez otwarty. Przypomnijmy, Ze od-
wzorowanie T nazywa si¢ zwarte, jezeli dla kazdego zbioru ograniczonego S < £
domknigcie zbioru T'(S) jest zwarte. Oczywiscie w przypadku, gdy E jest przestrzenia
skoficzenie wymiarowa, kazde odwzorowanie ciggle jest réwnocze$nie zwarte.



