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ANDRZE] LasOTA (Krakow)

Odwzorowania otwarte w dowodach twierdzen
o istnieniu rozwiazan réwnan roézniczkowych

Zastosowanie metod topologicznych w teorii rownan rézniczkowych ma dluga
i pigkna histori¢. Jednym z waznych etapow tej teorii byla metoda retraktowa Wa-
zewskiego, ktéra znajduje dzi$§ coraz szersze zastosowanie. Ale na seminarium Pro-
fesora Wazewskiego mozna si¢ byto nauczy¢ nie tylko Jego metody. Starat si¢ On,
aby kazdy z nas umiatl patrze¢ na réwnania rézniczkowe z mozliwie ogélnego punktu
widzenia, dysponujac calym bogatym arsenalem srodkéw topologicznych. O mozti-
wosci zastosowania twierdzenia o odwzorowaniach otwartych w teorii probleméw
brzegowych miatem moznoéé dyskutowania z Profesorem Wazewskim wielokrotnie.
W krétkim referacie nie sposob ‘stresci¢ tych dyskusji i nie sposéb przytoczyc listy
choéby najwazniejszych wynikow. Postaram si¢ tylko pokazaé na kilku przyktadach,
w jaki sposéb ,,malo egzystencjalne” twierdzenie topologiczne moZe by¢ Zrédiem
konkretnych rezultatéw dotyczacych istnienia rozwiazan réwnan rézniczkowych.

Dla przestrzeni Banacha twierdzenie o odwzorowaniach otwartych mozna
sformutowaé¢ nastgpujaco: Niech T: 2 — E ({2 < E, E przestrzefi Banacha) begdzie
odwzorowaniem ciaglym i zwartym. Jezeli zbidr £2 jest otwarty, a odwzorowanie

Qa3x—+D(x)=x—T(x)eE

jest réznowartoéciowe, to zbidr @(2) jest réwniez otwarty. Przypomnijmy, Ze od-
wzorowanie T nazywa si¢ zwarte, jezeli dla kazdego zbioru ograniczonego S < £
domknigcie zbioru T'(S) jest zwarte. Oczywiscie w przypadku, gdy E jest przestrzenia
skoficzenie wymiarowa, kazde odwzorowanie ciggle jest réwnocze$nie zwarte.
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Aby zilustrowac sposob, w jaki twierdzenie o odwzorowaniach otwartych mozna
stosowaé w dowodach twierdzefi o istnieniu rozwiazan, zaczniemy od przykladu
spoza teorii rownan rozniczkowych. Rozwazmy réwnanie

M x = Ax+b,

gdzie A jest liniowym i zwartym odwzorowaniem przestrzeni Banacha E w siebie.
Klasyczne twierdzenie Riesza-Fredholma powiada, Ze réwnanie (1) ma dla kazdego
b € E dokladnie jedno rozwiazanie, jezeli tylko rownanie jednorodne

) X = Ax

ma wylacznie rozwiazanie zerowe. Podamy dowdd tego twierdzenia. Z liniowosci
operatora A i jednoznaczno$ci rozwiazan rownania (2) wynika, Ze odwzorowanie

x—> D(x) = x—Ax

jest roznowartosciowe. Zgodnie z twierdzeniem o odwzorowaniach otwartych
zbidr @ (E) jest otwarty. Z drugiej strony DP(E) jest podprzestrzenia liniowa prze-
strzeni E, poniewaz @ jest operatorem liniowym. Jedyng (niepusta) podprzestrzenig
liniowa E, ktéra jest réwnoczes$nie zbiorem otwartym w E jest cala przestrzen E;
jest zatem @(E) = E. Dla kazdego b € E istnieje wigc dokladnie jedno x e E takie,
ze @(x) = b, co konczy dowdd.

Przejdziemy teraz do teorii réwnan rézniczkowych. Rozpatrzmy uklad

(3) x’ "—“f(t,)C), as t<b,
z warunkiem brzegowym
4 Ax(a) +Bx(b) = r,

gdzie r, x(¢), f(t, X) sa n wymiarowymi wektorami, a 4 i B macierzami kwadrato-
wymi wymiaru nX#n o wspolczynnikach statych. Przyjmiemy, ze funkcja f: [a, b] X
R"— R" jest ciagla i taka, ze spelniony jest nastgpujacy warunek regularnosci
ze wzgledu na problem poczatkowy Cauchy’ego:

(C) Dla kazdego punktu (¢, ro) € [a, b] X R istnieje dokladnie jedno rozwigza-
nie réwnania (3) okre§lone w przedziale [a, ] i takie, ze x(t,) = ro.

Problem brzegowy (3)-(4) bedziemy rozwazali przy ustalonej funkcji £ i dla
macierzy A4, B nalezacych do pewnych zbiordw w przestrzeni R**" oznaczonych
odpowiednio przez & i #. Zachodzi nastgpujace

TWIERDZENIE 1. Niech dana bedzie tréjka (f, o , B) taka, Ze f spelnia warunek (C)
i przynajmniej jeden ze zbioréw o , B jest otwarty. Jezeli dla kazdego zespolu A e,
Be B, re R" problem (3)-(4) ma co najwyzej jedno rozwiqzanie, to dla wszystkich
Ae f,BeB oraz r € R" problem (3)—(4) ma dokladnie jedno rozwiqzanie.

Twierdzenie to przypomina alternatywg Fredholma, ale dotyczy rdwnania
nieliniowego. Podamy ide¢ dowodu. Zalézmy, ze zbiér & jest otwarty, ustalmy
A, B i rozpatrzmy odwzorowanie g — u(q) dane wzorem

u(q) = Ax(a, 9)+Bx(b, q),
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gdzie x(-,q) oznacza rozwiazanie réwnania (3) spelniajace warunek poczatkowy
x(a,q) = q. Z klasycznych twierdzen o ciaglej zaleznoSci rozwiazan od warunkdéw
poczatkowych wynika, Zze u jest odwzorowaniem ciaglym. Z jednoznacznosci pro-
blemu (3)-(4) wynika, Ze u jest réznowartosciowe. Zbidr u(R") jest wigc otwarty.
Jezeli u(R") = R", to dla kazdego r € R" istnieje dokladnie jedno g € R" takie, Ze
u(q) = r. Funkcja x(-, q) jest wowczas szukanym rozwigzaniem problemu (3)-(4).
Jezeli u(R™) # R", to jak latwo pokazaé, istnieja ,,dowolnie bliskie” punkty
r1 = u(qy), r» = u(g,) odpowiadajace ,,odleglym” punktom g;,4, (|g:—¢2| > D).
Korzystajac z otwartoséci zbioru &/ mozna wéwczas znalez¢ macierz Awe o ,,bliska”
A i taka, ze x(, q,) i x(*, q,) spetniaja ten sam warunek brzegowy (4) odpowiednio
7 macierzami 4 i B. To ostatnie jest sprzeczne z jednoznacznoscia problemu (3)4),
poniewaz x(-,q,) i x(+,g,) sa dwoma réznymi rozwiazaniami réwnania (3). Przy-
padek u(R") # R" jest wiec niemozliwy, co konczy dowdd.

Twierdzenie 1 przenosi si¢ na inne typy rownan i probleméw brzegowych. Za-
miast (3) mozna na przyklad rozpatrywa¢ rownanie z opdznionym parametrem

3" x' () ==f(t, x(t——h)).
Wypowiedz jest wowczas jeszcze prostsza, bo nie jest potrzebny warunek (C). Mozna
réwniez zastapi¢ problem brzegowy (4) przez inny, bardziej ogdélny, problem po-
staci ’
@) Lx=r,
gdzie L jest odwzorowaniem liniowym i ciaglym z przestrzeni funkcji cigglych
x: [a, b] > R* w przestrzeh R". Zamiast zbioréow &/, # rozwaza si¢ wOwczas
otwarty zbidr operacji liniowych.

Ciekawe (i trudne!) sa préby przeniesienia twierdzenia 1 na réwnania wyz-
szych rzedéw. Rozpatrzmy réwnanie rzedu drugiego

&) x" = f(, x, x:)’
gdzie f: [a, 5] X R* — R jest ciagla i spelnia warunek
(C,) Dla kazdej trdjki (2o, ro, 1) € [a, b] X R? istnieje dokladnie jedno rozwia-
zanie réwnania (5) okre$lone na przedziale [, ] i takie, ze x(fo) = ro, X (fo) = ry.
Réwnanie (5) rozpatrujemy wraz z warunkiem brzegowym

(6) Xt )tax(t) =ry, X (t)+px(t) =r,.
Mamy wdéwczas nastepujace

TWIERDZENIE 2. Niech dana bedzie para (f, S), gdzie f jest funkcjq spelniajacq
(Cy), a S jest podzbiorem otwartym plaszczyzn R2. Jezeli dla kazdego zespolu liczb
a, B, ty, 1y, ry, r, takich, ze

(@a,P)esS; a<t;<t,<b; r,reR,

problem (5)<6) ma co najwyzej jedno rozwigzanie, to dla kazdego takiego zespolu
problem ten ma dokladnie jedno rozwigzanie (wazne w przedziale [a, b]).
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W dowodzie tego twierdzenia wyKkorzystuje sie¢ réwnocze$nie wlasnosci odwzo-
rowant otwartych i metode nieréwnos$ci rozniczkowych.
Twierdzenia typu

Jednoznaczno$é Istnienie
N =>

rozwigzan rozwigzan

sa nie tylko interesujace same dla siebie. Sg one wygodnym narz¢dziem w dowodachs
istnienia rozwiazan, jako ze jednoznacznosci dowodzi si¢ na ogét latwiej. Na za-
konczenie podamy przyklad takiego zastosowania dla réwnania (5). Zatézmy, ze
funkcja f(¢, x, y) spetnia warunek (C,) i jest silnie rosngca wzgledem zmiennej y.
Udowodnimy, ze dla wszystkich

a<0, f>0; a<fi<t<b; r,reR,

problem (5)-(6) ma dokfadne jedno rozwigzanie. Poniewaz zbiér S podyktowany
przez nieréwnosci @ < 0, § > 0 jest otwarty, wigc wystarczy pokazaé jednoznacz-
no$é rozwigzan. Prowadzimy dowod niewprost. Niech x;, x, beda dwoma réznymi
rozwigzaniami problemu (5)—(6). Ze wzgledu na warunek (C,) nie moze by¢ x; = x,
w przedziale [t,?,]. Réznica x = x;—x, przyjmuje wiec w przedziale [t;, t,}
maksimum dodatnie lub minimum ujemne. Ograniczmy si¢ do pierwszego
przypadku (dodatnie maksimum), drugi jest analogiczny. Z warunkéw brzegowych
wynika, 7e

X (t)+ox(t) =0, ¥ (t)+Bx(t) = 0.

Z nieréwnosci tych wynika, Ze maksimum dodatnie nie moze by¢ przyjete na kofi-
cach przedziatu. Gdyby na przyklad wypadlo w punkcie #,, to mielibySmy x'(¢,) < 0,
co jest niemozliwe. Dodatnie maksimum wystepuje wigc we wnetrzu przedziatu
[t1, t2], powiedzmy w punkcie #. Mamy wtedy.

x@H>0, x@®=0, x"'@®<oO.
Z drugiej strony z réwnania (5) i monotoniczno$ci f wynika, Ze
x" (@) = f(F, %1 @), X, D) —f{Z, x2(3), x,,(F)) > 0.

bo x;(F) > x,(#) oraz x} (¥) = x,,(f). Otrzymana sprzeczno$é konczy dowéd jedno-
znacznos$ci, a wigc 1 dowod istnienia rozwigzan.

Zauwazmy, ze dowdd jednoznacznosci byl bardzo krétki i standardowy (zasada
maksimum!). Istnienie rozwiazan otrzymaliSmy przy okazji. Pierwotny dowdd
istnienia rozwigzan byt w tym wypadku bardzo dlugi.

Wiecej szczegfléw na poruszony temat mozna znalezé w monografii [1] i arty-
kule przegladowym [3]. Niektore nowe rezultaty zawarte sa w pracy [2].
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ANDRZEJ PELCZAR (Krakdw)

O metodzie kolejnych przyblizen

1. Jedna z podstawowych i najprostszych metod dowodzenia twierdzen o istnie-
niu rozwigzan réwnan rézniczkowych zwyczajnych, a takze réwnan czastkowych
pewnych typdw, jest metoda kolejnych przyblizen. Znanych jest kilka wariantéw
tej metody, przy czym réznice miedzy nimi sa dwojakiego typu; sa to mianowicie
réznice w konstrukgeji ciggu kolejnych przyblizen oraz réznice w metodach dowodéw
zbieznosci. 1 tak na przykiad, dla problemu Cauchy’ego

6)) ,y' = f(x,5), y(x%=)°,

ktory przy wiadomych, stosownych zalozeniach o funkcji f mozna zastapi¢ réwno-
waznie problemem

@ -~ Y@=+ [ flt.y@)dr,

najbardziej znanym jest klasyczny ciag kolejnych przyblizef

©) Yo =3 3@ ="+ [ty @)dr, n=1,2,..,

przy czym podstawowa metoda dowodu zbieznosci (jednostajnej) tego ciggu w od-
powiednim przedziale do rozwiazania problemu (3) jest tak zwana metoda szeregéw
zbieznych (poréwnawczych). Mozna tutaj zastosowaé jednak takze i pewne inne
metody; o jednej z nich, nie postugujacej si¢ szeregami (a przez to nadajacej sie
dobrze do uogdlnien i stosowania poza teorig réwnan rézniczkowych, do innych
probleméw, dotyczgcych pewnych réwnan w ogélnych — nie koniecznie liniowych —
przestrzeniach), pochodzacej od Tadeusza Wazewskiego, bgdzie mowa poniZej
w rozdziale 2.

Oprécz wspomnianego wyzej sposobu konstrukcji ciggu kolejnych przyblizen
(3), mozna dla zadanego problemu Cauchy’ego konstruowaé cigg kolejnych przy-



