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ANDRZEJ PELCZAR (Krakdw)

O metodzie kolejnych przyblizen

1. Jedna z podstawowych i najprostszych metod dowodzenia twierdzen o istnie-
niu rozwigzan réwnan rézniczkowych zwyczajnych, a takze réwnan czastkowych
pewnych typdw, jest metoda kolejnych przyblizen. Znanych jest kilka wariantéw
tej metody, przy czym réznice miedzy nimi sa dwojakiego typu; sa to mianowicie
réznice w konstrukgeji ciggu kolejnych przyblizen oraz réznice w metodach dowodéw
zbieznosci. 1 tak na przykiad, dla problemu Cauchy’ego

6)) ,y' = f(x,5), y(x%=)°,

ktory przy wiadomych, stosownych zalozeniach o funkcji f mozna zastapi¢ réwno-
waznie problemem

@ -~ Y@=+ [ flt.y@)dr,

najbardziej znanym jest klasyczny ciag kolejnych przyblizef

©) Yo =3 3@ ="+ [ty @)dr, n=1,2,..,

przy czym podstawowa metoda dowodu zbieznosci (jednostajnej) tego ciggu w od-
powiednim przedziale do rozwiazania problemu (3) jest tak zwana metoda szeregéw
zbieznych (poréwnawczych). Mozna tutaj zastosowaé jednak takze i pewne inne
metody; o jednej z nich, nie postugujacej si¢ szeregami (a przez to nadajacej sie
dobrze do uogdlnien i stosowania poza teorig réwnan rézniczkowych, do innych
probleméw, dotyczgcych pewnych réwnan w ogélnych — nie koniecznie liniowych —
przestrzeniach), pochodzacej od Tadeusza Wazewskiego, bgdzie mowa poniZej
w rozdziale 2.

Oprécz wspomnianego wyzej sposobu konstrukcji ciggu kolejnych przyblizen
(3), mozna dla zadanego problemu Cauchy’ego konstruowaé cigg kolejnych przy-
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blizen, w ktérym zmienia si¢ takze warunek poczatkowy. Taka metoda stosowana
jest — z pewnymi wariantami — w dowodach pewnych twierdzen o nieréwnoéciach
rézniczkowych i catkowych, a takze w dowodach twierdzen o istnieniu rozwiazan
ekstremalnych.
Jezeli funkcja f= f(x, y) jest funkcja postaci g= g(x,y,y), to rozwaza si¢
czesto ciag kolejnych przyblizenn postaci:
X

@ 7™ =3, y®=3+ [(t,r®, A @O)dt, n=1,2,...

x0

Przy pewnych zatoZeniach o funkcji g, ciag (4) jest szybciej zbiezny do rozwig-
zania (zazwyczaj jedynego, gdyz przyjmuje si¢ na ogot zatoZzenia gwarantujace jedno-
znaczno$¢ rozwiazan) naszego problemu niz ciag (3). Na temat tego wariantu me-
tody kolejnych przyblizen oraz szeregu jego modyfikacji (dotyczacych na przyklad
réwnan typu » = g(x, y,»")) opublikowano wiele wynikéw; na ten temat pisal
tez Profesor WazZewski i jego uczniowie.

Do pewnych wariantéw metody kolejnych przyblizen mozna zaliczy¢ takze kla-
syczna metod¢ lamanych Eulera wraz z wieloma jej modyfikacjami, jak i rowniez
metode Tonelliego, stosowang przez wielu autoréw w teorii réwnan rézniczkowych
zwyczajnych, czastkowych, oraz rownan z przesunietym argumentem.

2. W niniejszym rozdziale zostanie przedstawiona w zarysie metoda Wazewskiego
dowodzenia zbieznosci ciagu (3) bez uzywania szeregdw. Zajmiemy si¢ problemem
(1), ktéry przy przyjetych przez nas zaloZeniach bgdzie rownowazny problemowi
(2), przyjmujac nastgpujace zalozenia o funkcji f:

(1) f jest funkcja rzeczywista, ciagla w pewnym obszarze £ < R?; zakladamy,
7e obszar £ jest tak duzy, iz sa sensowne wszystkie warunki wypisane ponizej,

(II) istnieje funkcja rzeczywista o okre§lona w [0, @)X [0, o0), ciggl 1 nieu-
jemna, taka ze

@ [f(x, )—=f(x, W) < o(x, [y—ul),

GO u<y = olx,u < o(x,v),

©) o(x,0) =0,

(d) jedynym rozwigzaniem problemu
) ' =ow(x,u), u) =0,
okres§lonym w [0, @) jest u = O.

W celu sformutowania jeszcze jednego zatoZenia wprowadzimy pewna definicje.
Niech 3° € R bedzie takie, ze (0,3°) e Q.

Rozwazaé bedziemy teraz pewna klase D(y°) funkcji [0, @) — R, okreélong jak
nastgpuje: y € D(y°) wtedy i tylko wtedy, gdy y: [0, @)~ R jest funkcja ciagla
i istnieje funkcja ciagla s: [0, a) — R, taka ze

©) |y@—y— [ 1(t, y(t))dt‘ <s() dla xe[0,q)
0
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oraz
x

(7 f w(t, s())dt < s(x) dla xe[0,a).
)]
Zakladamy teraz, ze y°e€ R jest tak wybrane, iz (0, y°) e Q oraz
(III) zbiér D(¥°) jest niepusty.
Uwaga. Zatozenie (III) jest spelnione na przyklad wtedy, gdy f spelnia warunek
Lipschitza ze wzgledu na druga zmienng, to znaczy gdy przyjmiemy

® w(t,x) = K-x, gdzie K jest pewng stala.

TWIERDZENIE. Przy powyziszych zaloZeniach, dla dowolnie wybranej funkcji
Yo €D(°), ciag {y,} zdefiniowany wzorem:

(3/) yn(‘x)=y0+ ff(ts y:;-l(t))dta n= ls 2, veey XE[O, a)’

Jest niemal jednostajnie zbiezny w [0,a) do jedynego rozwigzania y problemu (1),
gdzie poloiono x° =0,

Uwagi. To ze rozwazamy przypadek x° = 0 nie ma oczywiscie istotnego zna-
czenia; twierdzenie jest — przy naturalnej modyfikacji zalozen — prawdziwe dla
dowolnego x°. Istotne natomiast uproszczenie tkwi w milczacym zaloZeniu, zro-
bionym implicite w odniesieniu do fi obszaru 2 (por. (I)); zakladamy mianowicie,
ze ciag (3') jest okre§lony w calym przedziale [0, a). Gdyby ten warunek nie
zachodzil, to teza odnosilaby si¢ do pewnego podprzedzialu [0, a®) przedziatu
[0, @).

Dowdéd twierdzenia. Przede wszystkim zauwazmy, Zze zaloZenie (II) daje
istnienie co najwyzej jednego rozwigzania naszego problemu.

Dowdéd zbieznosci ciagu (3') dzielimy na dwa etapy.

I. Polézmy .
£
© W) = 1ro@—yi ().
Wobec tego, ze y, € D(3°), istnieje w,: [0, @) - R, funkcja ciggla, taka ze
(10) w(x) < W)
oraz
an fw(t, wo(D))dt < wy(x), dla xe[0,a).

o]

Definiujemy teraz cigg
X

12) W, (%) = f w(t, w,_ (t)dt, n=1,2,...
[1}

Okazuje sie¢ latwo, ze:

(13) w,(X)<w,_,(x), n=1,2,..., xe[0,a);

(14 lyn+1(x) _yn(x), < wn(x)’ n=0,1,2,...
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Wobec (13) i regularnosci w,, ciag (12) jest zbiezny (niemal jednostajnie w [0, o))
do funkcji u, ktora jest ciagla i musi spelnia¢ réwnanie

x

u(x) = f o (t, u()dt,

(o]

a ‘wigc na mocy (d) jest zerem w [0, a).
II. Niech s,,,(x) £ |7,(x) —p,,(x)|. Latwo sprawdzi¢, ze
x
15) sm@ < [ 0 (t, 5m@)dt+2w,(x)  dlan<m.
0
Stad otrzymujemy

(16) Sam(¥) < W(x; 1),
gdzie w(-;n) jest rozwigzaniem maksymalnym w [0, @) réwnania

X

an z(x) = f (£, z(2)) dt+2w,(x).

[¢]

Nieréwnosci (16) dowodzi si¢ w oparciu o klasyczne wyniki z teorii nieréwnosci
rézniczkowych; mozna tez skorzystaé z pewnych twierdzen o nieréwnosciach
catkowych.

Ciag {w(:; n)} dazy do zera gdy n—> oo (bo {w,} dazy do zera). Zatem {s,,,}
dazy (niemal jednostajnie) do zera, gdy n, m — co. Stad wynika, ze ciag {y,} jest
zbiezny niemal jednostajnie. Jego granica musi by¢ rozwiazaniem naszego problemu.
W ten sposdb dowdd zostal zakoniczony.

Uwaga. Podane powyZej twierdzenie mozna na szereg sposobow uogolnic.
W szczegdlnosci mozna przyja¢ nieco inne zatoZenia niz koniunkcja warunkow
(ID—e) i (IID); T. Wazewski wypowiedzial jedno z takich zalozer przy uzyciu tak
zwanego elementu kontrakcji. Mozna tez zaklada¢ zamiast (IT)~(d), jednoznaczno$¢
rozwigzania pewnego rownania catkowego lub nieréwnoéci catkowej, w stosownych
klasach funkcji.

‘Zaprezentowana tutaj wersja twierdzenia o zbieznoSci ciggu (3') bez uzycia
szeregéw miala zilustrowaé jedynie zasadnicza ide¢ metody i nie moze pretendowaé
do miana najogdlniejszej.

Przedstawiona wyzej, jedna z kilku klasycznych juz w tej chwili, wersja metody
Wazewskiego dowodu zbieznosci (3') bez uzywania szeregéw, moze byé z powodzeniem
stosowana — po stosownym zmodyfikowaniu — w teorii réwnan czastkowych
typu hiperbolicznego, w teorii réwnan z przesunigtym argumentem, a takze poza
teorig réwnan rézniczkowych. Na ten temat ukazalo si¢ juz co najmniej kilkadziesiat
prac roznych autordow. Zasadnicza idea tej metody zostata przedstawiona przez Ta-
deusza Wazewskiego w dwu pracach opublikowanych w Biuletynie P. A. N. w 1960 .
(tom 8, no 1 (1960), str. 4346 i 47-52).
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3. Na zakonczenie wypada dodaé jeszcze kilka uwag na temat jednoznacznosci
rozwigzan, wigzacej si¢ — jak to widaé na wielu klasycznych przykladach — z za-
gadnieniem zwiazku migdzy zbieznoscig ciggu kolejnych przyblizen a zbieznoscig
do zera ciggu réznic dwu kolejnych wyrazéw ciagu kolejnych przyblizen. Jesli zanali-
zujemy dokladnie rozumowanie przedstawione w rozdziale 2 i wyizolujemy stosowny
fragment, to okaze si¢, Ze mozna by, po nieznacznej zmianie zalozen i po odpo-
wiednim ich przeformulowaniu, uzyskaé zbiezno§¢ ciagu kolejnych przyblizen
w oparciu o jednoznaczno$¢ rozwiazania (to znaczy przy zaloZeniu, Ze istnieje co
najwyzej jedno rozwigzanie) i o zbiezno$¢ do zera ciagu {|y,—y,_,|}. Obserwacja ta
zwigzana jest z ogdlniejsza uwaga. Mozna mianowicie wykazaé, ze przy stosow-
nych zalozeniach dotyczacych regularnoéci i ograniczonosci funkcji f, oraz przy
zalozeniu jednoznaczno$ci rozwigzan, zachodzi nastepujaca réwnowazno$é:
{|¥s—Yn_1l} zmierza jednostajnie do zera wtedy i tylko wtedy, gdy {y,} zmierza
jednostajnie do (jedynego) rozwiazania naszego problemu. Idea dowodu tej uwagi
polega na wykorzystaniu twierdzenia Arzeli. Dokladne przesledzenie tej kwestii
znalez¢ mozna w pracy J. Dieudonnégo (Bull. Sci. Math. 69 (1945), str. 62-72).
Problem ten w przestrzeniach Banacha zostal szczegélowo potraktowany przez
Tadeusza Wazewskiego w pracy opublikowanej w Ann. Polon. Math. w 1965 r.
(tom 16 (1965), str. 231-235). Zostaly tam podane warunki wystarczajace dia tego,
by zachodzila réwnowazno$¢ wspomniana wyzej; warunki te nie implikuja zbiez-
nosci ciagu {y,}.



