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Zadania

Wszelka korespondencje dotyczaca zadaf (rozwiazania zadafi, nowe zadania itp.) nalezy kie-
rowaé pod adresem: Piotr Mankiewicz, Instytut Matematyczny PAN, skr. poczt. 137, 00-950 War-
szawa, ul. Sniadeckich 8. Ciekawsze rozwiazania beda publikowane.

241. Zbadaé dla jakich liczb naturalnych n krata dzielnikéw liczby » jest algebra
Boole’a.
W. Mnich (Opole)

242. Addytywna pélgrupa abelowa S ze skracaniem i mnoZeniem przez liczby
rzeczywiste nieujemne nazywa si¢ przestrzeniq semiliniowq jezeli spelione sg wa-
runki:

a(x+y)=oax+ay dlax,yeSia>
(at+p)x =ax+fx dla xeSia,f >0,
a(fx) = (af)x dla xeSia, 20

Ix=x dla xeS.

Udowodnié, ze kazda przestrzen semiliniowa jest (kanonicznie) izomorficzna z pew-
nym stozkiem w odpowiedniej przestrzeni liniowe;.

P. Mankiewicz (Warszawa)

243, Niech X bedzie rzeczywista przestrzenig liniowo-topologiczng i niech G
bedzie grupa wszystkich homeomorfizméw X na siebie zachowujacych zero. Dla
kazdego he G oznmaczmy przez G(h) najmniejsza podgrup¢ G zawierajaca 4
i spelniajaca warunki:

1° ge G(h) = dla kazdego ye X, g,(x) = g(y+x)—g(») € G(h),

2° geG(h) = g_(x) = g(—x) e G(h).
Udowodnié, ze G(h) jest grupa przemienna wtedy i tylko wtedy, gdy A jest auto-
morfizmem liniowym.

P. Mankiewicz (Warszawa)
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244. Dany jest pewien zbidér mebli M o tej wlasnosci, ze w pewnym pokoju P
mozna umiesci¢ kazdy jego skonczony podzbiér. Udowodnié, Zze caly zbiér mebli
mozna umiescié w tym pokoju. (Nalezy zatozy¢, ze meble sg podzbiorami otwartymi,
ograniczonymi R3, a pokdj P jest podzbiorem domknietym, ograniczonym R3.)

T. Iwaniec (Warszawa)

245. Niech | 8" = {(x{, X2, ..., x,)€ R": x}+4+x2+ ... +x2=1} i niech
Sy x) = @up{lx]: i=1,2,...,n})7% dla (x4,...,x)eS", n=1,2,...
Pokazad, ie.

1
lim — ff,,dﬂ,,:.o,
n—>co nS”

gdzie u, oznacza unormowana powierzchniowa miar¢ Lebesgue’a na S”,
P, Mankiewicz (Warszawa)

246. Pokazal, ze przy oznaczeniach poprzedniego zadania

lim fg,,dp” =0,
n—>od sn
. o0
gdzie g,(X1,..., %) = ( XIx)~2 dla (x4, ..., x,) € S™
i=1
P. Mankiewicz (Warszawa)

Rozwigzania zadan

220. Niech przestrzen zupelna (X, o) bedzie przestrzenia ,,malych piechuréw”,
tzn.
3 3 [((x = x) A G, = P Aloxp xpyy) < & dla i < n)].
x,yeX >0 neN xq,%5,0..,X,€X
Dowies$¢, ze jezeli dla funkcji f: X — X istnieja liczby a > 0 oraz C <1
takie, Zze z p(x, y) < o wynika g(f(x),f(y)) < Cp(x, y) dla dowolnych x,ye X, to
funkcja f ma dokladnie jeden punkt staly.
W. Holsztynski (Warszawa)
Niech x, z € X. OkreS§lamy metryke

n
0a(x, z) = inf { 2 eXr—1,X): Xo =X A Xy =2 A 0(Xr_g,x) < adlar< n}.
re=1
Mozna fatwo sprawdzié, Ze g, jest metryka dla przestrzeni X, speiniajacg warunki
a) o(x, 2) < 0q(x,2) dla x,z€e X,
b) o(x,2) = @a(x, 2) gdy o(x,2) < a.
Stad i z zupelnosci przestrzeni X wynika, ze (X, 0o) jest przestrzenig zupeina.
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Niech x,z€ X, i niech xg = x, ..., X, = z bedzie takim ciagiem, ze o(x,—1, %) < a dla
r=1,...,n Wtedy
fo(xr—1)9f(xr)] < CQ(xr-—1’xr) <a, r=1,...,n.
Mamy dalej

n n n
0ulf(), FD < Y ealfGrm1)s fD] = Y elfGr— 1), FGDI < C D) 001, 7).
r=1 : r=1 r=1
Poniewaz ciag X, ..., X, byl dowolnym ciagiem takim, Ze Xo=X1, ..., Xp =2, 0(Xr—1, X)) <@,
dla r=1,...,n, wiec
0. f (), f(D)] < Coulx,2), C<1.

Istnienie i jednoznaczno$é punktu stalego funkcji f wynika wige ze znanego twierdzenia Banacha
o punkcie stalym.
S. Czerwik (Warszawa)



