


ROCZNIKI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEMATYCZNEGO 
Seria II: WIADOMOŚCI MATEMATYCZNE XIX (1976)

C h . F efferman (Princeton), J. P. K a h a n e  (Paryż) i E. M. Stein  (Chicago)

O dorobku naukowym Antoniego Zygmunda*

Twórczość Antoniego Zygmunda poświęcona szeregom trygonometrycznym 
obejmuje okres 50 lat, traktuje o wielu różnych kwestiach i związana jest z rozmai­
tymi dziedzinami matematyki, jak funkcje jednej i wielu zmiennych rzeczywistych, 
analiza zespolona, analiza funkcjonalna, teoria prawdopodobieństwa. Jednak 
sprawia ona wrażenie dzieła jednolitego. Zadaniem tego przeglądu nie jest kompletne 
omówienie prac Zygmunda, lecz ukazanie zarówno ich rozmaitości, jak i wzajemnych 
związków.

Zagadnienia, które wybraliśmy, następują w porządku mniej lub bardziej chro­
nologicznym. Z tego powodu zaczynamy nasze omówienie od szeregów trygono­
metrycznych i kończymy je również na szeregach trygonometrycznych. Oczywiście 
stosujemy również podział tematyczny, lecz tu trudność naszego zadania leży właś­
nie we wzajemnym powiązaniu wszystkich tematów. Już proste pytanie, jak sumować 
szeregi liczbowe, wiąże się z teorią Riemanna szeregów trygonometrycznych, drugą 
różniczką, funkcjami gładkimi. Funkcje gładkie odgrywają z kolei istotną rolę 
w aproksymacji, w teorii mnożników, teorii różniczkowania, w zagadnieniu funkcji 
sprzężonych, w lokalnych własnościach rozwiązań eliptycznych równań różniczko­
wych cząstkowych. Równania różniczkowe cząstkowe badane są za pomocą całek 
osobliwych, całki osobliwe zaś za pomocą interpolacji operatorów. Ze swej strony 
całki osobliwe dają nowe spojrzenie na starsze zagadnienia: funkcje sprzężone, 
wyższe sprzężone (wyższe gradienty funkcji harmonicznych), różniczkowalność 
w sensie Peany, teoria Littlewooda-Paleya, wartości brzegowe funkcji analitycznych, 
przestrzenie Hp. Teoria przestrzeni Hp w kole jednostkowym wymaga lakunamych 
lub losowych szeregów Taylora jako przykładów lub kontrprzykładów. I tutaj 
pojawia się wiele subtelnych konstrukcji za pomocą lakunarnych szeregów trygono-

* Pierwsza wersja tego omówienia została napisana przez drugiego z autorów z okazji odczytu 
wygłoszonego w lipcu 1973 r. na uroczystości wręczenia dyplomów członków honorowych Pol­
skiego Towarzystwa Matematycznego (zob. Wiadom. Mat. 18 (1974), str. 191). Marceli Stark 
był inicjatorem tej pracy. Był on wybitnym edytorem matematycznym i szczerze podziwiał 
Antoniego Zygmunda. M. Stark był szanowany przez wszystkich matematyków na świecie 
i kochany przez tych, którzy go naprawdę znali.
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metrycznych, iloczynów Riesza, produktów (czynników) Blaschkego. Lakunarne 
szeregi trygonometryczne nie mogą być oddzielone od szeregów Rademachera 
i sum niezależnych zmiennych losowych. W końcu dają one właściwe podejście 
do atakowania problemów dotyczących podwójnych szeregów trygonometrycznych 
związanych ze starym problemem jednoznaczności. W tej dżungli każdy po­
dział jest nieco sztuczny.

Niemal we wszystkich zagadnieniach występuje osobno przypadek jednej i wielu 
zmiennych. Wyjątkiem są szeregi lakunarne — tutaj zamiast przypadku wielu 
zmiennych pojawia się równoległe badanie szeregów nieskończenie wielu zmiennych 
niezależnych. Typowymi przykładami są: 1) sprzężoność, 2) różniczkowalność. 
Sprzężoność (przypadek jednej zmiennej) jest związany z transformatą Hilberta 
(przypadek rzeczywisty) i z funkcjami analitycznymi (przypadek zespolony). Wielu 
zmiennych dotyczą wyższe sprzężone, całki osobliwe, funkcje analityczne wielu, 
zmiennych zespolonych. Różniczkowalność względem jednej zmiennej jest głównie 
porównaniem kilku istotnie różnych definicji (pochodne Peany, pochodne Riemanna 
itd.), specjalna rola części parzystej prowadzi do badania funkcji gładkich. Za­
gadnienie różniczkowalności funkcji (wielu zmiennych) może być podzielone na 
dwie główne części: a) badanie roli części parzystej i nieparzystej, uogólnienia 
pochodnych Peany, wpływ na całki osobliwe; b) różniczkowalność całek zależnie 
od różnych sposobów ściągania dziedziny do zera i odpowiednie twierdzenia 
o sumowalności wielokrotnych szeregów trygonometrycznych i wartościach brze­
gowych funkcji wielu zmiennych zespolonych.

Ponadto w licznych zagadnieniach dotyczących szeregów Fouriera, funkcji 
sprzężonych, szeregów Rademachera występują oszacowania typu Lp\ otrzymali je 
już Hausdorff-Young, Hardy-Littlewood, M. Riesz i sam A. Zygmund. Bardzo 
często przypadki p — 1 i p — oo wymagają dodatkowych ograniczeń i są wyłą­
czone z rozważań. Jak dalece można się zbliżyć do p  =  1 lub p  =  oc? Zygmund 
rozstrzygnął te kwestie, wprowadzając obecnie już klasyczne klasy L  log+ L, exp AL, 
expAL2. W ten sam sposób klasy gładkich funkcji A* i A* pojawiają się jako właściwe 
uogólnienia klas Lipschitza A a i Aa (0 <  a <  1) dla a — 1.

Odwrotnie, jeśli wiadomo, co się dzieje na końcach przedziału wartości p, to 
istnieją sposoby badania tego, co się dzieje wewnątrz przedziału: jest to teoria inter­
polacji operatorów.

Byłoby interesujące kontynuować te rozważania i objaśnić inne aspekty twór­
czości Antoniego Zygmunda: wpływ jego poprzedników i jego nauczyciela — Rajch- 
mana, rolę jego współpracowników i wśród nich jego uczniów (Saks, Paley, Sa­
lem, . . . ;  Marcinkiewicz, A. Calderon, Mary Weiss, E. Stein, ...), wpływ jego wy­
kładów, prac i książek. Ale czas już zacząć.

Sumowalność szeregów liczbowych. Najbardziej klasyczne metody sumacyjne zde-
00

finiowane na szeregach liczbowych ^  un powstają przy rozważeniu następujących
1

granic:
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(zw yk ła  zb ieżn ość),

(su m o w a ln o ść  m e to d ą  A b e la -P o isso n a ), 

(C esaro -F ejer , czy li (C , 1)), 

(R iem an n , czy li (i?, 2)).

W szystk ie o n e  zosta ły  w p row ad zon e p rzy  b ad an iach  szeregów  p o tęg o w y ch  
trygonom etrycznych .

W iele  w czesn ych  prac A n to n ieg o  Z ygm u n d a  p o św ięco n y ch  je s t p orów n an iu  
lub  u o g ó ln ien iu  tych  m etod  su m ow aln ośc i. P rzytoczm y parę p rzyk ładów :

Jeśli

jest fun kcją  c iąg łą , to

(1)

te ś li istn ieje, to  szereg je s t  su m ow ałn y  m eto d ą  śre­

d n ich  logarytm iczn ych , tzn .

istn ieje, gd zie  Jeśl je s t  zb ieżn y , to

istn ieje „ap rok sym atyw n ie” , tzn . gd y  lim  rozu m ieć ja k o  lim  , gd zie  E  je st  zb iorem
aeE,a\ 0

m ierzalnym  m ającym  zero  ja k o  p u n k t g ęsto śc i [16]. O statn i rezu ltat m o że  b yć  

u o g ó ln io n y : jeśli szereg je s t  su m ow ałn y  (C , k), to  je s t su m ow ałn y  ap rok sy-
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matywnie (R, kĄ-1) {k — O, 1, 2 ,...) [16]. ((C, k) jest metodą Cesaro rzędu k ; tzn. 
zwykłą zbieżnością dla k — 0, a zbieżnością Cesaro-Fejera dla k  =  1; (R, k) jest 
uogólnieniem (iv) określonym przez:

punktem wyjścia teorii Riemanna szeregów trygonometrycznych jest fakt, że zwy­
kła zbieżność implikuje (i?, 2).)

We wszystkich przytoczonych przypadkach (R , k) odgrywa rolę. Suma (R, k) 
może być uważana za symetryczną pochodną rzędu k  pewnej funkcji i to tłumaczy 
stałe zainteresowanie Antoniego Zygmunda różniczkowymi własnościami funkcji 
zmiennej rzeczywistej.

Sumowalność ogólnych szeregów ortogonalnych. Gdy dany jest szereg funkcyjny# 
zbieżność i sumowalność może być rozpatrywana bądź punktowo, bądź w dogod­
nych przestrzeniach, bądź też prawie wszędzie (p.w.).

00
Szereg S: J T  a„ q>n jest zbieżny w L2, gdy cpn jest systemem ortonormalnym w L2,

1
a an £ l2 jest ciągiem liczbowym. Zachowanie prawie wszędzie jest znacznie trud­
niejsze do badania. Kaczmarz uzyskał następujący ważny wynik: jeśli szereg S  jest 
sumowalny p.w. metodą Abela-Poissona, to jest p.w. sumowalny (C, 1) (twier­
dzenie odwrotne jest oczywiste, gdyż sumowalność (C, 1) pociąga sumowalność 
metodą Poissona dla szeregów liczbowych). Zygmund udowodnił, że sumowalność 
(C, 1) może tu być zastąpiona przez (C, e) (s >  0) [23]. Bardziej zaskakujący jest 
fakt, że sumowalność (C, 1) implikuje znacznie silniejsze własności prawie wszędzie:

Jeśli szereg S  jest sumowalny (C, 1) na zbiorze E  z sumą s, tzn.

to p.w. na E

(*) lim —
2V-m x > A

=  0,

N

skąd wynika, że lim — ^  |j — =  0 ([32], [43]).
N-+oo A  jć- J

W konsekwencji szereg S  jest „prawie zbieżny” p.w. na E  w następującym 
sensie: dla każdego x  spełniającego (*) istnieje zbiór liczb całkowitych A(x) o gę­

stości zero (dokładniej ^  —
neA(x)

<  oo) taki, że lim sn(x) =  ^(x) [66].
«-> oo 

ni  A(x)
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Dwa klasyczne twierdzenia Mieńszowa podają kryteria zbieżności prawie wszę­
dzie i sumowalności (C, 1) p.w. Uogólnieniem ich obu jest następująca własność: 
jeśli gdzie jest ciągiem rosnącym rozbieżnym do nie­

skończoności, to sumy są zbieżne p.w. [31] (w szczególności

dla Sumy te zostały wprowadzone przez M. Riesza wraz z in­
nymi metodami sumacyjnymi badanymi w [31].

Pewne uogólnienie systemów ortonormalnych jest badane i stosowane w [111]. 
System (cp,) nazywa się quasi-ortonormalny, jeśli jeden z następujących warunków 
równoważnych fest spełniony:

1) dla pewnego M  i wszystkich
2) dla. wszystkich szereg jest zbieżny w
Pierwsze twierdzenie Mieńszowa przenosi się na systemy quasi-ortonormalne:

jeśli to szereg jest zbieżny p.w. Jest to prawdziwe dla sze­
regów postaci „dostatecznie dobrą”
funkcją w L2 [111].

Formalne mnożenie i równozbieżność. W przypadku szeregów trygonometry­
cznych ważnym narzędziem wprowadzonym przez Raichmana jest mnożenie for­
malne. Iloczynem formalnym dwóch szeregów liczbowych

gdzie o ile ostatni szereg jest zbieżny oznacza i zwykle

zbieżność oznacza zbieżność symetrycznych sum częściowych Na

przykład jeśli to mamy Jeśli
. Jeśli

Gdy i szeregi są zbieżne,

to szereg jest zbieżny

Iloczyn formalny dwóch szeregów trygonometrycznych
jest zdefiniowany w ten sam sposób, tzn. gdzie

Pojęcie to było znane wcześniej w przypadku, gdy iest ele­
mentem algebry funkcji jest formą liniową na (na przykład jest funkcją
klasy jest dystrybucją; ma absolutnie zbieżny szereg Fouriera jest
pseudomiarą). Oto istotny fakt (Rajchman): jeśli to
iloczyn formalny i szereg są jednostajnie równozbieżne,
tzn. ich różnica dąży jednostajnie do zera. Przy tym samym założeniu różnica

jest jednostajnie zbieżna (niekoniecznie do 0)

Wiele rezultatów tego typu z innymi rodzajami zbieżności lub sumowalności 
jest zawartych w [10], [44], [53], [27] i w [108]. Ich główne zastosowanie to: 1) jedno­
stronna lokalizacja, 2) zbieżność szeregów specjalnych i całek trygonometrycznych, 
3) porównanie zbiorów jednoznaczności.
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Jednostronna lokalizacja. Powiedzieliśmy już, że iloczyn formalny dwóch zbie­
żnych szeregów £  aneint i ^  aneint, gdzie an — o(IJn) i an = 0(\/n) jest zbieżny 
do iloczynu ich sum. W konsekwencji jeśli g e L 1 (0, n) i sinusowy szereg Fouriera g 
ma współczynniki o(l/n) i jest jednostajnie zbieżny, to cosinusowy szereg Fouriera g 
zbiega również jednostajnie [53]. Otrzymuje się to, przyjmując za a(t) szereg Fouriera 
signt (0 <  |t| <  tt).

Używając podobnego argumentu, można udowodnić, że każdy szereg 
gdzie an = o(l/ri), zbieżny do 0 dla t e ]t0, ?0+e] jest zbieżny do zera dla 
[36]. (Oczywiście jest to fałszywe, gdy zastąpić o(ljri) przez 0(1/ń).) W tym przypa­
dku a(t) =  l]<ô o+eI(0> co oznacza funkcję charakterystyczną przedziału ]
W [159] rozpatrywane są subtelniejsze zagadnienia. Szereg 
nazywa się lokalizowalnym w t0, jeśli istnieje szereg trygonometryczny

równozbieżny z £  aRemt w pewnypi przedziale ]t0, ?0+e[, tzn.

gdy t0 <  t <  *o+£ i zbieżny do 0 na pewnym przedziale, ]ż0—e', t0[ (oczywiście 
zmiana prawego przedziału na lewy nie zmienia definicji). Ponadto szereg a jest 
lokalizowalny w przedziale ]tu t2[, jeśli istnieje szereg trygonometryczny równo­
zbieżny z a  na ]tu t2[ i zbieżny do zera poza ]t1; t2 [. Zostało udowodnione, że nastę­
pujące warunki są równoważne: 1) szereg d jest lokalizowalny na ]tu t2[, 2) szereg 
a jest lokalizowalny w tx i t2, 3) iloczyn formalny a i szeregu Fouriera l ]/bf2[ jest 
dobrze określony. Następujący warunek jest konieczny i dostateczny dla lokali-

a P e i p t °  ■zowalności d w t0: transformata Hilberta rjn =  lim > --------istnieje dla
p - * ° °  n ~ p

wszystkich n i lim rjn — 0. Zatem jeśli szereg a(t) jest lokalizowalny w każdym
|n|->oo ^

punkcie zbioru E, to szereg sprzężony a(t) =  JT ansignneint jest lokalizowalny 
w prawie każdym punkcie E. Istnieją takie szeregi a(t), że ani one, ani szeregi 
z nimi sprzężone nie są nigdzie lekalizowalne [159].

Szeregi specjalne i całki trygonometryczne. W wielu przypadkach (Sturm- 
LiouviIle, Legendre, Jacobi, Bessel) problemy związane ze zbieżnością szeregów 
ortogonalnych £  anv„(t) mogą być zredukowane do analogicznych problemów dla 
szeregów trygonometrycznych. Asymptotyczne rozwinięcia vn i mnożenie formalne 
szeregów trygonometrycznych są narzędziami używanymi w [44] i [53]. Główne 
rezultaty są następującego typu: gdy szereg £  anyJj)> gdzie a„= o (1), jest zdefinio­
wany w otwartym przedziale 7, a /  c: I  jest domkniętym podprzedziałem /, to istnie­
je szereg trygonometryczny J7 {ancosomtĄ-bfnsmomt) równozbieżny z unv„(0 na
J. Redukuje to badanie zbiorów jednoznaczności do przypadku trygonometrycznego.

To samo jest prawdą dla całek trygonometrycznych [27], [108]. Oto rezultat 
ogólny [108]:

Mając daną funkcję o wartościach zespolonych <p(t) zdefiniowaną na prostej,
lokalnie ograniczoną i taką, że sup |<p(f+w)—(p(i)\ dąży do 0, gdy |r(-H>-oo, roz­

wal
waża się całki
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J M  =  f  eint dcp(u), I M  = f  sign u eint d(p{u,
—  GO — CD

(zdefiniowane przez całkowanie przez części, gdy zajdzie potrzeba) i przedział 
domknięty [a, 6] zawarty w ]—7u, tc[; wtedy istnieje szereg trygonometryczny JT1 

=  o(l) (|«[—>oo) taki, że szeregi

JT  cnein‘~J<u (0, £  s ig n n c M M  (t)
|wj ̂ co

są jednostajnie zbieżne dla a <  b, przy czym pierwszy z nich do 0. Wynika stąd, 
że zbiory jednoznaczności dla szeregów trygonometrycznych i całek trygonome­
trycznych są te same.

Z biory jednoznaczności. Problem pochodzi od Cant ora i jest główną motywacją 
badania mnożenia formalnego. Zbiór E  c  [0, 2tz] nazywany jest zbiorem jedno­
znaczności lub zbiorem U, jeśli jedynym szeregiem trygonometrycznym zbieżnym 
do 0 poza E  jest szereg zerowy. Przykładem zbiorów U są zbiory puste (Cantor), 
zbiory przeliczalne (Cantor-Young), klasyczny zbiór Cantora w przedziale [0, 2tc] 
(Rąjchman) przeliczalne sumy domkniętych zbiorów U (twierdzenie Niny Bari); 
wszystkie mierzalne zbiory U mają miarę zero, ale zbiory miary zero nie muszą 
być zbiorami Z7(1).

Gdy dany jest dodatni ciąg s =  e* zbieżny do zera, Zygmund określa pojęcie
N

zbioru U(s) jak następuje: E  jest zbiorem U(s), jeśli założenia lim anemt — 0
-N

iH E ) \ \a n\ ̂  en implikują, że wszystkie an =  Qw- Stwierdził fakt nieoczekiwany, 
a mianowicie istnienie zbiorów U{e) miary dodatniej (nawet dowolnie bliskiej 2tu)
[9]. Zagadnienie, czy istnieją zbiory U(e) miary 2tu, zostało rozwiązane pozytywnie 
dopiero w 1973 r. przez J. P. Kahane’a i Y. Katznelsona.

Inne rodzaje zbiorów jednoznaczności są rozważane w [10], [44], [53], [73], 
Gdy dana jest metoda sumacyjna M, to zbiór E  nazywa się zbiorem UM> jeśli je­
dynym szeregiem trygonometrycznym S =  JT aneim-> an — o(l), który jest M-su­
mował ny do 0 poza i? jest szereg zerowy; zbiór E  jest zbiorem U'M, jeśli założenie, 
że szereg S  jest M-sumowalny do /  poza E  i / e L*(0, 27u) implikuje, że S jest sze­
regiem Fouriera/ ;  zbiór E  jest zbiorem U^, jeśli założenie, że szereg .Sjest Af-sumo- 
walny do/ pozaE l f ^ g  dla pewnego g e L 1 implikuje, że S jest szeregiem Fourie­
ra /. Zależności między zbiorami UM, U’M a nie są jeszcze całkowicie wyjaśnione.

(J) To, że przeliczalna suma domkniętych zbiorów U jest zbiorem U, jest jednym z najpię­
kniejszych wyników teorii. Właściwe jest nazwanie go twierdzeniem Niny Bari już z tego powodu, 
że czyni tak profesor Zygmund (por. [151], I, s. 349). Fakt, że profesor Zygmund mógłby rościć 
sobie prawo do priorytetu, był starannie ukrywany. Zainteresowani historią przedmiotu mogą 
zajrzeć do zbioru Comptes Rendus de l’Acadćmie des Sciences de Paris 1923 i 1924 do not 
Zygmunda pod datą 1 października 1923 i 22 grudnia 1923 (nie cytowanych przez prof. Zygmunda 
w jego bibliografii), do not N. Bari pod datą 3 grudnia 1923 i w końcu mogą przeczytać to, 
co Zygmund napisał na końcu [6].
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Gdy Mjest zwykłą zbieżnością, to piszemy U, U', U". Gdy metoda M  jest silniejsza 
od zwykłej zbieżności, można narysować następujący oczywisty diagram:

V<---- V'<---- U "
t  I t .

<-’» — u »
Przykładami zbiorów U" są zbiory przeliczalne (Steinhaus, Banach) lub też 

zbiory H  Rajchmana (uwaga A. Zygmunda). Przypadek M  =  P (metoda Abela- 
Poissona) jest specjalnie interesujący. Dowiedzione jest w [21], s. 284, że zbiór prze­
liczalny jest zbiorem U", nawet gdy warunek an=  o(1) jest nieznacznie osłabiony; 
natomiast w [10], s. 94, dowodzi się, że każdy domknięty zbiór U jest zbiorem Up 
(więc również zbiorem Up i U'). Podstawowa jest tu nierówność (1). Praca [73] 
zawiera dwa interesujące rezultaty. Pierwszy brzmi: zbiory jednoznaczności są 
zachowywane przez homotetię. Jest to prosta konsekwencja twierdzenia (odkry­
tego już przez Zygmunda w r. 1928), że zbiory jednoznaczności dla szeregów i dla 
całek trygonometrycznych są te same. Drugi rezultat to przykład metody su- 
macyjnej M  takiej, że zbiór pusty nie jest zbiorem UM. Objaśnimy ten przykład 
bardziej szczegółowo, ponieważ jest całkiem prosty i ściśle związany ze wspól­
ną pracą Zygmunda i Marcinkiewicza (o różniczkowalnych własnościach funkcji) 
i pracą Salema (o zbiorach doskonałych konstruowanych za pomocą postę­
powania Cantora ze stałym stosunkiem podziału £). Rozważmy szereg losowy

CO

±  r  (0 < f  <  I ) ;

jego zbiorem wartości jest zbiór doskonały E{ zawarty w [—tu, tc] (dla £ =  Eg jest 
klasycznym zbiorem Cantora) i naturalna miara probabilistyczna na jn ma 
współczynniki Fouriera fi(ń) zbieżne do 0 (|«|->oo), jeśli £ nie należy do pewnego 
wyjątkowego zbioru, który oznaczamy przez S. Zakładamy, że £ £ S i £ <  |. 
Niech <pm będzie funkcją trójkątną określoną na przedziale

f  7u£m 3tc£w 
1,11 ~~ [ l - £  *

0 średniej wartości 1. Oczywiście jest funkcją ciągłą określoną na Et-Ą-Im,
a założenie £ <  ± powoduje, że limsup (E^-\-Im) — 0 . Splot z <pm definiuje metodę 
sumacyjną silniejszą niż zwykła zbieżność i szereg Fouriera n jest sumowalny wszę­
dzie do 0. Daje to również przykład nieliniowej funkcji ciągłej (druga funkcja pier­
wotna fi) takiej, że przesunięta druga pochodna wszędzie znika.

Powróćmy do zbiorów Ef ze stałym stosunkiem podziału £. Salem udowodnił, 
że warunkiem koniecznym na to, żeby Es było zbiorem U jest, aby |e 5 ,  gdzie S 
jest zbiorem wszystkich liczb Pisota-Vijayaraghavana, to jest liczb algebraicznych
01 >  1 takich, że ich sprzężenia 02, 0 n leżą wewnątrz otwartego koła jedno­
stkowego \z\ <  1. Przypuszczał, że warunek ten jest również dostateczny (1944).
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Ta piękna hipoteza została udowodniona przez Sałema i Zygmunda w 1955 [135] 
za pomocą wielowymiarowej metody wprowadzonej przez Piateckiego-Szapirę.

Sum ow alność w ielokrotnych szeregów  Fouriera. Jest to ściśle związane z różnicz­
kowymi własnościami funkcji wielu zmiennych rzeczywistych. Mówiąc z grubsza, 
sumy Fejera

(*>y ) =  2  ( l -  — ) ( l -  — W  r)**"*7' 5
|yn|<m, |t>|<« \ tfl / \ tt f

\jA_
m i \ n

zachowują się w taki sam sposób jak wartości średnie
h k

Mhk (x, y) =  ~  J J /(* + « , y+v)dudv.
o o

Saks udowodnił, że granice lim Gmn (x, y) i lim Mhk (x, y) mogą nie istnieć
m,n-* oo h,k-y 0

w żadnym punkcie, jeśli założyć tylko, że f e L 1.
Ulepszając wynik A. Zygmunda [62], autorzy [65] pokazują, że te granice istnieją 

prawie wszędzie, jeśli f e L 1 log L 1 (tzn. /log+ |/j e L 1) i jest to możliwie najlepszy 
rezultat. Następujący odpowiednik klasycznego twierdzenia Lebesgue’a udowodniony 
jest w [85]: jeśli A >  1 i f e L 1, to limamn (x, y) —f(x, y) p.w., jeśli (m, ri)->oo w kącie 
X~l <  mjn <  A. Nie tylko wynik jest tu interesujący, ale również i metoda. Ana­
logia rezultatów co do amn i Mhk przesłania bardzo dużą różnicę dowodów, mimo 
że w obu używany jest lemat Vitaliego o pokryciu i fakt, że zarówno odwzorowanie 
f-+supMhk, jak i f->$upamn jest słabego typu (1,1); tego rodzaju rozumowań 
używał A. Zygmund także później w badaniach całek osobliwych.

Najostrzejsze rezultaty zawarte są w [106]. Oto jeden z nich: jeżeli m it) i nif) 
są dowolnymi funkcjami o wartościach całkowitych rosnącymi do oo i f e L 1, to 
lim Gmit)n{(){x,y) = f(x ,y ) p.w. Znowu „kąt” może zastąpić „krzywą” m — m(t),
t-> oo
n =n{t).

Od 1947 do 1972 roku nie pojawia się żadna publikacja A. Zygmunda o wielo­
krotnych szeregach Fouriera, z wyjątkiem pracy [117], która dotyczy głównie sze­
regów potęgowych wielu zmiennych zespolonych. Powinniśmy wymienić pracę 
[168] zwaną przez A. Zygmunda „post scriptum do [65]” o różniczkowal- 
ności całek wielokrotnych. Omówimy dalej jego niedawne wyniki w tym zakresie.

R óżniczkow alność funkcji. Różniczkowe własności funkcji zmiennej rzeczywistej 
były ulubionym tematem badań profesora Zygmunda od jego wczesnych prac 
(na przykład w [5] jest następujący rezultat: dla dowolnej funkcji rzeczywistej 
f{t), określonej na prostej, zbiór tych t, gdzie

\f{t+h)—f(t)\
lim ------------------  =  oo

h—>0, /r>0 h

ma miarę zero). Ograniczymy się najpierw do głównej pracy [67], a później zaj­
miemy się funkcjami gładkimi [98], [155], [161].

Główne twierdzenie [67] mówi, że jeśli k -ta pochodna Riemanna funkcji / (odtąd



100 Ch. F e f f e r m a n ,  J. P. K a h a n e  i E . M . S t e in

f  jest zawsze funkcją mierzalną) istnieje na zbiorze E, to k-ta pochodna Peany 
istnieje prawie wszędzie na E. Wytłumaczymy to i sformułujemy dokładniej. Niech

\ ( x ,  h-,f) =  j ?  ( -1 )* - ' (* ) f(x + J h -ik h )  (h >  0).
y=o

Jeśli granica limh~kAk(x, h ;f)  =  Dkf(x ) istnieje, to nazywa się ona k-tą pochodną
h—

Riemanna funkcji /  w punkcie x. Z drugiej strony, jeśli
tk

—  a ę -Ą -c iitĄ - . . .  -\-d k — — Ą - o i f y  ( t  - > 0) ,
k\

to liczby dj = dj(x) nazywają się pochodnymi Peany funkcji f  w x  i są oznaczane 
przez f(j^{x) (w [67] pochodne Peany nazywane są pochodnymi Yollee-Poussina). Jest 
bardzo łatwo sprawdzić, że Dkf(x ) =  (x), o ile prawa strona istnieje. Odwrot­
nego wynikania nie ma, ale zgodnie z twierdzeniem Zygmunda, zachodzi ona jednak 
p.w. Dokładniejsze jest twierdzenie następujące: jeśli lim \h~kAk(x, h;f)\ <  oo dla 
x  eE, to / (fc)(x) istnieje prawie wszędzie na E.

Oto zastosowanie: Niech F e  1/(0, 2tc) ze średnią wartością 0 i niech $(x) 
oznacza całkę funkcji F(x), a &(x) funkcję sprzężoną do $(x). Jeśli F(̂ (x) istnieje 
na zbiorze E, to ^ (A:+i)(x) istnieje p.w. na E. Są również zastosowania do średnich 
Cesary szeregów Fouriera F i F; nie będziemy ich teraz wymieniać, ponieważ autorzy 
dali lepszą ich wersję później za pomocą innej metody w [87].

Funkcje gładkie. Praca [98] wprowadza pojęcie funkcji gładkich, bardzo istotne 
w analizie rzeczywistej. Funkcja jest gładka w x0, jeśli f ( x 0Jrh)Jr f(x 0^ h )—2f(x0) =  
=  o(h). Klasa A* składa się z funkcji ciągłych, które są jednostajnie gładkie, 
tzn. s\ip\f{x+K)+f(x—h)—2f(x)\ =  o(h) jednostajnie w x na odcinku lub na

X
okręgu; odtąd zakładamy, że funkcja /  jest określona na okręgu. Definicję klasy 
A* otrzymuje się zastępując o(h) przez 0(h), a definicję klasy A  opuszczając ponadto 
warunek jednostajności. Z kolei definiuje się klasy A| i AĘ. (oznaczone w [98] przez 
“kp i Ap, zastępując normę sup|| j| przez normę Lp (1</? <  oo). Według profesora
Zygmunda „pojęcie gładkości było po raz pierwszy rozważane przez Riemanna 
w jego klasycznej pracy o szeregach trygonometrycznych” . (Riemann dowiódł, 
że funkcja ciągła f  o współczynnikach Fouriera f(ń) = o(ljn2) jest gładka.) Innym

OO

przykładem są szeregi lakunarne/(x) = ]?  uncos2”x. Gdy an =  o(2~"), to / e  A*;
o

jeśli an — 0(2~n), to / e  A%. Przykład ten pokazuje, że funkcja w A% może nie być 
nigdzie różniczkowalna. Natomiast funkcje rzeczywiste w A* są różniczkowalne 
na gęstym i nieprzeliczalnym zbiorze (Rajchmann-Zalcwasser) i ich pochodne mają 
własność Darboux na ich zbiorze określoności (o ile nam wiadomo, zagadnienie 
różniczkowalności jest otwarte dla funkcji zespolonych). Jako zastosowanie tego 
mamy, że jeśli rzeczywisty szereg trygonometryczny ma współczynniki =  o(\fń) 
i E  jest zbiorem punktów zbieżności szeregu, to suma s(x) ma własność Darboux na E.
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Pod wieloma względami klasy /l* i A* pojawiają się jako naturalne rozszerzenia 
klas Lipschitza A a i %a (0 <  a <  1) w przypadku a =  1. Jeśli / e /l* lub A*, to funk­
cja sprzężona ma tę samą własność. Klasa lub /l* może być określona za 
pomocą najlepszej aproksymacji przez szeregi trygonometryczne: jeśli

dla wszystkich wielomianów trygonometrycznych rzędu <  n, to 
/  należy do A% lub do A* wtedy i tylko wtedy, gdy En(f) =  0(l/ń) lub o(ljń). Przy­
pomnijmy, że /  należy do klasy Lipschitza A a lub Aa (0 <  a <  1) wtedy i tylko 
wtedy, gdy E„(f) =  0(l/na) lub o(lfna) odpowiednio. Jak później zobaczymy, 
funkcje gładkie odgrywają również ważną rolę w problemach mnożników.

CO

Przykład J^n~1/22~ncos 2nx  pokazuje, że funkcje w A* niekoniecznie są różnicz-
i

kowałne p.w. Pewien lokalny warunek dostateczny różniczkowalności funkcji 
/  nałożony na jej „część parzystą” |(/(x+ż)~f/(*~t)) został odkryty w [155]. Mia­

nowicie, jeśli e(t) jest taką funkcją rosnącą na odcinku [0, 1], że

gdy x e E ,  niekoniecznie jednostajnie w x, to funkcja/jest różniczkowalna p.w. na£. 
Warunek ten nie da się osłabić przy założeniu, że s(t) dąży monotonicznie do 0 
i s(2t)fs(t) 1. Jednak w [161] zawarte jest twierdzenie ostrzejsze, a mianowicie:
Niech f e L 2 i /  spełnia A  w każdym punkcie zbioru E\ wówczas warunkiem ko­
niecznym i dostatecznym na to, aby funkcja /  była różniczkowalna p.w. na E, jest

dla prawie wszystkich x e E.

Uogólnia się to na wyższe pochodne, jak następuje. Mówimy, że dla k  niepa­
rzystego funkcja /  spełnia warunek Ak w punkcie x, jeśli

Jeśli k  jest parzyste, warunek Ak oznacza, że

Jeśli f e L 2 spełnia warunek A k w każdym punkcie zbioru E, to na to, aby funk­
cja / miała k-tą pochodną p.w. na E  (obojętnie, czy w sensie Riemanna, czy w sen­
sie Vallee Poussina; gdyż te definicje są równoważne p.w. [por. poprzedni para-

7 4(0graf]) potrzeba i wystarcza, by I -------dt <  oo dla prawie wszystkich x e E  [161].
o 1

Dowody są skomplikowane i opierają się na teorii szeregów Fouriera i funkcji
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zmiennych zespolonych. Rola szeregów Fouriera i sprzężonych szeregów Fouriera 
jest całkiem naturalna z powodu roli „parzystej części” i( |/ (x + t)—/(* —0) i ^nie­
parzystej części” w sumacyjnych własnościach S (f)  i S(f).

Klasy funkcji i szeregi Fouriera. Jak własności funkcji odzwierciedlają się w ich 
szeregach Fouriera? Pewne klasyczne wyniki w tym kierunku należą do S. Bern­
steina, Hardy’ego i Littlewooda. Wymieńmy kilka spośród nich. Przez A a (0 <  a <  1) 
oznaczamy klasę Lipschitza o wykładniku a, tj. klasę ciągłych 2ru-okresowych 
funkcji / ,  których moduł ciągłości spełnia cof  (<5) =  0 (ó a) (<5 \  0). Oznaczamy przez 
f y ułamkową całkę funkcji /  rzędu y (y — rzeczywiste), tj. funkcję sumowalną 
(jeśli istnieje), której szereg Fouriera jest postaci:

jeśli jest to szereg Fouriera funkcji ciągłej, to zakłada się, że funkcja f y jest ciągła. 
Jeśli a > |  i /  e A a, to £  lfin)\ <  00 (S. Bernstein).
Jeśli 0 <  a <  1 i f  e A a, to sumy Fejera

spełniają ||ern—/H*, =  0(n~a) (S. Bernstein).
Jeśli 0 <  a < a+ y  <  1, to f  e A ao f y e A a+y (Hardy-Littlewood). Zygmund 

poważnie się przyczynił do rozwoju teorii absolutnie zbieżnych szeregów Fouriera, 
teorii aproksymacji i teorii mnożników.

Absolutnie zbieżne szeregi Fouriera. „Uwagą” profesora Zygmunda jest nastę­
pujące twierdzenie: jeśli f  e A a (a >  0) i /m a  ograniczoną wariację, to ]£\f(n)\ <  00 
[25]. Z dowodu wynika trochę więcej, mianowicie ^  | f(n) \k <  oo dla k >  2 /(2+ a) 
(Waraszkiewicz 1929). Nie jest to prawdziwe dla k  =  2 /(2+a) [63]. Zacytujmy 
inny interesujący wynik Zygmunda inspirowany przez twierdzenie Levy’ego-Wie- 
nera i metodę Marcinkiewicza. Klasa Gevreya o indeksie \jk  działa na Ak, gdzie 
Ak oznacza klasę wszystkich funkcji ciągłych/ takich, że JT \f(ń) j* <  oo (0 <  k  <  1). 
Innymi słowy, jeśli F jest funkcją klasy C°°, której pochodne F (p) są 0{Kp{p^HK) 
(/>->oo) jednostajnie na każdym zwartym przedziale i jeśli /  e Ak, to F(f) e Ak. 
Riviere i Sagher dowiedli, że ten wynik jest możliwie najlepszy; jedyną o nim infor­
mację przynosi ich praca (Studia Mathematica 28 (1966), s. 133-238). Klasa Ak jest 
interesująca przez to, że daje nietrywialny przykład algebry lokalnie ograniczonej, 
nie będącej algebrą Banacha.

Teoria aproksymacji. Oto wczesny wynik [18]. J e ś l i / e l a, tzn. (ft>y(ó) =  o(óu)), 
to szereg Fouriera/jest sumowalny jednostajnie do/ metodą Cesaro (C, a). Główne 
rezultaty zostały ogłoszone koło 1945 r. Oto kilka z nich.

2 m - rAn)<p;

\j\<n
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Jeśli f  e C k (k-ta pochodna istnieje i jest ciągła) i

(typowa średnia),

Jo —:/IŁ  =  0(a>~k) dla k  parzystego i O(co~k logco) dla k  nieparzystego.
Jeśli & jest nieparzyste, to czynnika logcu na ogół nie można pominąć; jeśli jednak

00 -
f  jest ponadto typu Taylora, tzn. /  ^  £  f(ri) eint, to znów

o
[100]. W przypadku gdy k  =  1, to samo jest prawdą, gdy C1 zastąpi się przez A x 
{zwykłą klasę Lipschitza [96]; tutaj typową średnią są sumy Fejera i mamy gra­
niczny przypadek twierdzenia Bernsteina. Ogólnie mamy tylko 
=  0(n~l\ogri), jeśli/ e A x; jednakże \\an—fW^ =  O(cof (l/n)), o ile/jest typu Taylora.

Co do aproksymacji przez sumy częściowe sn (przypadek k — 0) klasyczne 
twierdzenie Lebesgue’a orzeka, że lb„—/IL  — 0(n~alog«), gdy 
W jakim stopniu oszacowanie to można polepszyć przy dalszych założeniach o / ?  
Gdy / jest „typu monotonicznego” (tzn. /(x)*fCxjest monotoniczne dla pewnego C), 
to lk„—/iloo =  0{n~~a). Gdy założy się tylko, że /  ma ograniczone wahanie, to 
oszacowania 0{n~alogn) nie można poprawić [102].

Wspomnijmy, że kilka własności klasy A a można wywieść z charakteryzacji
Przypadek graniczny daje

Dla każdego p >  1 f s A ^ o  \\2a2n—an—f\]p =  D(«-1). Jest to 
równoważne z charakteryzacją Ap% za pomocą najlepszej aproksymacji wielomia­
nami trygonometrycznymi w LP, już wspomnianej w przypadku p = oo. Wyra­
żenia 2aln—an nazywają się sumami Yallee Poussina funkcji f.

Mnożniki i operatory niezmiennicze przy przesunięciach. Całkowanie ułamkowe 
jest przykładem operatora niezmienniczego względem przesunięć. Ogólnie, ope­
rator T  na okręgu niezmienniczy względem przesunięć jest określony przez ciąg

A  A

taki, że (Tf) (n) — J„/(rc). Jeśli T  zachowuje pewną klasę funkcji, to ciąg 
nazywa się ciągiem mnożników dla tej klasy.

Funkcje gładkie odgrywają ważną rolę w tej problematyce. Rozszerzona wersja 
twierdzenia Hardy’ego-Littlewooda brzmi jak następuje: jeśli /  jest funkcją ciągłą 
ze średnią wartością

Następujące wyniki były publikowane po 1959 r.
Ciągi mnożników dla A a, Xa, zl*, ż* są takie sarąe; {Xm} jest takim ciągiem 

wtedy i tylko wtedy, gdy

Ciąg {niy} jest ciągiem mnożników dla szeregu trygonometrycznego, który 
jest zbieżny prawie wszędzie [171]. Niech T  będzie operatorem niezmienniczym przy 
przesunięciach w n-wymiarowej przestrzeni Rn. Jeśli T  przeprowadza A a w A fit



104 Ch. F e f f e r m a n , J. P. K a h a n e  i E . M . S te in

gdzie 8 > a, to przeprowadza U  w Lą, gdzie — = --------------- (1 <  p < q <  oo).
q p n

Z drugiej strony istnieje operator T  niezmienniczy przy przesunięciach, który prze­
prowadza A a w A a, L2 w Z2, ale nie przekształca żadnego innego Lp w Lp; przykład 
jest skonstruowany za pomocą odpowiednio wybranego ciągu mnożników [169].

śc ieg i sprzężone i szeregi Taylora. Gdy dany jest szereg trygonometryczny
OO „  OO

S = £  aneint, to szereg z nim sprzężony określa się jako S  =  / ansignnemt. -
—  OO — o o00

Jeśli rozważymy szereg Taylora £  c„z" na okręgu \z\ =  1 i napiszemy z =  e'\
1

to jego część rzeczywista i urojona są szeregami sprzężonymi. W przypadku gdy Sjest 
szeregiem Fouriera „dobrej” funkcji / ,  to S jest szeregiem Fouriera funkcji /  zde­
finiowanej wzorem

o

/(* + Q —/( * —0
2tg t/2J

dt.

TZ
Jeżęli ta całka istnieje w sensie lim f ,  to funkcja / ,  którą definiuje, nazywa się

e-*0 e
funkcją sprzężoną do / .

Wspominaliśmy już o pewnych własnościach szeregów i funkcji sprzężonych 
w odniesieniu do innych zagadnień. Były one ulubionym tematem Zygmunda 
i odgrywają centralną rolę w jego badaniach. Transformata Hilberta f - ^ f  jest spe­
cjalnym przypadkiem operatora niezmienniczego przy przesunięciach. Jego na­
turalne uogólnienie na przypadek wielowymiarowy prowadzi do teorii całek oso­
bliwych. Zachowanie się transformaty Poissona S i S  (tzn. rzeczywistej i urojonej 
części szeregu Taylora wewnątrz koła \z\ <  1) jest związane z metodami zespolo­
nymi w teorii szeregów Fouriera, a rozszerzenie na przypadek wielowymiarowy 
wymaga teorii gradientów (stopnia ^  1) funkcji harmonicznych i prowadzi do no­
woczesnej teorii przestrzeni Hp. Te zagadnienia będą rozważane później.

W ważnej pracy [87] napisanej wspólnie z Marcinkiewiczem badane są sumy 
częściowe szeregów Taylora na brzegu (lub ogólnie średnich Cesaro).

Oto jest główne ogólne twierdzenie.
OO

Rozważamy szereg Taylora c„zn =  S+ iS  i oznaczamy przez o°(t) jego średnią
o

Cesaro rzędu a (a >  — 1) w punkcie z — e!t. Na przykład »

*2(0 =  J ?  c/ jt’
o

*1(0 =
1____  V 1

n + l jl-J *?( 0-

Jeśli lim  | Recr“( t ) ) <  oo, gdy t eE, to 1° lim o £ + * (0  = a(t) istnieje dla prawie 
każdego t e E ; 2° zbiór punktów granicznych <r“( 0  (« -> o o ) jest sumą okręgów o śród-
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kach a{t) dla prawie każdego t g E;  3° w przypadku a  =  0 i cn =  ć>(1) zbiór ten jest 
domkniętym pierścieniem o środku o(t) prawie wszędzie na E.

Pokrótce warunek 2° mówi, że {a°(0} ma „strukturę kolistą” prawie wszędzie 
na E.

Ponadto następujące warunki są równoważne: a) lim |Reor“(?)| <  00 p.w. na E;
b) limo,“+1(/) istnieje p.w. na E; c) lim Re er ° (7) <  00 i szereg S  jest sumowalny 
metodą Abela.

Dowód powyższego twierdzenia jest trudny. Wykorzystuje poprzednie rezultaty 
Zygmunda o zbieżności lub sumowalności S  i S: jeśli szereg S  ma ograniczone sumy 
częściowe i jest zbieżny na E, to szereg S  jest zbieżny p.w. nais([46]; słabszą wersją jest 
pewne twierdzenie Priwałowa); sumowalność (C, a) szeregu S  na E  implikuje sumo- 
walność S  w tym sensie p.w. na E  ([87]; w przypadku a — 0 udowodnił to Kuttner); 
jednostronna ograniczoność sum częściowych szeregu Fouriera S  na E  implikuje 
ograniczoność S  i S p.w. na E  [63]. Twierdzenie powyższe, mimo że głębokie, po­
zostawia otwartym następujący problem (zakomunikowany nam przez A. Zygmun­
da): czy jest prawdą (przy założeniach twierdzenia), że sumy o°(t) mają ekwipartycję 
w otoczeniu swego zbioru granicznego prawie wszędzie na El

Szeregi lakunarne i losowe. Wykorzystanie lakunarnych i losowych szeregów 
trygonometrycznych dla konstrukcji przykładów i kontrprzykładów było rozwi­
nięte przez Paleya i Zygmunda w latach trzydziestych i okazało się, że jest to metoda 
bardzo użyteczna. Podajmy kilka typowych wyników.

1. Żaden słabszy warunek niż to, że £  lcJ 2 <  00 nie gwarantuje, że +  cneint 
jest szeregiem Fouriera. Dowodzi się, że ]£ózcnemt nie jest szeregiem Fouriera 
prawie na pewno, o ile ±  są losowo wybrane z naturalnym prawdopodobieństwem
[41].

2. Żaden lepszy warunek niż to, że f  e L 1 nie daje możliwości określenia i zba­
dania funkcji sprzężonej / .  Istotnie, gdy dana jest funkcja dodatnia %{x) — o(x) 
(x->oo) i funkcja tp(x) rosnąca do 00 (x -* 00), to istnieje szereg Taylora cnz* =
= u(z)+iv(z) taki, że j%(\u(re?*)\)dt =  0(1) {r/  1), fy(\v(reif)\)dt +  0(1)

r -* l

i lim\v(re“)\ — 00 dla prawie wszystkich t. Funkcję analityczną u(z)Ą-iv{z) można
Tl ±  Z*1*zadać w postaci > ----- — . Gdy ciąg nk jest wystarczająco szybko rosnący*

to ta funkcja losowa ma wymaganą własność p.w. [57].
OO

3. Losowy szereg Taylora ]£ ± a nzn, gdzie lim lnj1̂  =  1 ma \z\ =  1 jako na-
0

turalny brzeg p.w. ([58], inny piękny dowód zawarty jest w [60]). 

n l  cos3fe/ \
4. Funkcja f ( t ) = J] 11+ /— - — I ma następujące własności: sumy częściowe

jej szeregu Fouriera są jednostajnie ograniczone, zbieżne są prawie, wszędzie i roz- 
bieżene ąuasi-wszędzie (tj. poza zbiorem pierwszej kategorii Baire’a) [115].
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Lakunarne i losowe szeregi trygonometryczne same przez się są interesujące, 
szczególnie w odniesieniu do teorii prawdopodobieństwa. Przedstawimy teraz 
główne rezultaty Zygmunda dotyczące lakunarnych szeregów trygonometrycznych, 
szeregów niezależnych zmiennych losowych i losowych szeregów trygonometry­
cznych. Chociaż rozróżnienie tych tematów jest nieco arbitralne, omawiamy je 
z osobna.

Lakunarne szeregi trygonometryczne. Mówimy, że szereg trygonometryczny 
jest lakunarny, jeśli może być napisany w postaci

o V  rkcos(nkt+<pk), inf =  g >  1.
jLmJ Uu0 *

Taki szereg może reprezentować funkcję bardzo nieregularną (przykład 
Weierstrassa funkcji nigdzie nieróżniczkowałnej). Jednakże takie szeregi są globalnie 
regularne w sensie określonym przez następujące twierdzenia.

Jeśli f  gL 1 i S ( f) (szereg Fouriera funkcji/)jest lakunarny, to f  gLp dla wszystkich 
p >  1 (niekoniecznie /eL °°); dokładniej expż|/|2 eJL1 dla wszystkich A >  0 [39]. 
Jeśli ponadto współczynniki Fouriera spełniają JT \J'(n)\p < oo (p <  2), to exp A\f\p’e 
gL 1 dla wszystkich A >  0, gdzie llpĄ-lfp’ =  1 [69].

Jeśli lakunarny szereg trygonometryczny S  jest sumowalny na zbiorze miary 
dodatniej metodą określoną przez macierz (/?w), która spełnia warunki

OO

lim £  Pm =-1, lim pkl =  0,
/—► OO k — \ /-*oo

to szereg S  jest zbieżny prawie wszędzie i jest szeregiem Fouriera [40].
Zasadniczym punktem dowodu jest lemat, którego ostateczna forma jest nastę­

pująca [112]: Jeśli 2i jest zbiorem miary dodatniej na odcinku [0, 2tc], A >  1 i q >  1, 
to istnieje p, takie, że dla każdego wielomianu trygonometrycznego postaci (+) 
gdzie n0 >  p, zachodzi

1
I

W konsekwencji mamy twierdzenie o jednoznaczności [52], [112], [116]: Jeśli 
lakunarny szereg trygonometryczny jest zbieżny do 0 na zbiorze E  miary dodatniej, 
to jest szeregiem zerowym. Jeśli jest zbieżny na E  do funkcji analitycznej (lub funkcji 
klasy C°°), to jest szeregiem Fouriera funkcji analitycznej (lub klasy C°°). Jeśli dwa 
lakunarne szeregi trygonometryczne (z różnymi ciągami nk) są równozbieżne na E, 
to są równe.

Oto jest odpowiednik warunku różniczkowalności funkcji gładkich rzeczywistych 
(dowód jest całkiem odmienny): jeśli rk =  n(l), to istnieje nieprzeliczalny i wszędzie 
gęsty zbiór wartości t, dla których szereg (+) jest zbieżny [40].
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CO

Lakunarne szeregi potęgowe akz”k dają przykłady krzywych Peano. Jeśli
o

00

szereg £  k j  jest zbieżny dostatecznie wolno i jeśli q jest wystarczająco duże, to 
o

obraz \z\ =  1 pokrywa zbiór otwarty [95].
S (t)

W przypadku £  |r|[ =  oo można badać rozkład---- ------ , gdzie Sn(t) =

n 1
=  £  rkcos(nt+<pk). W dość ogólnej sytuacji asymptotyczny rozkład jest gaussowski

i
[105], [109] i zachodzi prawo iterowanego logarytmu

lim p.w.

([122], gdzie nierówność <  1 jest udowodniona, nierówność przeciwna została 
udowodniona przez Mary Weiss).

Ściśle powiązane z szeregami lakunarnymi są tak zwane iloczyny Riesza 
/7( 1 + rkC0S(nkt~̂ <Pk))- Zwykle zakłada się, ż&q>  Taki iloczyn zawsze

00
reprezentuje miarę dodatnią. W przypadku ^  rk <  oo jest ona absolutnie ciągła,

1OO
a w przypadku £  Ą. =  oo jest czysto osobliwa, a iloczyny częściowe zbieżne są

-  i
do 0 p.w. [52].

Urojone iloczyny Riesza /7 (l+ ż rA.coswAJ) zostały wprowadzone w [104] w celu 
podania prostego dowodu twierdzenia Banacha. Podaliśmy już piękny przykład 
funkcji skonstruowanej w ten sposób.

Szeregi niezależnych zmiennych losowych. Pod wieloma względami lakunarne 
szeregi trygonometryczne zachowują się jak szeregi niezależnych zmiennych loso­
wych, dzięki temu, że wyrażenia cos nkt są prawie niezależne. Wydać się może 
paradoksem, że tak wiele idei przenoszono z trudnego przykładu (szeregi lakunarne) 
do prostego przypadku (sumy niezależnych zmiennych losowych). Badania Zygmunda 
nad tą problematyką rozpoczęły się w istocie od pracy [40] i rozwijały się w latach 
1937-1938 w serii prac wspólnych z Marcinkiewiczem. Wskażemy tylko kilka 
wyników i pomysłów [71], [74], [75].

1. Oto użyteczny lemat (ważny w późniejszej pracy z Salemem i ukryty w po­
przedniej pracy z Paleyem): jeśli X  jest dodatnią zmienną losową i A >  0, to

p { x > m x ) ) x

2 — R oczn ik i PTM . — W iad om ości M atem a ty czn e  X IX
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2. Dla każdego ciągu niezależnych zmiennych losowych Xn takiego, że E(Xn) =
N

=  0 i S  =  y  Xn istnieje prawie na pewno, to funkcja maksymalna S* =  sup I £  X \
i i

spełnia nierówność E(S*P) ^  y4E(|S'[p) (p >  1), gdzie A jest absolutną stałą. Dla 
P >  1

£ ( ( ^ x "),/2) < ^ £(|S|P)-

3. Bez założenia E(Xn) — 0 zbieżność Xn według prawdopodobieństwa
implikuje zbieżność prawie pewną. Sumowalność prawie pewna implikuje, że dla 
pewnego Xn szereg £  J est zbieżny prawie na pewno („istotna zbieżność”
w sensie P. Levy’ego; rezultaty te zostały otrzymane przez P. Levy’ego niezależnie 
nieco wcześniej). Sumowalność jest tutaj rozumiana w bardzo ogólnym sensie za­
znaczonym powyżej (str. 106). Na przykład, jeśli szereg Taylora jest przedłużalny 
do punktu z0, przez koło zbieżności, to jest sumowalny w z0. Daje to nowy dowód 
nieprzedłużalności losowego szeregu Taylora przez koło zbieżności (Ryll-
Nardzewski).

4. Prawo iterowanego logarytmu (Chinczyn) stwierdza, co następuje: jeżeli Xn 
są niezależnymi zmiennymi losowymi, E(Xn) = 0 ,  Mn — suplńfj, Bn = E(X f)-f-

+  ... +  E(Xl), lim Bn =  oo i Mn =  o\/BJ\og\ogBn, to lim X jV2Bn\og\ogBn =  1
i

prawie na pewno. W [74] udowodnione jest za pomocą przykładu (postaci Xn =  
— d= «„)> że warunek na Mn nie może być zastąpiony przez Mn = oVBnlog\ogBn. 
Prawo iterowanego logarytmu pojawia się w wielu pracach od 1930 do 1954 r.

Losowe szeregi trygonometryczne. Wspomnieliśmy już o pracy [60]. Znajduje się
00

tam dość ogólna zasada dotycząca szeregów ^  Xncos(ntJr <pn), gdzie Xn są syme-
1

trycznymi niezależnymi zmiennymi losowymi: jeśli taki szereg ma prawie na pewno 
własność P na pewnym przedziale, to ma tę własność prawie na pewno i wszędzie 
(przy pewnych warunkach na P).

Wszystkie inne prace dotyczące tej problematyki powstały w wyniku współ­
pracy z Paleyem lub Salemem.

Prace: O pewnych szeregach funkcji [41], [58] dotyczą ogólnych własności sze­
regów ±  cnfnx szeregów £  e2nio>”cnf n(x), gdzie f n są danymi funkcjami, cn — 
współczynnikami, znaki ±  są losowo niezależne, a con są losowo niezależne na od­
cinku [0, 1] z naturalnym prawdopodobieństwem. Na przykład jeśli

i
sup j  \ fn{x)\2dx <  oo oraz liminf J  \ fn{x)\2dx >  0

o E

dla każdego zbioru E  miary dodatniej, to mamy następującą alternatywę: jeśli 
Jc„\2 <  °°»to szereg d: cnf n(x) jest zbieżny prawie na pewno, prawie wszędzie

do (losowej) funkcji f  e L 2(0, 1), jeżeli zaś ]?\cn\2 =  oo, to szereg £  ±  cnf n{x) jest
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prawie na pewno niesumowalny za pomocą żadnej danej metody sumacyjnej.
W przypadku f n(x) =  cosnx lub sin«x własności tych szeregów zbadane są 

szczegółowiej: Warunki: a) c„|2 <  oo, b) ^ ±  cnf n{x) jest prawie na pewno 
szeregiem Fouriera, c) ^  ±  c„/„(x) jest prawie na pewno szeregiem Fouriera 
funkcji f e  (~) Lp (lub nawet exp A \ f  j2 e L * 1 dla wszystkich A >  0) są równoważne.

l<p< oo
Warunkiem dostatecznym dla jednostajnej zbieżności jest to, że £  |cn|2log1+e« <  oo,

2/+ł
a warunkiem koniecznym je s tj^ ( \c„\2)112 <  oo (dowód stosuje się do przypadku

2-J
szeregu £  eZm(°r>cncosnx; przypadek cosnx opiera się na pewnym re­
zultacie P. Billarda (1960).

Praca [133] poprawia powyższy warunek dostateczny i bada takie zagadnienia, 
jako prawo iterowanego logarytmu i centralne twierdzenie graniczne. Bardzo 
ważnym narzędziem jest oszacowanie rozkładu P  (M  >  A), gdzie M  jest normą 
supremum losowego wielomianu trygonometrycznego. Był to punkt wyjściowy 
badań kilku autorów.

Ważnym uzupełnieniem [41] i [58] jest wspólna praca z Paleyem i Wienerem 
[61] o szeregach Fouriera i Taylora z gaussowskimi współczynnikami. Znajdujemy 
tam pierwszy publikowany dowód nieróżniczkowalności w żadnym punkcie prawie 
każdej realizacji ruchu Browna. Zwróćmy się teraz w innym kierunku.

Metody zespolone i funkcje sprzężone. Wspominaliśmy już o pewnych własnościach 
szeregów sprzężonych lub funkcji sprzężonych odkrytych przez Zygmunda. Roz­
ważane są one w bardzo wielu spośród jego prac. Dobrym wstępem do nich 
jest praca przeglądowa [90]. Wskazuje ona trzy główne tendencje: a) metoda klas 
H p, b) metoda reprezentacji konformicznych, c) metoda Littlewooda-Paleya. 
Wyłączmy punkt b) z naszego omówienia (mimo że dostarcza jedynego przykładu 
rysunku w całej opublikowanej twórczości Zygmunda (patrz [151], II, s. 200)(2). 
Klasy Hardy’ego H p (0 <  p <  oo) składają się z takich funkcji analitycznych w kole 
jednostkowym \z\ <  1, że j\F{rełt)\pdt jest ograniczone, gdy r -M . Mają one nie- 
styczne wartości brzegowe prawie wszędzie, F(ek) =  f{t) -f- i f(t). Jeśli/ e L1, to /  jest 
niczym innym, jak tylko transformatą Hiłberta funkcji / .

M. Riesz udowodnił, że/ eL p, gdy f  eL p dla 1 <  p <  oo. N ie jest to już praw­
dziwe dla p — 1 lub p =  oo. Te graniczne przypadki są badane w [35] (por. także 
[54]). Jeśli f  eL°° i ||/||00<  1, to exp2/ gL 1 dla każdego 0 <  A <  7r/2. Jeżeli/lcg+y eL1, 
to / e L 1.

W przypadku g d y /e L 1, / istnieje p.w. i J / l^ e L 1 dla każdego p e { 0, 1), ale 
niekoniecznie dla p — 1 (Kołmogorow). Że nie można wyjść poza L1, wynika z kon­
strukcji podanej w [57] (szereg losowy).

Przypadek,] gdy f i  / s ą  sumowalne, był badany [76] i od tamtej pory rezultaty
(2) Gorliwy celnik pewnego razu zauważył wykres funkcji zębatej wśród papierów Zygmunda

i błędnie wziął to za projekt bomby wodorowej. Aby wybrnąć z sytuacji, Zygmund musiał objaśnić 
celnikowi lokalne twierdzenie Fatou-Priwałowa.
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** ,ł A

zawarte tam nie zostały ulepszone. Napiszmy F oraz Sn — F(j)eijt.
o

Mamy

(1) lim S2k = F  p.w.,

(2) i
1

(3) Sn zbieżne jest aproksymatywnie do F  p.w.
(4) Jeśli ponadto Flog+\F\ e L 1, to s u p ła j  e L 1.

W dowodzie (4) używa się metody Littlewooda-Paleya. Wynik ten został opu­
blikowany najpierw jedynie jako uzupełnienie podobnych rezultatów otrzymanych 
przez Littlewooda i Paleya, a później przez Zygmunda w pracy [77] o szeregach 
Fouriera f e  Lp (j> >  1). Rezultaty te są zawarte w wersji Hunta twierdzenia Car- 
lesona (1967): szereg Fouriera funkcji f  eL p (p >  1) jest zbieżny prawie wszędzie. 
Dla p =  1 istnieje słynny przykład Kołmogorowa funkcji / e L 1, której szereg 
Fouriera jest wszędzie rozbieżny, więc twierdzenie Zygmunda o zbieżności funkcji 

f e H '  zachowuje swoją moc.

Funkcje Littlewooda-Paleya, Luzina i Marcinkiewicza. Wspomnieliśmy już
0 teorii Littlewooda-Paleya w odniesieniu do sumowalności szeregów Fouriera
1 Taylora [76], [77]. Poza tym istnieje wiele prac Zygmunda odnoszących ąię do 
teorii Littlewooda-Paleya [80], [93], [97], [146]. Niektóre z nich dotyczą klas Har- 
dy’ego Hp, gdzie 0 <  p <  1.

„Klasyczna” teoria Littlewooda-Paleya dzieli się na dwie części: (a) oszaco­
wania typu Lp dla pomocniczych operatorów określonych w terminach funkcji 
harmonicznych lub analitycznych, (b) zastosowanie tych pomocniczych operatorów 
do dowodów twierdzeń o szeregach Fouriera.

Te operatory pomocnicze były z początku określane dla funkcji analitycznych 
w kole jednostkowym. Nieco przejrzystsze są analogiczne operatory dla funkcji 
harmonicznych u{x, y) określonych w półpłaszczyźnie y >  0 (oznaczonej 
mianowicie

00

g ( x )  =  (J t \ \ / u { p c , Ol2*)*,
o

*(*) =  ( / /  IV u(y> t)\2dyd ty12,

**W  =  ( / / ( l i = P i + t) If -O-.OI***)' •

Dla funkcji harmonicznych u{rcosO, rsinO) określonych w kole r <  1 roz­
ważamy
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g(6) =  | J  (1— r)Jpw(rcos 0, rsin 6\2d r ^ 2
o

i odpowiednie s(d) i g*(0). Wszędzie tu u jest całką Poissona funkcji / ( / w  pierw­
szym przypadku jest określone na prostej, w drugim na okręgu). Funkcje g i g* 
zostały wprowadzone przez Littlewooda i Paleya, którzy zauważyli, że g (0 )<  
^  2g*(0) i udowodnili nierówności postaci |lg||p ^  Cp\\f\\p dla p >  1 i ||g % <  
<  CpWfWp dla p  =  2, 4, 6 ,... Funkcja .? została wprowadzona przez Luzina, który 
udowodnił, że \\s\\2 <  C ||/||2; ma ono prostą geometryczną interpretację i często 
nazywana jest całką obszaru.

Prace [77] i [76] dotyczą części b) programu. Ich ideą jest oszacowanie funkcji

w terminach g(Q) (Sn są częściowymi sumami Fouriera, a an sumami Cesaro-Fejera 
/ ) .  Wynika stąd łatwo wcześniejszy rezultat Littlewooda i Paleya lim S2k(d) =  
= /(0 ) p.w., jeśli f e L p {p>  1), i nie publikowane twierdzenie Paleya o aproksy- 
matywnej zbieżności, gdy f  e Lp [77]. Przytoczyliśmy już odpowiednie wyniki otrzy­
mane dla f  e H 1 [76].

Znacznie później, w 1956 r. [146], Zygmund powrócił do tej tematyki. Praca 
[146] zawiera różne niespodzianki. Główną jest to, że dwie funkcje, które wystę­
pują w teorii Littlewooda-Paleya, wytrzymały próbę czasu, mianowicie g* i y są 
w zasadzie identyczne, mianowicie c <  g*jy <  C w każdym punkcie. Łatwo to 
udowodnić bezpośrednio rachunkiem, gdy się już wie, że tak jest. Ponadto pewne 
modyfikacje g* i y  zostały użyte do badania sum Cesaro szeregów Fouriera funkcji 
z Hp (0 <  p <  1). Wynikające stąd nierówności, udowodnione niezależnie przez
G. Sanouchi, dają nowy dowód wcześniejszego twierdzenia Zygmunda [89]: jeśli 
f e H p ( 0 < p < l ) ,  to sumy Cesaro or“(/) dążą do / p.w., gdy a =  1/p—1 (to jest 
wynik najlepszy z możliwych; przypadek a >  l f(p—1) był rozpatrywany już przez 
Hardy’ego i Littlewooda).

Funkcja Luzina s jest rozważana w [80]. Marcinkiewicz i Zygmund dowodzą,, 
że jeśli funkcja u jest analityczna w kole, to Cp\\u\\HP dla wszystkich/?, 0 <
<  p  <  oo (to samo zachodzi dla górnej półpłaszczyzny). Znowu w dowodzie używa 
się g(6) jako decydującego narzędzia.

Tytuł [93] O pewnych całkach jest niejasny. Praca zawiera dwa istotne wyniki. 
Po pierwsze uzupełnia nierówności Littlewooda-Paleya dowodząc, że ||g*|| ^  
^  CJl/ljp dla wszystkich p, 1 <  p <  oo. Po drugie, wykorzystuje g* do udowodnienia,. 
że IW lip ^  ll/IU gdzie p  jest tak zwaną „całką Marcinkiewicza” określoną przez

funkcja F  jest tu całką nieoznaczoną funkcji /  (Marcinkiewicz wprowadził p  jako
'o
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odpowiednik g zdefiniowany wyłącznie za pomocą pojęć teorii zmiennej rzeczy­
wistej bez użycia funkcji zespolonych analitycznych lub harmonicznych).

W [97] podany jest nowy dowód nierówności ||g||p <  Cp\\f\\p używający raczej 
funkcji harmonicznych niż analitycznych.

Opiera się on na pomysłowym zastosowaniu twierdzenia Greena z rachunku 
różniczkowego wraz z tożsamością A\u\2 = C \\/u \2, która zachodzi dla funkcji 
harmonicznych. Dowód ten odegrał ważną rolę w dalszych uogólnieniach.

Prace [80] i [93] są związane także z promienistym zachowaniem się funkcji 
analitycznych i łakunarnych oraz losowych szeregów Taylora. W [80] udowodniono, 
używając funkcji g(6), że wahanie funkcji analitycznej u e  H p ( p >  0) w kole jedno­
stkowym na promieniu od początku układu do reld jest 0(i |log(l—r) |) dla prawie 
każdego 0. Ograniczenie to jest istotne nawet dla u e H 2, a kontrprzykładem jest 
pewien lakunarny lub losowy szereg Taylora [93] podobny do szeregów rozpa­
trywanych w pracy [61] napisanej z Paleyem i Wienerem.

W historii teorii Littlewooda i Paleya nastąpił zwrot, gdy pojawiły się całki oso­
bliwe. Od razu, gdy w 1952 r. ukazała się praca Calderona i Zygmunda [131], 
było jasne, że technika tam użyta ma znacznie szersze zastosowanie niż tylko do 
uzyskania wyników tej pracy. Wkrótce potem E. Stein odkrył, że można jej użyć 
do udowodnienia n-wymiarowych uogólnień nierówności dla g, s, g*, p  itd. me­
todami teorii zmiennej rzeczywistej. Później prace Hórmandera, J. T. Schwartza 
i Benedecka-Calderóna-Panzone pokazały, że w rzeczywistości g, s, p są całkami 
osobliwymi, gdzie osobliwe jądra splotowe przyjmują wartości w przestrzeni Hil- 
berta. Funkcja g* jest nieco bardziej skomplikowana, ale technika zmiennej rze­
czywistej dalej się stosuje. Tak więc badania Zygmunda nad całkami osobliwymi 
przeobraziły całą treść teorii Littlewooda-Paleya.

Wartości brzegowe funkcji analitycznych i harmonicznych. Funkcji harmonicznych 
i analitycznych u{z) w kole jednostkowym jz| <  1 używa się bardzo często w teorii 
szeregów Fouriera (patrz [90]). Rozpatrywaliśmy już niektóre prace dotyczące 
wartości brzegowych takich funkcji [57], [80], [93] (ostatnia część); patrz także 
[118], [158]. Badania te prowadziły do nowych rozwinięć funkcji analitycznych 
wielu zmiennych lub funkcji harmonicznych więcej niż dwóch zmiennych [117], 
[120], [123], [162], [163], [170].

Punktem wyjścia jest [117] (1949). Niech /(z) (z  =  (z1} z2, ..., z*)) będzie funk­
cją analityczną w polidysku |zŁ| <  1, ..., \zk\ <  1. Gdy /  jest funkcją ograni­
czoną, to zachodzi odpowiednik twierdzenia Fatou, tzn. dla prawie każdego 
£ =  (Ci, £*) na wyróżnionym brzegu (|Cil =  |C2I = . . . = =  IC*I = 1 )  istnieje 
granica kątowa /(C) =  lim/(z) (oznacza to, że z} dąży niestycznie do £, w kole

\zj\ <  1 ( / =  1, 2, . . . ,  k). Rezultat ten jest prawdziwy dla dogodnie zdefiniowanego 
odpowiednika klasy Nevanlinny, tzn. kiedy

(=j=)
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gdzier =  (r1} . . . ,r k) e [O, 1]*, 6 — (0l5 ..., 6k) e Tk i reid oznacza 0r1e'01 , • • •, 
Ponadto, gdy / g Hp (p >  0), tzn.

sup /  }f(rei<t)\pd» <  oo, 
r t* 

to

lim f |/( re '9) - / ( e '8) i v e = 0
jk

( r -> l  oznacza, że r /-> l dla każdego /).
Wydaje się, że warunek (=ł=) nie może być osłabiony. Jednakże słabszy warunek

(?) sup f  log*|/(rei9)|rf0 <  oo
r jk

(który określa klasę Nevanlinny tak samo jak (#=), gdy k  =  1) gwarantuje słabszą
formę zbieżności prawie wszędzie, tj. lim f(z)  istnieje, gdy Zj dąży do Cj niestycznie

z—
i wszystkie liczby 1 — \Zj\ są porównywalne [123]. Mimo że metody się różnią, rezul­
taty te przypominają odpowiednie wyniki dotyczące silnej lub ograniczonej różni- 
czkowalności całek wielokrotnych [65], [168], i silnej lub ograniczonej sumowal- 
ności wielokrotnych szeregów Fouriera [85], [106].

Praca [120] dotyczy sfery zamiast polidysku i używając rozumowania Calderona 
podaje naturalny analogon klasy Nevanlinny dla sfery.

Istotne we wszystkich przypadkach jest to, że lo g + f/^ -H jh , •••> *&+%)) Jest 
funkcją podharmoniczną 2k  zmiennych x 1, y 1, ..., xk, yk.

W 1960 r. E. Stein i G. Weiss rozważali odpowiedni problem dla gradientów 
funkcji harmonicznych u(xu x2, ..., xn) (gdy n — 2, funkcja yu  może być uważana 
za funkcję analityczną x xĄ-ix2, dlatego gradienty funkcji harmonicznych są jedynym 
z możliwych uogólnień funkcji analitycznych zmiennej zespolonej). Udowodnili 
oni, że \yu\p )Q$>t podharmoniczna dla pewnych p  <  1, a mianowicie dla /?>  

n—2
Mimo że ta nierówność jest możliwie najlepsza, to [162] podaje jej

71— 1

uogólnienie przez rozważanie wyższych gradientów y ku funkcji harmonicznych 
(można uważać y ku za wektor, którego współrzędnymi są wszystkie różne pochodne 
rzędu k  funkcji harmonicznej w): funkcja \y ku\ jest podharmoniczna, o ile 

n—2
p > ---- - t f . Dało to zaczątek teorii klas Hp w półprzestrzeniach

ti— 1 ~\~k
była później rozwijana za pomocą metod zmiennej rzeczywistej (Fefferman, 
lub metod martyngałowych (Burkholder, Gundy, C. Herz).

która

Stein)

Całki osobliwe. Od czasu ukazania się pracy Calderona i Zygmunda w 1952 r. 
teoria całek osobliwych stała się bardzo popularna i ważna. Odświeżyła ona starsze 
zagadnienia, takie jak teoria Littlewooda-Paleya i stworzyła jedno z najsilniejszych
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narzędzi w teorii równań różniczkowych cząstkowych (jak przypuszczał Giraud 
już w 1936 r., patrz nota bibliograficzna w [147]). Wiele prac poświęconych jest tej 
tematyce: [131], [133], [139], [141], [142], [144], [147], [148], [149], [165], [179]. 
Ponadto [178] jest krótką rozprawą o tym przedmiocie, a całki osobliwe są używane 
w wielu innych pracach’, jak [162], [163], [164]. Praca [147] jest artykułem przeglą­
dowym, który omawia stan i smak tego przedmiotu w 1958 r. wkrótce po ukazaniu 
się podstawowych prac [131] i [141] (wspólnych z Calderonem).

Oto oznaczenia: litery x, y , ... oznaczają wektory w przestrzeni eukłidesowej 
En., \x\ jest normą x, i x' = x\x\~l jest rzutem x  na sferę jednostkową 27. Jądrem 
jest K{x) = Q{x,)\x\~n, gdzie Q jest daną funkcją ze średnią wartością 0 na E. 
Ke(x) oznacza jądro obcięte, które jest zdefiniowane jako K(x), gdy |x| >  s i 0, 
gdy \x\ < e.

Gdy dana jest funkcja /  określona na En, f  *Ke oznacza splot, o ile istnieje. 
Problem polega na określeniu i badaniu/  =  limf*K e z odpowiednim pojęciem Zbie-

ê O
żności.

Gdy n =  1, całka osobliwa jest niczym innym jak transformatą Hilberta i / je s t 
zwykłą funkcją sprzężoną do/ .  Ta sytuacja jest dobrze znana. Gdy n >  1 i Q (—x') =  
=  —Q(x') (jądro nieparzyste), to używając przypadku jednowymiarowego (trans­
formaty Hilberta) i metody obrotu (wprowadzonej w [141]) można udowodnić 
co następuje: gdy Q e L 1 (27), Q nieparzyste i/ e LP(E„) (p >  1), to f (x)  =  lim/*  Ke(x)

• • ^   ̂Qistnieje prawie wszędzie i również /  =  limf* K s w Lp(Eri,).
e—>0

W ogólnym przypadku Q jest sumą jądra nieparzystego i parzystego, i metoda 
obrotu w swej prostej formie stosuje się jedynie do części nieparzystej. Część pa­
rzystą można badać przez rozpatrywanie operatora, który pojawia się jako super­
pozycja dwóch operatorów o jądrach nieparzystych.

Transformata Fouriera rzuca dużo światła na te operatory. Jeśli fJlog+ \Q\ eL 1 (27), 
to transformata Fouriera Ke („symbol” jądra K) może być zdefiniowana jako funkcja 
ograniczona (w rzeczywistości jednorodna stopnia 0), Ż s są jednostajnie ograniczone 
i punktowo zbieżne do Jt, gdy e->0, dlatego/  =  limf*K e w L2, o ile/ e L 2 [131]. 
Ponadto /  =  w Lp i punktowo prawie wszędzie, o ile f  e Lp (1 < p  <  oo)
[141]. Decydująca rola warunku f21og+ \Q\ £12(27) została wyjaśniona później 
[165].

Istnieje wiele pokrewnych rezultatów i uogólnień. W szczególności rozważa się 
istnienie ogólniejszej całki osobliwej Tf(X) — J K(x, y)f(y)dy. W tym przypadku

En
K(x, y) — Q(x, z') \z\ ”, gdzie z = x —y  i dla każdego x w En funkcja Q{x, •) ma 
średnią wartość 0 na 27. Oto typowy rezultat: jeśli sup f  \Q(x, z)\2dz' < oo

X z

i / e L2 (En), to funkcja Tf(x) może być zdefiniowana jako główna wartość prawie 
wszędzie i \\Tf\\2 <  A\\f\\2\ zawiera to rozwiązanie problemu Michlina ([ 139]—[ 149]), 
a różne uogólnienia z normami Lp i Lą zamiast L 2 są zawarte w [141]. Tam symbol 
jądra K  jest zdefiniowany jako transformata Fouriera 0(x , z')\z\~n względem z.
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Przypadek funkcji okresowych /  rozpatrywany jest w [138] z jądrem Zr(je) =  
= Q{x’)\x\~n. Obejmuje to przypadek transformaty Hilberta na torusie (to jest 
może najprostsze ujęcie problemu, nawet gdy n =  1). Ważny jest tutaj warunek

i
gładkości na Q, tzn. warunek Diniego na moduł ciągłości j  a)(t)dt/t <  oo.

o
Warunek Diniego występuje już w [131] i jego rola jest dobrze wyjaśniona 

w pracy [ ](3) z Calderonem i Mary Weiss. Podaje ona słabe oszacowania w L 1 
typu

meas{*| |/(x)| >  y} <  A\\f\\i_.

Bez żadnych warunków regularności oszacowania w Lp (p >  1) pozostają jeszcze 
w mocy, ale przypadek graniczy p — 1 nie poddaje się rozwiązaniu.

Mimo że nie jest możliwe opisanie metod, to może warto poświęcić chwilę 
ukazaniu głównych narzędzi używanych w tej teorii.

Zaznaczyliśmy już rolę transformat Fouriera (dla p =  2) i metody obrotu (gdy 
Q jest nieparzyste). Pierwotna idea w [131] polega na otrzymaniu słabych jedno­
stajnych oszacowań w LP dla f*K e (p >  1) i użycia ich dla otrzymania silnych osza­
cowań w Lp (p >  1) i zbieżności prawie wszędzie. Teoria interpolacyjna Marcin­
kiewicza jest więc istotnie potrzebna. Ciekawe jest, że pierwsze syntetyczne omówie­
nie interpolacyjnej teorii Marcinkiewicza powstało dopiero w 1956 r. [145], ale 
już od 1951 r. Calderon i Zygmund wspólnie badali interpolację operacji, w tym 
samym czasie co całki osobliwe [125], [140].

Słabe oszacowania w L 1 opierają się na dwóch lematach, które same w sobie 
są bardzo interesujące (lematy I i II, s. 488, w [147]). Pierwszy jest przypisywany 
Marcinkiewiczowi i stwierdza, że:

rt  ̂ f   ̂ ^
1{x) =  J  dy < °°

dla prawie wszystkich * w En, gdzie <5(y) jest odległością y  od danego zbioru dosko­
nałego P w En, A kulą zawierającą P, a X >  0. Drugi jest lematem pokryciowym 
Calderóna-Zygmunda: jeśli /  jest kostką w En, f  e L 1 (I) i y >  0 jest duże, to istnieje 
ciąg rozłącznych podkostek Ik takich, że j/ | <  y  prawie wszędzie w Z ^ ^ /*  i war" 
tość średnia J / J  na każdym Ik jest zawarta między y  a 2ny.

Równania różniczkowe cząstkowe. Te same fragmenty pojawiają się w kilku 
pracach wspólnych z Calderonem poświęconych równaniom różniczkowym czą­
stkowym [148], [156], [157].

Związek między równaniami różniczkowymi a operatorami osobliwymi jest 
następujący. Jeśli P jest liniowym operatorem cząstkowo różniczkowym z gładkimi 
współczynnikami i jednorodnego stopnia m, to P — HAm, gdzie A  jest pierwiastkiem

(3) Być może [166] lub [167], których brak na. naszej liście. Chodzi o pracę: „On the existence 
o f singular integrals”, A. P. Calderon, Mary Weiss, A. Zygmund, in Proceedings o f Symposia 
in Pure Mathematics, AMS, vol. 10, Singular Integrals.
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kwadratowym laplasjanu, a H  jest operatorem osobliwym. Mianowicie jeśli 
P(u) =  gdzie a — (a i> ak) oraz a i +  ••• +  ak =  m, to P{u) =
=  HAmu, gdzie H  jest osobliwym operatorem całkowym z symbolem <y(H) — 
= ( - i r 2 a a(*)za\z r m (z =  (Zu zn) eE n) [148]. Ponadto złożenie operatorów 
odpowiada zwykłemu mnożeniu symboli, co jest obecnie już klasyczne w równaniach 
różniczkowych cząstkowych. Praca [157] (streszczona w [156]) bada lokalne własnoś­
ci rozwiązań eliptycznych równań różniczkowych cząstkowych. Wprowadza ono 
pojęcie różniczkowalności dobre do badania całek osobliwych. Dla x0 e En, p >  1 
i całkowitego v >  0 klasa Tp{x0) lub tp(x0) składa się ze wszystkich funkcji 
f e L p(En), które spełniają następujący warunek; dla pewnego wielomianu P stop­
nia <  v (stąd P — 0, gdy v =  0).

(e~w /  |f - P \ pdxy,p = 0 (qv) (lub odpowiednio o(q*) (q^0).
|x— xoi<ei

Inymi słowy,/e tp(x0) oznacza, że/ ma pochodną Peany rzędu v w sensie Lp (a w zwy­
kłym sensie, gdy p — oo).

Oto typowy rezultat: Przypuśćmy, że w dystrybucyjnym sensie

& f =  aa(x) Daf  =  g,
\ a \ < m

gdzie jest operatorem eliptycznym ze współczynnikami w T^°x0, a g e j f  (1 < p< oo)
dla x0 z pewnego zbioru Q o dodatniej mierze Lebesgue’a w En. Wtedy / e tp+m(x0) 
prawie wszędzie na Q. Kilka subtelniejszych wyników uwzględniających niecałko­
wite wartości v i różne wykładniki p znajduje się w [157]. Główna idea, interesująca 
już w prostym przypadku n — 1, polega na tym, że dobry osobliwy operator cał­
kowy S  odwzorowuje funkcję, która należy do Tp(x0) dla wszystkich x0 e Q, na 
funkcję S(J), która należy do Tp(x0) dla prawie wszystkich x0 e Q. Nie jest tak 
nawet dla transformaty Hilberta, gdy p — oo, i dlatego wprowadzenie klas Tp ma 
doniosłe znaczenie.

Prace [156] i [157] zawierają także rezultaty dotyczące poszczególnych punktów x 0; 
w tych zagadnieniach trzeba używać także niecałkowitych v. Nowe rezultaty otrzy­
muje się nawet dla rozwiązania równania Laplace’a A f  =  g. Na przykład, jeśli 
funkcja g jest ciągła w danym punkcie x 0, to każde rozwiązanie równania A f  — g 
ma pochodne ciągłe w otoczeniu x0 i gładkie w x 0 [156]. '

Interpolacja operatorów. Obecnie są już bardzo dobrze znane dwa główne twier­
dzenia o interpolacji. Oba dotyczą liniowych operatorów T  przeprowadzających 
proste funkcje mierzalne na funkcje mierzalne. Twierdzenie Riesza-Thorina mówi, 
że jeśli nierówność i|2/||ę<  \\f\\p jest prawdziwa dla wszystkich prostych / ,  gdzie 
p = pj i q = qj ( j =  1, 2), to jest również prawdziwa, o ile punkt (1 ]p, 1 fq) leży 
na odcinku łączącym (1 lpu 1 JqA i (1 /p2, 1 /q2). Twierdzenie Marcinkiewicza mówi, 
że jeśli operator T  jest słabego typu {p,q), gdzie p = p } i q = q j  (pj <i qi), to jest 
silnego typu (p, q), gdy (1 }p, \[q) leży na tym samym odcinku, tzn. jest wtedy
limi, <4*11/11,.
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Praca [94] — wspólna z J.D. Tamarkinem — podaje dowód twierdzenia Riesza- 
Thorina za pomocą zmiennych zespolonych i twierdzenia Hadamarda o trzech 
prostych.

W [145] znajdują się dowody i nowe zastosowania twierdzenia, które Marcin­
kiewicz w 1939 r. zaledwie wysłowił. Mimo że spotykano się z nierównościami 
słabego typu, od długiego czasu (istotne w twierdzeniu Kołmogorowa orzekającym, 
że funkcja /  sprzężona z funkcją całkowalną w sensie Lebesgue’a jest całkowalna 
w sensie Denjoy, było odkrycie, że transformata Hilberta jest słabego typu (1, 1)), 
wszystkie nowe rezultaty dotyczące słabych przestrzeni Lp i ich uogólnień (prze­
strzenie Lorentza, badane przez Calderona) mają swój początek w tej pracy.

Wyniki te są typowe, ale istnieją inne prace dotyczące interpolacji powstałe 
w latach 1939-1956 [84], [110], [124], [125], [131].

Niektóre ostatnie wyniki. Zakończymy krótkim omówieniem dwóch ostatnich 
prac A. Zygmunda [175], [176].

Dotyczą one podwójnych szeregów trygonometrycznych

<0> 2 1 c^ v'n = £  Z  v 2raVS=  2 1 A*a )  ■
R |v |= .R  R

Obie prace były inspirowane przez pracę Cooke’a (1971), w której dowodzi się 
nierówności

/*) ]CĄ
T2 Vl=i?

i stosuje się ją do problemu jednoznaczności dla podwójnych szeregów trygono­
metrycznych.

W [176] nierówność (*) stosuje się do tak zwanych twierdzeń o restrykcji, tzn. 
oszacowań pewnej normy Lp(ji) transformaty Fouriera funkcji / e Lp, gdzie p  jest 
zwykle pewną miarą równo rozłożoną na okręgu lub sferze lub jest miarą powie­
rzchniową na pewnej krzywej. W tym zakresie Ch. Fefferman i E. Stein i ostatnio 
P. Sjólin i T. Tomas otrzymali najlepsze możliwe wyniki. Nierówność (*) nie ma 
ciągłego odpowiednika, jak pokazuje miara równo rozłożona na okręgu.

Wynik pracy [175] związany jest z problemem jednoznaczności. W przypadku 
zwykłego szeregu trygonometrycznego, ze zbieżności na zbiorze miary dodatniej 
wynika bardzo łatwo, że współczynniki są zbieżne do zera. To jest prawdziwe 
również dla szeregu (0), ale dowód jest całkiem inny i polega na podwójnej nie­
równości :

j ] ?  k,l2<  /  <  A J T  |CF|> .

M=-K E  |v[= /?

a więc na nierówności takiego typu, jaki pojawia się w teorii szeregów lakunarnych. 
Problem jest dalej otwarty dla wyższych wymiarów.

Jest rzeczą interesującą prześledzić, jak w tych ostatnich pracach zastosowano 
do owych problemów metody rozwinięte już dawno w innych celach.
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Nasz przegląd jest już dość długi. Jednakże, jak powiedzieliśmy na początku, 
jest daleki od pełności. Wyjaśnijmy w zakończeniu, dlaczego tak jest i czym można 
by go uzupełnić.

Po pierwsze, istnieje szereg prac, których nie rozpatrywaliśmy, a pośród nich 
kilka wspólnych prac z Marcinkiewiczem lub z Salemem (najważniejsza to [103]).

Po drugie, nie każdy wynik Zygmunda może być znaleziony w jego pracach. 
Niektóre pojawiły się w pracach jego uczniów lub innych matematyków (przykład 
jest podany na str. 102).

Po trzecie, Zygmund ukazywał pracę innych matematyków czasami (patrz przy- 
pisek na str. 97) w ten sposób, że ukrywał własny w niej udział. Musimy tu wy­
mienić Marcinkiewicza, który był jego uczniem przed wojną. Prawdopodobnie część 
prac Marcinkiewicza byłaby nieznana, w szczególności prace o interpolacji operato­
rów, gdyby nie zostały dopracowane przez Zygmunda.

A oto główna luka w naszym omówieniu: Pozostawiliśmy na uboczu wszystkie 
prace Zygmunda o innych matematykach: o polskich matematykach okresu 1919— 
1939 [126]; o Marcinkiewiczu XI53] (patrz także angielskie tłumaczenie w Dziełach 
zebranych Marcinkiewicza); o Salemie (patrz wstęp do Dzieł Salema); o Mary 
Weiss [172], Znaczenie tych prac polega nie tylko na tym, że służą ocenie działal­
ności tych matematyków; pozwalają one także zrozumieć poglądy Zygmunda na 
matematykę. Nie uwzględniliśmy większości skryptów z jego wykładów, a także 
jego książek [64], [119], [129], [130], [137], [151], [178], [180], [181], [182]. W szcze­
gólności nie wspomnieliśmy jeszcze wcale o jednym z jego największych osiągnięć, 
którym jest traktat o szeregach trygonometrycznych.

Powiedzmy o nim słów parę. Pierwsze wydanie w 1935 r. było jedną z naj­
sławniejszych polskich monografii. Miała ona decydujący wpływ na rozwój teorii 
szeregów trygonometrycznych, tak że nowe wydanie 25 lat później całkowicie 
różniło się od oryginału [151]. Po 15 z górą latach można ocenić, że to drugie wy­
danie było jednym z matematycznych pomników stulecia. Zawiera bogactwo 
rezultatów, nowych metod (interpolacji w szczególności), uwag historycznej natury. 
Mimo że od tego czasu nastąpił duży rozwój teorii szeregów Fouriera (Katznelson, 
Malliavin, Carleson), monografia ta pozostaje najbardziej wartościowym źródłem 
w tej dziedzinie.

Mimo że obie książki (wydania z 1935 r. i 1959 r.) były pisane dla specjalistów, 
ich wartość przekracza krąg ludzi zajmujących się szeregami trygonometrycznymi. 
Pierwsza jest nadal doskonałym wstępem do klasycznej analizy, a druga jest cyto­
wana w wielu pracach dotyczących innych zagadnień. Przyczyną jest to, że Zygmund 
nigdy nie uważał teorii szeregów trygonometrycznych za dział zamknięty, co pró­
bowaliśmy uzasadnić w naszym omówieniu. Drugą przyczyną jest jego styl: ele­
gancki, precyzyjny, chłodny i ostry. Istnieją i powstaną inne książki w tej dziedzinie, 
ale można oczekiwać, że te dwie zachowają swój niezwykły charakter i pozostaną 
niedoścignionym wzorem w literaturze matematycznej.
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