f wmptm
1897




ROCZNIKI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEMATYCZNEGO
Seria I: WIADOMOSCI MATEMATYCZNE XIX (1976)

CH. FerreRMAN (Princeton), J. P. KAHANE (Paryz) i E. M. StEIN (Chicago)

O dorobku naukowym Antoniego Zygmunda*

Twoérczo$¢ Antoniego Zygmunda poswigcona szeregom trygonometrycznym
obejmuje okres 50 lat, traktuje o wielu réznych kwestiach i zwigzana jest z rozmai-
tymi dziedzinami matematyki, jak funkcje jednej i wielu zmiennych rzeczywistych,
analiza zespolona, analiza funkcjonalna, teoria prawdopodobiefistwa. Jednak
sprawia ona wraZenie dzieta jednolitego. Zadaniem tego przegladu nie jest kompletne
omdwienie prac Zygmunda, lecz ukazanie zaréwno ich rozmaitosci, jak i wzajemnych
Zwigzkow. ,

Zagadnienia, ktore wybraliSmy, nastgpuja w porzadku mniej lub bardziej chro-
nologicznym. Z tego powodu zaczynamy nasze omoéwienie od szeregéw trygono-
metrycznych i konczymy je réwniez na szeregach trygonometrycznych. Oczywiscie
stosujemy réwniez podzial tematyczny, lecz tu trudno$¢ naszego zadania lezy wlas-
nie we wzajemnym powiazaniu wszystkich tematéw. Juz proste pytanie, jak sumowaé
szeregi liczbowe, wigze si¢ z teorig Riemanna szeregéw trygonometrycznych, druga
rézniczka, funkcjami gladkimi. Funkcje gladkie odgrywaja z kolei istotna role
w aproksymacji, w teorii mnoznikéw, teorii rézniczkowania, w zagadnieniu funkcji
sprzezonych, w lokalnych wlasno$ciach rozwiazan eliptycznych réwnan rézniczko-
wych czastkowych. Réwnania rézniczkowe czastkowe badane s za pomoca calek
osobliwych, calki osobliwe za§ za pomoca interpolacji operatoréw. Ze swej strony
catki osobliwe daja nowe spojrzenie na starsze zagadnienia: funkcje sprzezone,
wyZzsze sprzgzone (wyZsze gradienty funkcji harmonicznych), rézniczkowalno$é
w sensie Peany, teoria Littlewooda-Paleya, warto$ci brzegowe funkcji analityczﬁych,
przestrzenie H?. Teoria przestrzeni H? w kole jednostkowym wymaga lakunarnych
lub losowych szeregdw Taylora jako przykladéw lub kontrprzyktadéw. 1 tutaj
pojawia si¢ wiele subtelnych konstrukcji za pomoca lakunarnych szeregéw trygono-

*Pierwsza wersja tego omowienia zostala napisana przez drugiego z autordéw z okazji odczytu
wygloszonego w lipcu 1973 r. na uroczystosci wreczenia dyploméw czlonk6w honorowych Pol-
skiego Towarzystwa Matematycznego (zob. Wiadom. Mat. 18 (1974), str. 191). Marceli Stark
byl inicjatorem tej pracy. Byl on wybitnym edytorem matematycznym i szczerze podziwiat

Antoniego Zygmunda. M. Stark byl szanowany przez wszystkich matematykéw na $wiecie
i kochany przez tych, kt6rzy go naprawde znali.
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metrycznych, iloczynéw Riesza, produktéw (czynnikéw) Blaschkego. Lakunarne
szeregi trygonometryczne nie moga by¢ oddzielone od szeregdw Rademachera
1 sum niezaleznych zmiennych losowych. W konicu daja one wlasciwe podejscie
do atakowania probleméw dotyczacych podwdjnych szeregéw trygonometrycznych
zwigzanych ze starym problemem jednoznacznosci. W tej dzungli kazdy po-
dzial jest nieco sztuczny.

Niemal we wszystkich zagadnieniach wystgpuje osobno przypadek jednej i wielu
zmiennych. Wyjatkiem sa szeregi lakunarne — tutaj zamiast przypadku wielu
zmiennych pojawia si¢ rownolegle badanie szeregéw nieskonczenie wielu zmiennych
niezaleznych. Typowymi przykladami sg: 1) sprzg¢zono$¢, 2) rézniczkowalno$é.
Sprzezono$¢ (przypadek jednej zmiennej) jest zwiazany z transformata Hilberta
(przypadek rzeczywisty) i z funkcjami analitycznymi (przypadek zespolony). Wielu
zmiennych dotycza wyzsze sprz¢zone, calki osobliwe, funkcje analityczne wielu,
zmiennych zespolonych. Rdzniczkowalno$¢é wzglegdem jednej zmiennej jest glownie
poréwnaniem kilku istotnie réznych definicji (pochodne Peany, pochodne Riemanna
itd.), specjalna rola czgsci parzystej prowadzi do badania funkcji gladkich. Za-
gadnienie rézniczkowalnoéci funkcji (wielu zmiennych) moze by¢ podzielone na
dwie gltéwne czedci: a) badanie roli czgSci parzystej i nieparzystej, nogdlnienia
pochodnych Peany, wplyw na calki osobliwe; b) rézniczkowalno$é calek zaleznie
od réznych sposobdw $ciagania dziedziny do zera i odpowiednie twierdzenia
o sumowalnosci wielokrotnych szeregéw trygonometrycznych i wartosciach brze-
gowych funkcji wielu zmiennych zespolonych.

Ponadto w licznych zagadnieniach dotyczacych szeregdw Fouriera, funkcji
sprzezonych, szeregéw Rademachera wystgpuja oszacowania typu L?; otrzymali je
juz Hausdorff~Young, Hardy-Littlewood, M. Riesz i sam A. Zygmund. Bardzo
czesto przypadki p =1 i p = oo wymagaja dodatkowych ograniczen i sa wyla-
czone z rozwazan. Jak dalece mozna si¢ zblizy¢ do p =1 Jub p = 00? Zygmund
rozstrzygnat te kwestie, wprowadzajac obecnie juz klasyczne klasy Llog™ L, expAL,
expAL2. W ten sam sposob klasy gladkich funkcji A* i A* pojawiaja si¢ jako wlasciwe
uogélnienia klas Lipschitza A4,i 4, 0 <a <1)dla a =1.

Odwrotnie, je$li wiadomo, co si¢ dzieje na koncach przedziatu wartosci p, to
istnieja sposoby badania tego, co si¢ dzieje wewnatrz przedziatu: jest to teoria inter-
polacji operatoréw.

Byloby interesujace kontynuowaé te rozwazania i obja$ni¢ inne aspekty twor-
czo$ci Antoniego Zygmunda: wplyw jego poprzednikéw i jego nauczyciela — Rajch-
mana, role jego wspdtpracownikéw i wérdd nich jego uczniéw (Saks, Paley, Sa-
lem, ...; Marcinkiewicz, A. Calderén, Mary Weiss, E. Stein, ...), wplyw jego wy-
kladéw, prac i ksigzek. Ale czas juz zaczad.

Sumowalno$é szeregéw liczbowych. Najbardziej klasyczne metody sumacyjne zde-
00
finiowane na szeregach liczbowych Z u, powstajg przy rozwazeniu nastgpujacych
1

granic:
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N
) lim 2 u, (zwykla zbieznosc),
N~00 1
(ii) lim Z r"u,  (sumowalno$¢ metoda Abela-Poissona),
rxal
(iii) lim 3 ¥ (1—n/N)u,  (Cesaro-Fejér, czyli (C, 1)),
—>00 1
o0 s 2
(iv) lim sz ’:a n (Riemann, czyli (R, 2)).

a\o 1 nca

Wszystkie one zostaly wprowadzone przy badaniach szeregdw potegowych
trygonometrycznych.

Wiele wczesnych prac Antoniego Zygmunda po§wieconych jest poréwnaniu
lub uogdlnieniu tych metod sumowalno$ci. Przytoczmy parg przykladéw:

Jesli
= COS nx
Fo) == D u,—
: n

jest funkcja ciagla, to

o O sin?na
lim inf r"u, < lim sup 55 Uns
ral “ aN o0 . n-a
¢y
0
lim sup > lim inf S’ sin®ra 2l o).
rxo1 1 aNx 0
m 3
- sinna e .
Jesli lim u, istnieje, to szereg E u, jest sumowalny metodg $re-

a0 1 na Y
[P |

dnich logarytmicznych, tzn.

Nesoo 10gN \ 1 N
N =) (=)
e . Q . R
istnigje, gdzie Sy = z u, [8]. Jesli E u, jest zbiezny, to lim sinna U,
na
1 1 1

istnieje ,,aproksymatywnie”, tzn. gdy lim rozumieé jako lim , gdzie E jest zbiorem
aeE,ax0
mierzalnym majacym zero jako punkt gestosci [16]. Ostatni rezultat moze byé

uogolniony: jesli szereg 2 u, jest sumowalny (C, k), to jest sumowalny aproksy-
1
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matywnie (R, k+1) (k =0, 1, 2,...) [16]. ((C, k) jest metoda Cesaro rzgdu k; tzn.
zwykla zbiezno$cia dla k =0, a zbieznoécig Cesiro-Fejéra dla k = 1; (R, k) jest
uogdlnieniem (iv) okreSlonym przez:

Loe] . k
. 1 [ sinna
W) lim u,;
N0 & na

punktem wyjScia teorii Riemanna szeregéw trygonometrycznych jest fakt, ze zwy-
kla zbiezno$§é implikuje (R, 2).) '

We wszystkich przytoczonych przypadkach (R, k) odgrywa role. Suma (R, k)
moze byé uwazana za symetryczng pochodng rzedu & pewnej funkcji i to tlumaczy
stale zainteresowanie Antoniego Zygmunda rézniczkowymi wlasnosciami funkcji
zmiennej rzeczywistej.

Sumowalno$¢ ogoélnych szeregéw ortogonalnych. Gdy dany jest szereg funkcyjnys
zbiezno$é i sumowalno$é moze byé rozpatrywana badZ punktowo, badZ w dogod-
nych przestrzeniach, badZ tez prawie wszedzie (p.w.).

(e}
Szereg S: Z a, ¢, jest zbiezny w L?, gdy ¢, jest systemem ortonormalnym w L2,
1

a a,el? jest ciagiem liczbowym. Zachowanie prawie wszedzie jest znacznie trud-
niejsze do badania. Kaczmarz uzyskatl nastepujacy wazny wynik: jeSli szereg S jest
sumowalny p.w. metoda Abela-Poissona, to jest p.w. sumowalny (C, 1) (twier-
dzenie odwrotne jest oczywiste, gdyz sumowalno$¢ (C, 1) pociaga sumowalnosé
metoda Poissona dla szeregdéw liczbowych). Zygmund udowodnil, ze sumowalno$é
(C, 1) moze tu by¢ zastapiona przez (C, &) (¢ > 0) [23]. Bardziej zaskakujacy jest
fakt, ze sumowalno$¢ (C, 1) implikuje znacznie silniejsze wlasnosci prawie wszgdzie:
Jesli szereg S jest sumowalny (C, 1) na zbiorze E z sumg s, tzn.

1 N
lim — 2 (s—s8y) =0,
N—>oo N I
to pw. na E

&
(») lim — E [s—syl> =0,
N—00 N 1

N

1

skad wynika, ze lim — _S_ ls—sy] = 0 ([32], [43D).
N->00 N 1

W konsekwencji szereg S jest ,,prawie zbiezny” p.w. na £ w nastgpujacym
sensie: dla kazdego x spetniajacego (*) istnieje zbi6r liczb calkowitych A(x) o ge-

.. 1
stodci zero (dokladniej Z - < o0) taki, ze lim s,(x) = s(x) [66].
neax) g A0)
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Dwa klasyczne twierdzenia Miefiszowa podaja kryteria zbiezno$ci prawie wsze-
dzie i sumowalnoéci (C, 1) p.w. Uogdlnieniem ich obu jest nast¢pujaca wlasno$c:
jesli 3 a2(log logd,)? < oo, gdzie (4,) jest ciagiem rosnacym rozbieznym do nie-

Ay
dla 4, =2"1i A, =n). Sumy te zostaly wprowadzone przez M. Riesza wraz z in-
nymi metodami sumacyjnymi badanymi w [31].

Pewne uogdlnienie systeméw ortonormalnych jest badane i stosowane w [111].
System (g,) nazywa sig quasi-ortonormalny, jesli jeden z nastgpujacych warunkéw
réwnowaznych jest spelniony:

1) dla pewnego M i wszystkich feL* }'|f fg,I*< M [If]?,

2) dla.wszystkich c, € l* szereg }' C,p, jest zbiezny w L2.

Pierwsze twierdzenie Miefiszowa przenosi si¢ na systemy quasi-ortonormalne:
jesli ) aZlog?n < oo, to szereg Y a,, jest zbiezny p.w. Jest to prawdziwe dla sze-
regéw postaci Y a,f(2,%), o ile 4,.4/4,>q>1 i f jest ,dostatecznie dobrg”
funkcja w L2 [111].

N .
skonczonodci, to sumyZ (1~ -—"—) a,9, sa zbiezne p.w. [31] (w szczeg6lnosci
n=0

Formalne mnozenie i réwnozbieznos¢. W przypadku szeregéw trygonometry-
cznych waznym narzedziem wprowadzonym przez Rajchmana jest mnozenie for-
malne. lloczynem formalnym dwéch szeregéw liczbowych 3 a, i }'a, jest 3'b,

o0

gdzie b, = }a,0, ,, o ile ostatni szereg jest zbiezny (3 oznacza > i zwykle
—00
N

zbiezno$¢ oznacza zbiezno$¢ symetrycznych sum czeSciowych ), gdy N—oc). Na
=~

przyklad jesli a, =o(1) i ) |a, < oo, to mamy b, = o(1). Jesli a, = o(|n]?)
i) e, n]” < oo (y=0), to b= o(|n|*). Jesli a, = o(ln|~%) i @, = o(jn]~*~!) (y > 0),
to b, = o(|n|~*) [10]). Gdy a, = o(1/n) i @, = O(1/n) i szeregi )’ a,i } a, sa zbiezne,
N N N
to szereg ) b, jest zbiezny i lim > b, = lim Y a, lim Y a, [53].
N-»o00 —N N—oo —N N—-oo —N
lloczyn formalny dwéch szeregéw trygonometrycznych & = ) a,e™ i a, =

= ) a,e™ jest zdefiniowany w ten sam sposéb, tzn. &= ) b,e™, gdzie
b, = ) a,a,_,. Pojecie to bylo znane wczesniej w przypadku, gdy a jest ele-
mentem algebry funkcji % i 4 jest forma liniowa na U (na przyklad a jest funkcja
klasy C® i 4 jest dystrybucja; a ma absolutnie zbiezny szereg Fouriera i 4 jest
pseudomiarg). Oto istotny fakt (Rajchman): jesli a, = o(1) i a, = O(jn|™3), to
iloczyn formalny ' b,e™ i szereg a(r) ) a,e™ sa jednostajnie réwnozbiezne,
tzn. ich réznica dazy jednostajnie do zera. Przy tym samym zalozeniu réznica
D b, sign ne™—a(t) 3 a, sign ne™ jest jednostajnie zbiezna (niekoniecznie do 0)
[10].

Wiele rezultatéw tego typu z innymi rodzajami zbieznosci lub sumowalnosci
Jest zawartych w [10], [44], [53], [27] i w [108]. Ich giéwne zastosowanie to: 1) jedno-
stronna lokalizacja, 2) zbiezno$¢ szeregéw specjalnych i calek trygonometrycznych,
3) poréwnanie zbioréw jednoznacznosci.
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Jednostronna lokalizacja. PowiedzieliSmy juz, Zze iloczyn formalny dwéch zbie-
znych szeregéw ) a,eé™ i Y a,e™, gdzie a, = o(1/n) i a, = O(1/n) jest zbiezny
do iloczynu ich sum. W konsekwencji jesli g e L*(0, ) i sinusowy szereg Fouriera g
ma wspotczyuniki o(1/n) i jest jednostajnie zbiezny, to cosinusowy szereg Fouriera g
zbiega réwniez jednostajnie [53]. Otrzymuje si¢ to, przyjmujac za a(f) szereg Fouriera
signz (0 < |t} < m). -

Uzywajac podobnego argumentu, mozna udowodnié, ze kazdy szereg ) a,e™,
gdzie a, = o(1/n), zbiezny do 0 dla ¢ € Jto, to+¢] jest zbiezny do zera dla ¢t =1¢,
[36]. (Oczywiscie jest to falszywe, gdy zastapi¢ o(1/n) przez O(1/n).) W tym przypa-
dku a(?) = Lyon+4(8)s cO ozZnacza funkcj¢ charakterystyczna przedziatu Jto, fo-+el.
W [159] rozpatrywane sa subtelniejsze zagadnienia. Szereg 4= ) ae™
nazywa si¢ lokalizowalnym w t,, jeSli istnieje szereg trygonometryczny ) b ™

N

réwnozbiezny z ) a,e™ w pewnym przedziale lto, to+él, tzn. }' (b,—a,)e™—0,
—N

gdy to <t < to+e i zbiezny do 0 na pewnym przedziale, Jt,—¢’, 2o[ (oczywiscie
zmiana prawego przedzialu na lewy nie zmienia definicji). Ponadto szereg 4 jest
lokalizowalny w przedziale ¢y, #,[, jesli istnieje szereg trygonometryczny réwno-
zbiezny z 4 na ]t 1,[ i zbiezny do zera poza ]t,, ¢,[. Zostato udowodnione, Ze naste-
pujace warunki sg rownowazne: 1) szereg 4 jest lokalizowalny na ¢y, #,[, 2) szereg
é jest lokalizowalny w ¢, i t,, 3) iloczyn formalny 4 i szeregu Fouriera 1y, .. jest
dobrze okreslony. Nastepujacy warunek jest konieczny i dostateczny dla lokali-
a.ePle

zowalnosci @ w 1,: transformata Hilberta 7, =lim istnieje dla
P00 0L Ppl<P
wszystkich n i lim %, = 0. Zatem jesli szereg 4(#) jest lokalizowalny w kazdym
|nj—o00 " . .
punkcie zbioru E, to szereg sprzgzony 4(f) = ) a,signne™ jest lokalizowalny
w prawie kazdym punkcie E. Istnieja takie szeregi d(f), Ze ani one, ani szeregi

Z nimi sprze¢Zone nie sg nigdzie lckalizowalne [159].

Szeregi specjalne i calki trygonometryczme. W wielu przypadkach (Sturm-
Liouville, Legendre, Jacobi, Bessel) problemy zwigzane ze zbiezno$cia szeregéw
ortogonalnych )Y a,v,(f) moga byé zredukowane do analogicznych probleméw dla
szeregéw trygonometrycznych. Asymptotyczne rozwinigcia v, i mnozenie formalne
szeregéw trygonometrycznych sa narzedziami uzywanymi w [44] 1 [53]. Gléwne
rezultaty s nastgpujacego typu: gdy szereg ) a,v,(f), gdzie a,= o(1), jest zdefinio-
wany w otwartym przedziale I, a J < I jest domknigtym podprzedzialem I, to istnie-
je szereg trygonometryczny 3’ (a,coswnt+b,sinwnt) réwnozbieinyz }' a,v,(?) na
J. Redukuje to badanie zbioréw jednoznaczno$ci do przypadku trygonometrycznego.

To samo jest prawda dla catek trygonometrycznych [27], [108]. Oto rezultat
ogolny [108]:

Majac dana funkcje o wartosciach zespolonych ¢@(¢) zdefiniowang na prostej,

lokalnie ograniczona i taka, Zze sup |p(t+u)—e@(?)| dazy do 0, gdy |f]—>o0, roz-
lul<1
waza si¢ calki
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w

I = f e dop(u), L = f sign u €™ dep..,
(zdefiniowane przez catkowanie przez czesci, gdy zajdzie potrzeba) i przedzial
domknigty [a, b] zawarty w ]—m, =[; wtedy istnieje szereg trygonometryczny Z c,e™,
¢, = 0(1) (|n]—>o0) taki, ze szeregi

Z c,e™—1I, (1), Z signne,e™—1 (1)

Inj<w Inj<w
sa jednostajnie zbiezne dla a < t< b, przy czym pierwszy z nich do 0. Wynika stad,
ze zbiory jednoznacznosci dla szeregéw trygonometrycznych i calek trygonome-
trycznych sg te same.

Zbiory jednoznacznosci. Problem pochodzi od Cantora i jest gléwna motywacja
badania mnozenia formalnego. Zbiér E < [0, 2x] nazywany jest zbiorem jedno-
znacznoSci lub zbiorem U, jefli jedynym szeregiem trygonometrycznym zbieznym
do 0 poza E jest szereg zerowy. Przykladem zbioréw U sa zbiory puste (Cantor),
zbiory przeliczalne (Cantor—Young), klasyczny zbiér Cantora w przedziale [0, 27]
(Rajchman) przeliczalne sumy domknigtych zbioréw U (twierdzenie Niny Bari);
wszystkie mierzalne zbiory U maja miar¢ zero, ale zbiory miary zero nie musza
by¢ zbiorami U(?).

Gdy dany jest dodatni ciag = &} zbiezny do zera, Zygmund okresla pojecie
N

zbioru U(e) jak nastgpuje: E jest zbiorem U(e), jesli zatozenia lim Y a,e™ =0
N

(t¢E)ila,< ¢, implikuja, Ze wszystkie a, = Oy. Stwierdzit fakt nieoczekiwany,
a mianowicie istnienie zbioréw U(e) miary dodatniej (nawet dowolnie bliskiej 27)
[9]. Zagadnienie, czy istniejg zbiory U(e) miary 2w, zostalo rozwigzane pozytywnie
dopiero w 1973 r. przez J. P. Kahane’a i Y. Katznelsona.

Inne rodzaje zbioréw jednoznacznodci sa rozwazane w [10], [44], [53], [73].
Gdy dana jest metoda sumacyjna M, to zbiér E nazywa si¢ zbiorem U,,, jesli je-
dynym szeregiem trygonometrycznym S = 2 a,e™, a, = o(1), ktéry jest M-su-
mowalny do 0 poza E jest szereg zerowy; zbidr E jest zbiorem U,,, jesli zalozenie,
e szereg S jest M-sumowalny do f poza E i fe L*(0, 2=) implikuje, ze S jest sze-
regiem Fouriera f; zbidr E jest zbiorem Uy, jesli zaloZenie, ze szereg S jest M-sumo-
walny do fpoza E'i f> g dla pewnego g e L' implikuje, Ze S jest szeregiem Fourie-
ra f. Zaleznosci migdzy zbiorami U,,, U,,a U,, nie s3 jeszcze calkowicie wyja$nione.

(") To, Ze przeliczalna suma domknigtych zbiordbw U jest zbiorem U, jest jednym z najpie-
kniejszych wynikow teorii. Wlasciwe jest nazwanie go twierdzeniem Niny Bari juz z tego powodu,
ze czyni tak profesor Zygmund (por. [151], 1, s. 349). Fakt, ze profesor Zygmund mogiby roscié
sobie prawo do priorytetu, byl starannie ukrywany. Zainteresowani historia przedmiotu moga
zajrze¢ do zbioru Comptes Rendus de ’Académie des Sciences de Paris 1923 i 1924 do not
Zygmunda pod data 1 pazdziernika 1923 i 22 grudnia 1923 (nie cytowanych przez prof. Zygmunda
W jego bibliografii), do not N. Bari pod data 3 grudnia 1923 i w koficu moga przeczytaé to,
€0 Zygmund napisat na koticu [6].
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Gdy M jest zwykla zbieznoscia, to piszemy U, U’, U”. Gdy metoda M jest silniejsza
od zwyklej zbiezno$ci, mozna narysowaé nastgpujacy oczywisty diagram:

U<_-‘U,'6_U”

P 1

Ui U0

Przyktadami zbioréw U” sa zbiory przeliczalne (Steinhaus, Banach) lub tez
zbiory H Rajchmana (uwaga A. Zygmunda). Przypadek M = P (metoda Abela-
Poissona) jest specjalnie interesujacy. Dowiedzione jest w [21], s. 284, Zze zbiér prze-
liczalny jest zbiorem U;,', nawet gdy warunek a,= o(1) jest nieznacznie oslabiony;
natomiast w [10], s. 94, dowodzi si¢, ze kazdy domkniety zbiér U jest zbiorem Up'
(wigc réwniez zbiorem U, i U’). Podstawowa jest tu nierdwnos¢ (1). Praca [73]
zawiera dwa interesujace rezultaty. Pierwszy brzmi: zbiory jednoznacznosci sg
zachowywane przez homotetig. Jest to prosta konsekwencja twierdzenia (odkry-
tego juz przez Zygmunda w r. 1928), ze zbiory jednoznacznosci dla szeregéw i dla
calek trygonometrycznych sa te same. Drugi rezultat to przyklad metody su-
macyjnej M takiej, ze zbiér pusty nie jest zbiorem U, Objasnimy ten przykiad
bardziej szczegélowo, poniewaz jest calkiem prosty i $ciSle zwiazany ze wspol-
ng praca Zygmunda i Marcinkiewicza (o réiniczkowalnych wiasnosciach funkeji)
i praca Salema (o zbiorach doskonalych konstruowanych za pomocg poste-
powania Cantora ze stalym stosunkiem podzialu £). Rozwaimy szereg losowy

<3
T

R
—_ +& (0<E<);
1-§

0
jego zbiorem wartosci jest zbior doskonaty E, zawarty w [—=, =] (dla § = 3, E, jest
klasycznym zbiorem Cantora) i naturalna miara probabilistyczna na E,, u ma
wsp6lczynniki Fouriera g (n) zbiezne do 0 (|n|—>o0), jesli & nie nalezy do pewnego
wyjatkowego zbioru, ktory oznaczamy przez S. Zakladamy, ze £¢ S i &<
Niech ¢,, bedzie funkcja tréjkatng okreslong na przedziale

I = n&®  3né”
" [1—~§ 1§ ]
o $redniej wartoSci 1. Oczywidcie uxg,, jest funkcja ciagly okrelong na E.+1,,
a zatozenie & < ; powoduje, ze limsup (E;+1,) = 9. Splot z ¢,, definiuje metodg
sumacyjna silniejsza niz zwykla zbiezno$¢ i szereg Fouriera u jest sumowalny wsze-
dzie do 0. Daje to réwniez przyklad nieliniowej funkcji ciaglej (druga funkcja pier-
wotna u) takiej, Ze przesunigta druga pochodna wszedzie znika.

Powr6émy do zbioréw E, ze stalym stosunkiem podziatu £. Salem udowodnil,
ze warunkiem koniecznym na to, zeby E, bylo zbiorem U jest, aby & ¢ S, gdzie S
jest zbiorem wszystkich liczb Pisota—Vijayaraghavana, to jest liczb algebraicznych
0, > 1 takich, ze ich sprzezenia 0., ..., 6, leza wewnatrz otwartego kota jedno-
stkowego |z| < 1. Przypuszczal, ze warunek ten jest rowniez dostateczny (1944).
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Ta pigkna hipoteza zostala udowodniona przez Salema i Zygmunda w 1955 [135]
za pomocg wielowymiarowej metody wprowadzonej przez Piateckiego-Szapire.

Sumowalnos$¢ wielokrotnych szeregow Fouriera. Jest to $ci§le zwiagzane z rdznicz-
kowymi wlasnosciami funkcji wielu zmiennych rzeczywistych. Méwiac z grubsza,
sumy Fejéra

Ooun (x, J’) = Z (1 1/"]) (1__ __) f(ll' ,‘))el(ﬂx+vy)

lul<m, lvi<n m
zachowuja si¢ w taki sam sposob jak wartoéci Srednie
~

1 ~
My (x,) = e J ff(x+u, y-+v)dudy.
6 0

Saks udowodnit, ze granice lim o,,(x,y) i lim M, (x,y) moga nie istnie¢

m,n—»o0 hk—0
w zadnym punkcie, je§li zatozy¢ tylko, ze fe L*.

Ulepszajac wynik A. Zygmunda [62], autorzy [65] pokazuja, Ze te granice istnieja
prawie wszedzie, jesli fe L'logL! (tzn. flog* |f] € L) i jest to mozliwie najlepszy
rezultat. Nastgpujacy odpowiednik klasycznego twierdzenia Lebesgue’a udowodniony
jestw [85]: jesliA > 11 feL?, to limo,,, (x, y) = f(x, y) p.w., jesli (m, n)—>o0 w kacie
A=< m[n < 2. Nie tylko wynik jest tu interesujacy, ale réwniez i metoda. Ana-
logia rezultatéw co do o,,, i M, przestania bardzo duza réznice dowoddw, mimo
ze w obu uzywany jest lemat Vitaliego o pokryciu i fakt, ze zaréwno odwzorowanie
f—supM,, jak i f—supo,, jest stabego typu (1,1); tego rodzaju rozumowan
uzywal A. Zygmund takze pdzniej w badaniach calek osobliwych.

Najostrzejsze rezultaty zawarte sg w [106]. Oto jeden z nich: jezeli m(t) i n(r)
sa dowolnymi funkcjami o wartosciach catkowitych rosnacymi do co i feL*, to
lim 0,4y (%, ) = f(x,¥) p-w. Znowu ,.kat” moze zastapi¢ , krzywa” m =m(t),

I->00
n=n(d).

0Od 1947 do 1972 roku nie pojawia si¢ Zadna publikacja A. Zygmunda o wielo-
krotnych szeregach Fouriera, z wyjatkiem pracy [117], ktora dotyczy giéwnie sze-
regéw potegowych wielu zmiennych zespolonych. Powinni§my wymieni¢ prace
[168] zwana przez A. Zygmunda ,,post scriptum do [65]” o rozniczkowal-
nosci calek wielokrotnych. Oméwimy dalej jego niedawne wyniki w tym zakresie.

Rézniczkowalno$¢ funkceji. Rozniczkowe wiasnosci funkeji zmiennej rzeczywistej
byly ulubionym tematem badan profesora Zygmunda od jego wczesnych prac
(na przyktad w [5] jest nastgpujacy rezultat: dla dowolnej funkcji rzeczywistej
J(1), okreslonej na prostej, zbior tych ¢, gdzie

. f(t+h)—f ()
m —— =
h—>0, h>0 h
ma miarg zero). Ograniczymy si¢ najpierw do gldwnej pracy [67], a pdziniej zaJ-

miemy si¢ funkcjami gladkimi [98], [155], [161].
Gléwne twierdzenie [67] mowi, ze jesli k-ta pochodna Riemanna funkcji £ (odtad
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f jest zawsze funkcja mierzalng) istnieje na zbiorze E, to k-ta pochodna Peany
istnieje prawie wszedzie na E. Wytlumaczymy to i sformutujemy dokladniej. Niech

k
A b f) = X (=D () f e-tih—3kh) - (B> 0).
j=0

Jesli granica limh~*4,(x, h; f) = D, f(x) istnieje, to nazywa si¢ ona k-ta pochodna
PN

Riemanna funkcji f w punkcie x. Z drugiej strony, jesli
T
flx+1D) = aptat+ ... +a, o +o() (t—0),

to liczby a; = a;(x) nazywaja si¢ pochodnymi Peany funkcji f w x i sa oznaczane
przez fi;(x) (w [67] pochodne Peany nazywane sa pochodnymi Valleé-Poussina). Jest
bardzo latwo sprawdzié, ze Dy f(x) = fy, (x), o ile prawa strona istnieje. Odwrot-
nego wynikania nie ma, ale zgodnie z twierdzeniem Zygmunda, zachodzi ona jednak
p.w. Doktadniejsze jest twierdzenie nastepujace: jesli lim [hA=%A4,(x, h; f)| < oo dla
x€E, to fu,(x) istnieje prawie wszedzie na E.

Oto zastosowanie: Niech Fe L'(0, 2r) ze §rednig wartoSciag 0 i niech @(x)
oznacza catke funkcji F(x), a d;(x) funkcje sprzgzona do @(x). Jesli Fy (x) istnicje
na zbiorze E, to Dy, 1(x) istnieje p.w. na E. Sa réwnieZ zastosowania do Srednich
Cesary szeregéw Fouriera Fi F; nie bedziemy ich teraz wymieniaé, poniewaz autorzy
dali lepsza ich wersje pozZniej za pomocg innej metody w [87].

Funkcje gladkie. Praca [98] wprowadza pojecie funkgji gtadkich, bardzo istotne

w analizie rzeczywistej. Funkcja jest gladkaw xo, jesli f(xo+A)+f(x0—h)—2f(x0) =

= o(h). Klasa A, sklada si¢ z funkcji ciaglych, ktére sg jednostajnie gladkie,

tzn. sup|f(x+h)+f(x—h)—2f(x)| = o(h) jednostajnie w x na odcinku lub na
X

okregu; odtad zakladamy, Ze funkcja f jest okre§lona na okrggu. Definicje klasy
A, otrzymuje si¢ zastepujac o(h) przez O(h), a definicje klasy A opuszczajac ponadto
warunek jednostajnosci. Z kolei definiuje si¢ klasy A2 i A% (oznaczone w [98] przez
4, 1 4, zastgpujac norme sgpl] | przez normg L, (1< p < o0). Wedlug profesora

Zygmunda ,,pojecie gladkosci bylo po raz pierwszy rozwazane przez Riemanna
w jego klasycznej pracy o szeregach trygonometrycznych”. (Riemann dowiédt,

ze funkcja ciagla f, o wspélczynnikach Fouriera ﬂn) = o(1/n?) jest gladka.) Innym
przyktadem s szeregi lakunarne f(x) =)' a,c0s2"x. Gdy a, =0(27"), to fe€ A
V]

jesli @, = 0(2™"), to fe A,. Przyklad ten pokazuje, ze funkcja w 4, moze nie by¢
nigdzie rézniczkowalna. Natomiast funkcje rzeczywiste w 1, sa rdzniczkowalne
na gestym i nieprzeliczalnym zbiorze (Rajchmann-Zalcwasser) i ich pochodne maja
wlasnosé Darboux na ich zbiorze okreslono$ci (o ile nam wiadomo, zagadnienie
rézniczkowalnosci jest otwarte dla funkcji zespolonych). Jako zastosowanie tego
mamy, Ze jeSli rzeczywisty szereg trygonometryczny ma wspOlczynniki = o(1/n)
i E jest zbiorem punktéw zbiezno$ci szeregu, to suma s(x) ma wlasno§¢ Darboux na E.
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Pod wieloma wzgledami klasy A, i 4, pojawiaja si¢ jako naturalne rozszerzenia
klas Lipschitza 4,1 4, (0 < a < 1) wprzypadku a = 1. Jesli f€ A, lub 4, to funk-
cja sprzg¢zona ma t¢ samg wiasno$C. Klasa A, lub A, moze by¢ okreSlona za
pomoca najlepszej aproksymacji przez sceregi trygonometryczne: jesli E,(f)=
=inf{|f—T,| dla wszystkich wielomianéw trygonometrycznych rzedu < a, to
f nalezy do A, lub do A, wtedy i tylko wtedy, gdy E,(f) = O(1/n) lub o(1/n). Przy-
pomnijmy, ze f nalezy do klasy Lipschitza A, lub 4, (0 < a < 1) wtedy i tylko
wtedy, gdy E,(f) = O(1/n*) lub o(1/n") odpowiednio. Jak pdiniej zobaczymy,
funkcje gladkie odgrywaja réwniez wazng role w problemach mnoznikéw.

Przyklad Y n~"%27"cos2"x pokazuje, ze funkcje w 1, niekoniecznie sa réznicz-
1

kowalne p.w. Pewien lokalny warunek dostateczny rézniczkowalnosci funkcji
Jf naloZzony na jej ,,cze$¢ parzystg” ‘}g(f(x—}—t)—}—f(x t)) zostal odkryty w [155]. Mia-
(1)

nowicie, jeSli e(2) jest takg funkcja rosnaca na odcinku [0, 1], Ze f dt < o0, 1

SO+ (x—)—2(x) = O(te(®)),}

gdy x € E, niekoniecznie jednostajnie w x, to funkcja fjest rézniczkowalna p.w. na E.
Warunek ten nie da si¢ oslabi¢ przy zalozeniu, ze &(t) dazy monotonicznie do 0
1 g(2)/e(t) — 1. Jednak w [161] zawarte jest twierdzenie ostrzejsze, a mianowicie:
Niech feL? i f spetnia A w kazdym punkcie zbioru E; wéwczas warunkiem ko-
niecznym i dostatecznym na to, aby funkcja f byla rézniczkowalna p.w. na E, jest
(x4t +f(x—1)— 2f(x)l2

J 3
0

dt < oo dla prawie wszystkich x € E.

Uogdlnia si¢ to na wyzsze pochodne, jak nastepuje. Méwimy, ze dla k niepa-
rzystego funkcja f spelnia warunek 4, w punkcie x, jesli

S+ (x—1) = apt+at*+ ... +a,_, m + Sx(t)tk,
&) =0() (t=0) (g =a/(x)).
Jesli k jest parzyste, warunek /A, oznacza, Ze

k-1

fx+)—f(x—1) = ast+ast®+ ... +a,_, —{—s(t)t"

e () =0(1) (—0).

Jesli fe L* spetnia warunek 4, w kazdym punkcie zbioru E, to na to, aby funk-
cja f miala k-t3 pochodng p.w. na E (obojetnie, czy w sensie Riemanna, czy w sen-
sie Vallée Poussina; gdyz te definicje sa réwnowazne p.w. [por. poprzedni para-

o0 2()

graf]) potrzeba i wystarcza, by f dt < oo dla prawie wszystkich.x € E [161].

Dowody sa skomplikowane i opxerajq si¢ na teorii szeregdw Fouriera i funkcji
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zmiennych zespolonych. Rola szeregéw Fouriera i sprzezonych szeregow Fouriera
jest catkiem naturalna z powodu roli ,,parzystej czesci” &(|f(x+2)—f(x—1)) i ,.nie-
parzystej czesci” ¥(f(x+1)—f(x—1)) w sumacyjnych wiasnosciach S(f) i S(f).

Klasy funkcji i szeregi Fouriera. Jak wlasnoéci funkcji odzwierciedlaja si¢ w ich
szeregach Fouriera? Pewne klasyczne wyniki w tym kierunku naleza do S. Bern-
steina, Hardy’ego i Littlewooda. Wymiefimy kilka spo§rdéd nich. Przez 4, (0 < a< 1)
oznaczamy klas¢ Lipschitza o wykladniku a, tj. klase cigglych 2m-okresowych
funkeji f, ktérych modut ciggloéci spetnia w, (8) = 0(6%) (6 \ 0). Oznaczamy przez
S, ulamkowa catke funkcji f rzedu y (y — rzeczywiste), tj. funkcj¢ sumowalng
(jeSli istnieje), ktdrej szereg Fouriera jest postaci:

D i ~me;
nr0 BB T

jesli jest to szereg Fouriera funkcji ciaglej, to zaklada sig, ze funkcja f, jest ciagla.
Jesli a> 4% i fed, to D' |f(n)| < oo (S. Bernstein).
Jesi 0<a<1i fed, to sumy Fejéra

a= ) (1= 2 Fper

ji<n

spelniaja |lo,—fll = O(n~°) (S. Bernstein).

Jesli 0 <a <oty <1, to fed,<«f, e, (Hardy-Littlewood). Zygmund
powaznie si¢ przyczynit do rozwoju teorii absolutnie zbieznych szeregéw Fouriera,
teorii aproksymacji i teorii mnoznikéw.

Absolutnie zbiezne szeregi Fouriera. ,,Uwaga” profesora Zygmunda jest naste-
pujace twierdzenie: jesli f€ 4, (¢ > 9)i f ma ograniczong wariacje, to )| f(n)l < o0
[25]. Z dowodu wynika troche wigcej, mianowicie )| fzn) ¥ < oo dla k>2/2+a)
(Waraszkiewicz 1929). Nie jest to prawdziwe dla k = 2/(2--a) [63]. Zacytujmy
inny interesujacy wynik Zygmunda inspirowany przez twierdzenie Lévy’ego—Wie-
nera i metod¢ Marcinkiewicza. Klasa Gevreya o indeksie 1/k dziata na A4,, gdzie
A, oznacza klase wszystkich funkcji ciagtych f takich, ze )| ]‘} F <o 0<k<).
Innymi stowy, jesli F jest funkcja klasy C*, ktérej pochodne F® sa O(K?(p!)1/K)
(p—o0) jednostajnie na kazdym zwartym przedziale i jesli fe 4,, to F(f)€ 4,.
Riviere i Sagher dowiedli, ze ten wynik jest mozliwie najlepszy; jedyna o nim infor-
macj¢ przynosi ich praca (Studia Mathematica 28 (1966), s. 133-238). Klasa A, jest
interesujaca przez to, ze daje nietrywialny przykiad algebry lokalnie ograniczonej,
nie bedacej algebra Banacha.

Teoria aproksymacji. Oto wczesny wynik [18]. Jedli € 4,, tzn. (w/8) = 0(6"),
to szereg Fouriera f jest sumowalny jednostajnie do f metoda Cesaro (C, a). Glowne
rezultaty zostaly ogloszone koto 1945 r. Oto kilka z nich.
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Jesli fe C* (k-ta pochodna istnieje i jest ciagla) i

k A
X,0(t) = Z (1— L::l,;f (me™  (typowa $rednia),

In|<w

to X, ,—fll, = O(0™%) dla k parzystego i O(w *logw) dla k nieparzystego.
Jesli k jest nieparzyste, to czynnika logw na ogét nie mozna pominaé; jesli jednak

f jest ponadto typu Taylora, tzn. f ~ } f(n) ™, to zn6w [|X; ,—fllo, = O(w ™)
0

[100]. W przypadku gdy k =1, to samo jest prawda, gdy C! zastapi si¢ przez 4,
(zwykla klasg¢ Lipschitza [96]; tutaj typowa $rednia sa sumy Fejéra i mamy gra-
niczny przypadek twierdzenia Bernsteina. Ogolnie mamy tylko [lo,—fll, =
= O(n~'logn), jesli f€ A,; jednakze ||lo,—fll, = O(w (1/n)), oile f jest typu Taylora.

Co do aproksymacji przez sumy czeSciowe s, (przypadek k =0) klasyczne
twierdzenie Lebesgue’a orzeka, ze ||s,—f||,, = O(n~°logn), gdy fe 4, (0 < a < 1).
W jakim stopniu oszacowanie to mozna polepszy¢ przy dalszych zatozeniach o f?
Gdy fjest ,,typu monotonicznego’ (tzn. f(x)&-Cx jest monotoniczne dla pewnego C),
to |ls,—~fll, = O(n~ ). Gdy zatozy si¢ tylko, ze f ma ograniczone wahanie, to
oszacowania O(rn~°logn) nie mozna poprawi¢ [102]. h

Wspomnijmy, 2e kilka wlasnosci klasy 4, mozna wywie$é¢ z charakteryzacji
fed, < |20,,—0,—fll, = O(n™%). Przypadek graniczny daje A,: fe A, < ||20,,—
—0,—fll., = O(n™"). Dla kazdego p > 1 fe€ A2 <> |20),—0,—f], = O(n™?). Jest to
réwnowazne z charakteryzacja A2 za pomoca najlepszej aproksymacji wielomia-
pami trygonometrycznymi w L?, juz wspomnianej w przypadku p = oco. Wyra-
zenia 20,,—0, nazywaja si¢ sumami Vallée Poussina funkcji f.

Mnozniki i operatory niezmiennicze przy przesuni¢ciach. Calkowanie utamkowe
jest przykladem operatora niezmienniczego wzgledem przesunigé. Ogdlnie, ope-

rator T na okrggu niezmienniczy wzglgdem przesunigé jest okre§lony przez ciag 4,

taki, ze (Tf)a(n) = ,,j?(n). Jesli T zachowuje pewna klas¢ funkcji, to ciag {4,}
nazywa sie ciqgiem mnoznikow dla tej klasy.

Funkcje gladkie odgrywaja wazng role w tej problematyce. Rozszerzona wersja
twierdzenia Hardy’ego-Littlewooda brzmi jak nastgpuje: jesli f jest funkcja ciagla
ze Srednig warto$cia 0 1 0 <a <1, to fed <«f_,e4, [100].

Nastepujace wyniki byly publikowane po 1959 r.

Ciagi mnoznikéw dla A, 4, A,, 4, sa takie same; {A,} jest takim ciagiem
wtedy i tylko wtedy, gdy

Y 4
DIm el [1s4),
in
n#0
Ciag {n"} jest ciagiem mnoznikéw dla szeregu trygonometrycznego, ktory

jest zbiezny prawie wszedzie [171]. Niech 7 bgdzie operatorem niezmienniczym przy
przesunigciach w n-wymiarowej przestrzeni R". Je$li T przeprowadza A, w A,
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ﬂ..._.

p
Z drugiej strony istnieje operator 7 niezmienniczy przy przesunigciach, ktéry prze-
prowadza A, w 4, L> w L?, ale nie przeksztalca zadnego innego L? w L?; przyktad
jest skonstruowany za pomoca odpowiednio wybranego ciaggu mnoznikéw [169].

1
gdzie § > a, to przeprowadza L7 w L7, gdzie — = — —
q

wecieg Sprzezone i szeregi Taylora. Gdy dany jest szereg trygonometryczny
[oo]

o0 ~
S = Y a,e™, to szereg z nim sprzgzony okredla si¢ jako S =i D) a,signne™.
—co

oo
Jesli rozwazymy szereg Taylora D} ¢,z" na okregu |z =1 i napiszemy z = e”,
1

to jego cze$¢ rzeczywista i urojona sa szeregami sprz¢zonymi. W przypadku gdy S jest
szeregiem Fouriera ,,dobrej” funkcji f, to S jest szeregiem Fouriera funkcji f zde-
finiowanej wzorem

Sx+0)—f(x—1)
fy=—— f 2tgt[2] at

Jezgli ta calka istnieje w sensie lim f to funkcja f, kt6éra definiuje, nazywa sie
e—>0¢

Sfunkcjq sprzezong do f.

Wspominali§my juz o pewnych wilasno$ciach szeregéw i funkcji sprzgzonych
w odniesieniu do innych zagadnieh. Byly one ulubionym tematem Zygmunda
i odgrywaja centralng role w jego badaniach. Transformata Hilberta f->f jest spe-
cjalnym przypadkiem operatora niezmienniczego przy przesunigciach. Jego mna-
turalne uogdlnienie na przypadek wielowymiarowy prowadzi do teorii calek oso-
bliwych. Zachowanie si¢ transformaty Poissona S i § (tzn. rzeczywistej i urojonej
czesci szeregu Taylora wewnatrz kola |z] << 1) jest zwigzane z metodami zespolo-
nymi w teorii szeregéw Fouriera, a rozszerzenic na przypadek wielowymiarowy
wymaga teorii gradientéw (stopnia > 1) funkcji harmonicznych i prowadzi do no-
woczesnej teorii przestrzeni HF. Te zagadnienia beda rozwazane pézniej.

W waznej pracy [87] napisanej wspOlnie z Marcinkiewiczem badane s3 sumy
czeSciowe szeregéw Taylora na brzegu (lub ogdlnie $rednich Cesiro).

Oto jest giéwne ogdlne twierdzenie.

Rozwazamy szereg Taylora Z 2" = S-+iS i oznaczamy przez o2(f) jego Sredniq

Cesaro rzedu a (a> —1) w punkcre z = ¢e". Na przyklad -

n

A0 = N oo, o) =—— N

= +IA-—J

Jesli E'RCO‘Z(I)] < oo, gdy teE, to 1° limoSt%(f) = o(t) istnieje dla prawie
kazdego t € E; 2° zbiér punktéw granicznych ¢3(t) (n—>o00) jest sumq okregoéw o Srod-
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kach o(t) dla prawie kazdego t € E; 3° w przypadku o =0 i ¢, = o(1) zbidr ten jest
domknietym pierScieniem o Srodku o(t) prawie wszedzie na E.

Pokrétce warunek 2° méwi, ze {o;(f)} ma ,,strukture kolista” prawie wszedzie
na F.

Ponadto nastgpujace warunki sa réwnowazne: a) lim|Rec?(f)] < oo p.w. na E;
b) lime2*!(7) istnieje p.w. na E; c) lim Rec?(f) < oo i szereg S jest sumowalny
metodg Abela.

Dowdd powyzszego twierdzenia jest trudny. Wykorzystuje poprzednie rezultaty
Zygmunda o zbieznosci lub sumowalno$ci S i S: jesli szereg S ma ograniczone sumy
cze$ciowe i jest zbiezny na E, to szereg S jest zbiezny p.w. na E ([46]; stabsza wersja jest
pewne twierdzenie Priwatowa); sumowalno$¢ (C, a) szeregu S na E implikuje sumo=
walnoé¢ S w tym sensie p.w. na E ([87]; w przypadku ¢ = 0 udowodnit to Kuttner);
jednostronna ograniczono$¢ sum czgSciowych szeregu Fouriera S na E implikuje
ograniczono$¢ S i S p.w. na E [63]. Twierdzenie powyZsze, mimo Ze glebokie, po-
zostawia otwartym nastepujacy problem (zakomunikowany nam przez A. Zygmun-
da): czy jest prawda (przy zalozeniach twierdzenia), ze sumy o (¢) maja ekwipartycje
w otoczeniu swego zbioru granicznego prawie wszedzie na E?

Szeregi lakunarne i losowe. Wykorzystanie lakunarnych i losowych szeregéw
trygonometrycznych dla konstrukcji przyktadéw i kontrprzykladéw bylo rozwi-
nigte przez Paleya i Zygmunda w latach trzydziestych i okazalo sie, ze jest to metoda
bardzo uzyteczna. Podajmy kilka typowych wynikéw.

1. Zaden stabszy warunek niz to, Ze D le,|? < oo nie gwarantuje, ze Y’ +c,e™
jest szeregiem Fouriera. Dowodzi sig, ze Y 4-c,e™ nie jest szeregiem Fouriera
prawie na pewno, o ile 4= sa losowo wybrane z naturalnym prawdopodobieristwem
[41].

2. Zaden lepszy warunek niz to, ze f'e L! nie daje mozliwoéci okreslenia i zba-
dania funkcji sprzezonej f. Istotnie, gdy dana jest funkcja dodatnia x(x) = o(x)
(x— o) i funkcja (x) rosnaca do oo (x—>00), to istnieje szereg Taylora Y c,z" =
=u(2)+iv(z) taki, ze [y(lu(re”)|)dt =0Q) (1), [y{lo(re)])dt = 0(1)

r—1

i Tim|v(re")] = co dla prawie wszystkich ¢. Funkcje analityczna u(z)+iv(z) mozna
nk

1—-z"%
to ta funkcja losowa ma wymagana wlasno$¢ p.w. [57).

zada¢ w postaci Z . Gdy ciag n, jest wystarczajaco szybko rosngcy,

3. Losowy szereg Taylora )'+a,z", gdzie lim|a,)'" =1 ma |z| =1 jako na-
0
turalny brzeg p.w. ([58], inny pigkny dowdd zawarty jest w [60]).

cos3k¢

4. Funkcja f(t) = ﬁ(l—}-i

Jej szeregu Fouriera s jednostajnie ograniczone, zbiezne sa prawie. wszedzie i roz-
biezene quasi-wszedzie (tj. poza zbiorem pierwszej kategorii Baire’a) [115].

) ma nastgpujace wlasnosci: sumy cze$ciowe
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Lakunarne i losowe szeregi trygonometryczne same przez si¢ sa intéresujace,
szczegblnie w odniesieniu do teorii prawdopodobiefistwa. Przedstawimy teraz
gléwne rezultaty Zygmunda dotyczace lakunarnych szeregéw trygonometrycznych,
szeregéw niezaleznych zmiennych losowych i losowych szeregéw trygonometry-
cznych. Chociaz rozréznienie tych tematéw jest nieco arbitralne, omawiamy je
Z osobna.

Lakunarne szeregi trygonometryczne. Moéwimy, Ze szereg trygonometryczny
jest lakunarny, jesli moze byé mapisany w postaci

oo ‘ -
(69 ErkCOS(”kt“f“Pk), inf =L =g> 1,
0 K

Taki szereg moze reprezentowaé funkcje bardzo nieregularng (przykiad
Weierstrassa funkcji nigdzie nierézniczkowalnej). Jednakze takie szeregi s globalnie
regularne w sensie okre§lonym przez nastgpujace twierdzenia.

Jeslife L' i S(f) (szereg Fouriera funkcjif) jest lakunarny, to f € L? dla wszystkich
p > 1 (niekoniecznie '€ L™); dokladniej expA|f|? e L' dla wszystkich 2 > 0 [39].
Jesli ponadto wspélczynniki Fouriera spetniaja ' [/ (n)|” < oo (p < 2), to exp Alf|¥'e
e L' dla wszystkich 2 >0, gdzie 1/p+1/p' =1 [69].

Jesli lakunarny szereg trygonometryczny S jest sumowalny na zbiorze miary
dodatniej metoda okreslong przez macierz (f,;), ktéra spetnia warunki

lim Z Bu =1, lim B, =0,

I—>00 00

to szereg S jest zbiezny prawie wszedzie i jest szeregiem Fouriera [40].

Zasadniczym punktem dowodu jest lemat, ktérego ostateczna forma jest naste-
pujaca [112]: Jesli E jest zbiorem miary dodatniej na odcinku [0, 2x], A > 1ig> 1,
to istnieje p takie, ze dla kazdego wielomianu trygonometrycznego postaci (7)
gdzie ny > p, zachodzi

—;—Zr§< IE| flf|2<12, G

W konsekwencji mamy twierdzenie o jednoznaczno$ci [52], [112], [116]: Jesli
lakunarny szereg trygonometryczny jest zbiezny do 0 na zbiorze E miary dodatniej,
to jest szeregiem zerowym. Jesli jest zbiezny na E do funkcji analitycznej (lub funkcji
klasy C®), to jest szeregiem Fouriera funkcji analitycznej (lub klasy C®). Jedli dwa
lakunarne szeregi trygonometryczne (z réznymi ciggami n,) sa réwnozbiezne na E,
to sa réwne.

Oto jest odpowiednik warunku rézniczkowalnos$ci funkcji gladkich rzeczywistych
(dowdd jest calkiem odmienny): jesli r, = o(1), to istnieje nieprzeliczalny i wszedzie
gesty zbidr wartoéci ¢, dla ktérych szereg () jest zbiezny [40].

erY
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Lakunarne szeregi potegowe Y @,z"% daja przyklady krzywych Peano. Jeéli
0

o]
szereg > |a,] jest zbiezny dostatecznie wolno i jesli g jest wystarczajaco duze, to
0

obraz |z| = 1 pokrywa zbidr otwarty [95].
S, (6
n

(;1 k)1/2

= M r.cos(nt+g,). W do$é ogdlnej sytuacji asymptotyczny rozklad jest gaussowski
1

A przypadkuZ[rk[ = oo mozna bada¢ rozklad ———— , gdzie S,(¢) =

[105], [109] i zachodzi prawo iterowanego logarytmu

Sx(?)

11m =
1/2 Zloglog D) r?
T

([122}, gdzie nieré6wno$¢ <1 jest udowodniona, nieréwno§¢ przeciwna zostala
udowodniona przez Mary Weiss).

SciSle powiazane z szeregami lakunarnymi sa tak zwane iloczyny Riesza
[1{1+rycos(mt+g,)). Zwykle zaklada sie, ze g > 3 i 0<r, < 1. Taki iloczyn zawsze

reprezentuje miar¢ dodatnig. W przypadku 2 r2 < oo jest ona absolutnie ciagla,

aw przypadku Z rZ = oo jest czysto osobliwa, a iloczyny czgéciowe zbieine sa

do O p.w. [52]

Urojone iloczyny Riesza [ [(1+ir,cosn,t) zostaly wprowadzone w [104] w celu
podania prostego dowodu twierdzenia Banacha. Podaliémy juz piekny przyklad
funkcji skonstruowanej w ten sposéb.

Szeregi niezaleznych zmiennych losowych. Pod wieloma wzgledami lakunarne
szeregi trygonometryczne zachowuja sie jak szeregi niezaleznych zmiennych loso-
wych, dzigki temu, Ze wyrazenia cosm? sa prawie niezalezne. Wydaé si¢ moze
paradoksem, ze tak wiele idei przenoszono z trudnego przykladu (szeregi lakunarne)
do prostego przypadku (sumy niezaleznych zmiennych losowych). Badania Zygmunda
nad ta problematyka rozpoczely si¢ w istocie od pracy [40] i rozwijaly si¢ w latach
1937-1938 w serii prac wspdlnych z Marcinkiewiczem. Wskazemy tylko kilka
wynikow i pomystéow [71], [74], [75].

1. Oto uzyteczny lemat (wazny w pdZniejszej pracy z Salemem i ukryty w po-
przedniej pracy z Paleyem): je$li X jest dodatnig zmienna losowa i 4> 0, to

E*(X)
E(X?)"

P (X >E(X))>(1—22)

2 — Roczniki PTM. -- Wiadomosci Maiematyczne XIX
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2. Dla lkaZdego ciagu niezaleznych zmiennych losowych X, takiego, ze E(X,) =
N
=01i § = Y X, istnieje prawie na pewno, to funkcja maksymalna S* = sup| > X,
1 1

spetnia nieréwnosé E(S*F) < AE(|S|) (p=1), gdzie A jest absolutng stalg. Dla

p>1
E(( Y x2)"") < 4,E(SP).

3. Bez zalozenia E(X,) =0 zbiezno§¢ > X, wedlug prawdopodobiesstwa
implikuje zbiezno§é prawie pewng. Sumowalno$¢ prawie pewna implikuje, Ze dla
pewnego 1, szereg > (X,—A4,) jest zbiezny prawie na pewno (,,istotna zbiezno$¢”
w sensie P. Lévy’ego; rezultaty te zostaly otrzymane przez P. Lévy’ego niezaleznie
nieco wczesniej). Sumowalno$é jest tutaj rozumiana w bardzo ogdlnym sensie za-
znaczonym powyzej (str. 106). Na przyklad, jesli szereg Taylora jest przediuzalny
do punktu z,, przez koto zbieznosci, to jest sumowalny w z,. Daje to nowy dowdd
nieprzediuzalno$ci losowego szeregu Taylora > 4-a,z" przez kolo zbieznosci (Ryll-

Nardzewski).
4. Prawo iterowanego logarytmu (Chinczyn) stwierdza, co nastepuje: jezeli X,

sa niezaleznymi zmiennymi losowymi, E(X,) =0, M, =sup|X,|, B, = E(X)+
+ ... + E(X?, lim By = oo i M, = oV B,/loglogB,, to lim > X,/V2B,loglogB, =1
1

prawie na pewno. W [74] udowodnione jest za pomoca przykladu (postaci X, =
=+ a,), ze warunek na M, nie moze by¢ zastapiony przez M, = Ol/BnlogiogB,,.
Prawo iterowanego logarytmu pojawia si¢ w wielu pracach od 1930 do 1954 r.

Losowe szeregi trygonometryczne. WspomnieliSmy juz o pracy [60]. Znajduje si¢
tam do$¢ ogdlna zasada dotyczaca szeregdw D' X,cos(nz+¢,), gdzie X, sa syme-
1

trycznymi niezaleznymi zmiennymi losowymi: jesli taki szereg ma prawie na pewno
wlasno$¢ P na pewnym przedziale, to ma te wlasno$¢ prawie na pewno i wszedzie
(przy pewnych warunkach na P).

Wszystkie inne prace dotyczace tej problematyki powstaly w wyniku wspot-
pracy z Paleyem lub Salemem.

Prace: O pewnych szeregach funkcji [41], [58] dotycza ogdlnych wilasnosci sze-
regéw D' 4 ¢, f,x lub szeregéw D' e*™nc, f,(x), gdzie f, sa danymi funkcjami, ¢, —
wspélczynnikami, znaki 4 sa losowo niezalezne, a w,, sa losowo niezalezne na od-
cinku [0, 1] z naturalnym prawdopodobiefistwem. Na przyklad jesli

1
sup f | f,(0)]?dx < o0  oraz liminff[f"(x)lzdx >0
V] E

dla kazdego zbioru E miary dodatniej, to mamy nastgpujaca alternatywe: jesli
D le,l? < oo, to szereg 3 4+ c,f,(x) jest zbiezny prawie na pewno, prawie wszedzie
do (losowej) funkcji fe L2(0, 1), jezeli za§ >'c,|> = oo, to szereg D = c,f,(x) jest
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prawie na pewno niesumowalny za pomoca zadnej danej metody sumacyjne;j.

W przypadku f,(x) = cosnx lub sinnx wilasnoéci tych szeregdw zbadane sa
szczegdlowiej: Warunki: a) Dlc,|?> < oo, b) D'+ ¢,f,(x) jest prawie na pewno
szeregiem Fouriera, c) 2;{: ¢, f,(x) jest prawie na pewno szeregiem Fouriera
funkcji fe () L (lub nawetexpA|f|? e L! dla wszystkich A > 0) sa réwnowazne.

I<p<oo
Warunkiem dostatecznym dla jednostajnej zbieznosci jest to, ze > [¢,|*log! ™% < oo,
aJ+1
a warunkiem koniecznym jestg( > 1e,*)* < oo (dowdd stosuje si¢ do przypadku

i
szeregu D €*™®nc,cosnx; przypacfek Y-te, cosnx opiera si¢ na pewnym re-
zultacie P. Billarda (1960).

Praca [133] poprawia powyzszy warunek dostateczny i bada takie zagadnienia,
jako prawo iterowanego logarytmu i centralne twierdzenie graniczne. Bardzo
waznym narzedziem jest oszacowanie rozkladu P (M > 1), gdzie M jest norma
supremum losowego wielomianu trygonometrycznego. Byt to punkt wyjsciowy
badan kilku autordw.

Wazinym uzupetnieniem [41] i [58] jest wspdlna praca z Paleyem i Wienerem
[61] o szeregach Fouriera i Taylora z gaussowskimi wspélczynnikami. Znajdujemy
tam pierwszy publikowany dowdd nierézniczkowalnosci w Zzadnym punkcie prawie
kazdej realizacji ruchu Browna. Zwréémy si¢ teraz w innym kierunku.

Metody zespolone i funkcje sprzezone. Wspominali§my juz o pewnych wlasnosciach
szeregdw sprzezonych Jub funkcji sprz¢zonych odkrytych przez Zygmunda. Roz-
wazane s3 one w bardzo wielu spoéréd jego prac. Dobrym wstepem do nich
Jjest praca przegladowa [90]. Wskazuje ona trzy gldwne tendencje: a) metoda klas
HF, b) metoda reprezentacji konformicznych, c) metoda Littlewooda-Paleya.
Wylaczmy punkt b) z naszego oméwienia (mimo e dostarcza jedynego przykladu
rysunku w calej opublikowanej twérczosci Zygmunda (patrz [151], 11, s. 2C0)(3).
Klasy Hardy’ego H” (0 < p < o0) skladaja si¢ z takich funkcji analitycznych w kole
jednostkowym |z| < 1, ze [|F(re")|”dt jest ograniczone, gdy r —1. Maja one nie-
styczne warto$ci brzegowe prawie wszedzie, F(e”) = f(t) + i f(t). Jedli fe L, to f jest
niczym innym, jak tylko transformatg Hilberta funkcji f.

M. Riesz udowodnil, Ze f el”, gdy feI? dla 1 < p < oo. Nie jest to juz praw-
dziwe dla p = 1 lub p = oo. Te graniczne przypadki sg badane w [35] (ror. takze
[54]). Jeslife L1 ||fll < 1,t0 explf'e L' dlakazdego 0 < A < /2. Jezeli flc g+j~e L,
to f e L.

W przypadku gdy feL!, f istnieje pw. i [}IPELI dla kazdego p € (0, 1), ale
niekoniecznie dla p = 1 (Kolmogorow). Ze nie mozna wyjé¢ poza L', wynika z kon-
strukcji podanej w [S7] (szereg losowy).

Przypadek,! gdy fi }sq sumowalne, byl badany [76] i od tamtej pory rezultaty

(*) Gorliwy celnik pewnego razu zauwazyt wykres funkcji zebatej wérod papierow Zygmunda
i blednie wzigl to za projekt bomby wodorowej. Aby wybrnaé z sytuacji, Zygmund musial objasnié
celnikowi lokalne twierdzenie Fatou-Priwalowa.
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zawarte tam nie zostaly ulepszone. Napiszmy F = f4i f oraz S, =2ﬁ( j)ev.
0

Mamy
0 limSy =F pw.,
@ 3 D) IS—FP->0 & p.w.,

1
(3) S, zbiezne jest aproksymatywnie do F p.w.
(4  Jelli ponadto Flog*|F|e L', to sup|Sy] e L.

W dowodzie (4) uzywa si¢ metody Littlewooda—Paleya. Wynik ten zostal opu-
blikowany najpierw jedynie jako uzupelnienie podobnych rezultatéw otrzymanych
przez Littlewooda i Paleya, a péiniej przez Zygmunda w pracy [77] o szeregach
Fouriera feL? (p > 1). Rezultaty te sa zawarte w wersji Hunta twierdzenia Car-
lesona (1967): szereg Fouriera funkcji f€ L? (p > 1) jest zbiezny prawié wszedzie.
Dla p =1 istnieje stynny przyklad Kolmogorowa funkcji feL!, ktérej szereg
Fouriera jest wszedzie rozbiezny, wigc twierdzenie Zygmunda o zbieznosci funkcji
Jf€ H' zachowuje swoja moc.

Funkcje Littlewooda-Paleya, Euzina i Marcinkiewicza. WspomnieliSmy juz
o teorii Littlewooda-Paleya w odniesieniu do sumowalnosci szeregéw Fouriera
i Taylora [76], [77]. Poza tym istnieje wiele prac Zygmunda odnoszacych sie¢ do
teorii Littlewooda—Paleya [80], [93], [97], [146]. Niekt6re z nich dotycza klas Har-
dy’ego HP, gdzie 0 < p < 1.

,»Klasyczna™ teoria Littlewooda-Paleya dzieli si¢ na dwie czeéci: (a) oszaco-
wania typu L? dla pomocniczych operatoréw okre§lonych w terminach funkcji
harmonicznych lub analitycznych, (b) zastosowanie tych pomocniczych operatoréw
do dowoddw twierdzef o szeregach Fouriera.

Te operatory pomocnicze byly z poczatku okreslane dla funkcji analitycznych
w kole jednostkowym. Nieco przejrzystsze sa analogiczne operatory dla funkcji
harmonicznych u(x, y) okreSlonych w péiplaszczyZnie y > 0 (oznaczonej Ri),
mianowicie

o

g() = ([ tlputx, 0 Pdi)'?,
0

s@) =( [[ Ipu, nldy di)'®,

ly—x|<t

. t 2 l/2
g (x)=( f2 f (m) Ipu(y, t)lzdydt) :
&y

Dla funkcji harmonicznych u(rcosf, rsinf) okreSlonych w kole r <1 roz-
wazamy
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1
g(0) = U (1—r)|pu(rcos, rsin fﬂzafr)ll2
0
i odpowiednie s(0) i g*(0). Wszedzie tu u jest calka Poissona funkcji f (f w pierw-
szym przypadku jest okreS§lone na prostej, w drugim na okregu). Funkcje g i g*
zostaly wprowadzone przez Littlewooda i Paleya, ktdrzy zauwazyli, ze g(f) <
< 2g*(f) i udowodnili nieréwnoéci postaci [igll, < Clfll, dla p>1 i g, <
< G,lifll, dla p =2,4,6, ... Funkcja s zostala wprowadzona przez Luzina, ktdry
udowodnil, ze |is|l, < Clifl,; ma ono prosta geometryczng interpretacje i czesto
nazywana jest calka obszaru.
Prace [77] i [76] dotycza czgsci b) programu. Ich idea jest oszacowanie funkcji

1 1S,(6)—0, ()2 )*'2

n=0

y(6) = (

w terminach g(6) (S, sa cze§ciowymi sumami Fouriera, a ¢, sumami Cesaro~Fejéra
f). Wynika stad latwo wczedniejszy rezultat Littlewooda i Paleya lim.S,«(6) =
= f(0) p.w., jesli f€L” (p > 1), i nie publikowane twierdzenie Paleya o aproksy-
matywnej zbieznoéci, gdy fe L? [77]. Przytoczyli§my juz odpowiednie wyniki otrzy-
mane dla fe H! [76).

Znacznie pézniej, w 1956 r. [146), Zygmund powrécil do tej tematyki. Praca
[146] zawiera rézne niespodzianki. Gtéwna jest to, ze dwie funkcje, ktére wyste-
puja w teorii Littlewooda-Paleya, wytrzymaly prébe czasu, mianowicie g* i y sa
w zasadzie identyczne, mianowicie ¢ < g*/y < C w kazdym punkcie. Latwo to
udowodni¢ bezposrednio rachunkiem, gdy si¢ juz wie, ze tak jest. Ponadto pewne
modyfikacje g* i y zostaly uzyte do badania sum Cesaro szeregéw Fouriera funkciji
z H? (0 < p < 1). Wynikajace stad nieréwno$ci, udowodnione niezaleznie przez
G. Sanouchi, daja nowy dowdd wczesniejszego twierdzenia Zygmunda [89]: jesli
fe H? (0 < p < 1), to sumy Cesaro o5(f) daza do f p.w., gdy a = 1/p—1 (to jest
wynik najlepszy z mozliwych; przypadek a > 1/(p—1) byl rozpatrywany juz przez
Hardy’ego i Littlewooda).

Funkcja Luzina s jest rozwazana w [80]). Marcinkiewicz i Zygmund dowodza,
ze jesli funkcja u jest analityczna w kole, to lIsll, , < Cpllull,,, dla wszystkich p, 0 <
< p < oo (to samo zachodzi dla gérnej pdtplaszezyzny). Znowu w dowodzie uzywa
si¢ g(0) jako decydujacego narzedzia.

Tytut [93] O pewnych calkach jest niejasny. Praca zawiera dwa istotne wyniki.
Po pierwsze uzupelnia nieréwnosci Littlewooda—Paleya dowodzac, ze |ig*|l, <
< Glifll, dla wszystkich p, 1 < p < cc. Po drugie, wykorzystuje g* do udowodnienia,
ze flull, ~|Ifll,, gdzie u jest tak zwang ,,catka Marcinkiewicza™ okre§lona przez

* . N 2 12
ﬂ(x)z( [anktiaarit dz) ;

0

funkcja F jest tu calka nieoznaczona funkcji f (Marcinkiewicz wprowadzit u jako
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odpowiednik g zdefiniowany wylacznie za pomoca pojgé teorii zmiennej rzeczy-
wistej bez uzycia funkcji zespolonych analitycznych lub harmonicznych).

W [97] podany jest nowy dowdd nieréwnosci llgll, < C,lif|l, uzywajacy raczej
funkcji harmonicznych niz analitycznych.

Opiera sig on na pomystowym zastosowaniu twierdzenia Greena z rachunku
rézniczkowego wraz z tozsamoscia Alu|?> = C|pul?, ktéra zachodzi dla funkcji
harmonicznych. Dowdd ten odegrat wazna role w dalszych uogdlnieniach.

Prace [80] i [93] sa zwiazane takZe z promienistym zachowaniem si¢ funkcji
analitycznych i lakunarnych oraz losowych szeregéw Taylora. W [80] udowodniono,
uzywajac funkcji g(6), ze wahanie funkcji analitycznej u € H? (p > 0) w kole jedno-
stkowym na promieniu od poczatku uktadu do re’® jest O(I/llog(l—r)}) dla prawie
kazdego 0. Ograniczenie to jest istotne nawet dla u € H?, a kontrprzykladem jest
pewien lakunarny lub losowy szereg Taylora [93] podobny do szeregow rozpa-
trywanych w pracy [61] napisanej z Paleyem i Wienerem.

W historii teorii Littlewooda i Paleya nastapil zwrot, gdy pojawily si¢ catki oso-
bliwe. Od razu, gdy w 1952 r. ukazala si¢ praca Calderona i Zygmunda [131],
bylo jasne, ze technika tam uzyta ma znacznie szersze zastosowanie niz tylko do
uzyskania wynikow tej pracy. Wkrotce potem E. Stein odkryl, Ze mozZna jej uzyé
do udowodnienia r-wymiarowych uogdlnien nieréwnosci dla g, s, g*, u itd. me-
todami teorii zmiennej rzéczywistej. Pézniej prace Hoérmandera, J. T. Schwartza
i Benedecka-Calderona-Panzone pokazaly, ze w rzeczywistoéci g, s, 4 sa catkami
osobliwymi, gdzie osobliwe jadra splotowe przyjmuja warto$ci w przestrzeni Hil-
berta. Funkcja g* jest nieco bardziej skomplikowana, ale technika zmiennej rze-
czywistej dalej si¢ stosuje. Tak wiec badania Zygmunda nad catlkami osobliwymi
przeobrazily calg tre$¢ teorii Littlewooda-Paleya.

Wartosci brzegowe funkcji analitycznych i harmonicznych. Funkcji harmonicznych
1 analitycznych u(z) w kole jednostkowym |z| < 1 uzywa si¢ bardzo czgsto w teorii
szeregéow Fouriera (patrz [90]). RozpatrywaliSmy juz niektére prace dotyczace
warto$ci brzegowych takich funkcji [57]), [80], [93] (ostatnia czes€); patrz takze
{118], [158]. Badania te prowadzily do nowych rozwinig¢ funkcji analitycznych
wielu zmiennych lub funkcji harmonicznych wigcej niz dwéch zmiennych [117],
[120], [123], [162], [163], [170].

Punktem wyjscia jest [117] (1949). Niech f(z) (z = (zy4, 25, ..., 2;)) bedzie funk-
cja analityczng w polidysku |z,| < 1,...,|z,] < 1. Gdy f jest funkcja ograni-
czong, to zachodzi odpowiednik twierdzenia Fatou, tzn. dla prawie kazdego

{=(4,...,8) na wyrdéznionym brzegu (|| =l =...=|{] =1) istnigje
granica katowa f({) = limf(z) (oznacza to, ze z; dazy niestycznie do §, w kole
z—{

lzi <1(=1,2,..., k). Rezultat ten jest prawdziwy dla dogodnie zdefiniowanego
odpowiednika klasy Nevanlinny, tzn. kiedy

() sup [ log*|f(re")|(log* log*| f(re®)|)* " d6 < oo,
rork
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gdzier = (ry, ..., 7) €10, 1]%, 6 = (04, ..., 6,) € T* i re®® oznacza (r e , ..., r %)
Ponadto, gdy fe H? (p > 0), tzn.

sup [ 1/(re")|Pdf < oo,
r Tk
to

lim [ 1f(re")~f)Pd0 =0

r—>1 Tk

(r -1 oznacza, ze r;—1 dla kazdego j).
Wydaje si¢, ze warunek (&) nie moze by¢ ostabiony. Jednakze slabszy warunek

(i sup flogﬂ‘lf(re“’){dﬂ <

(ktory okresla klas¢ Nevanlinny tak samo jak (=), gdy k = 1) gwarantuje stabsza
forme zbieznosci prawie wszedzie, tj. lim f(2) istnieje, gdy z; dazy do {; niestycznie
2L

i wszystkie liczby 1—|z;| sa poréwnywalne [123]. Mimo Ze metody si¢ réznig, rezul-
taty te przypominaja odpowiednie wyniki dotyczace silnej lub ograniczonej rézni-
czkowalnosci calek wielokrotnych [65], [168], i silnej lub ograniczonej sumowal-
nosci wielokrotnych szeregdw Fouriera [85], [106].

Praca [120] dotyczy sfery zamiast polidysku i uzywajac rozumowania Calderona
podaje naturalny analogon klasy Nevanlinny dla sfery.

Istotne we wszystkich przypadkach jest to, ze log™ ( Sty .o, xk—(—iyk)) jest
funkcja podharmoniczna 2k zmiennych Xxi, yy, ..., X Vi

W 1960 r. E. Stein i G. Weiss rozwazali odpowiedni problem dla gradientéow
funkcji harmonicznych u(xy, x5, ..., x,) (gdy n = 2, funkcja yu moze byé uwazana
za funkcj¢ analityczng x, 4ix,, dlatego gradienty funkcji harmonicznych sa jedynym
z mozliwych uogélnien funkcji analitycznych zmiennej zespolonej). Udowodnili
oni, ze |pul? jest podharmoniczna dla pewnych p <1, a mianowicie dla p>

n—2
=

. Mimo Ze ta nierowno$¢ jest mozliwie najlepsza, to [162] podaje jej
n—

uogélnienie przez rozwazanie wyzszych gradientéw p*u funkcji harmonicznych
(mozna uwazaé *u za wektor, ktérego wspdtrzednymi sa wszystkie rézne pochodne
rzedu k funkcji harmonicznej u): funkcja |p*u| jest podharmoniczna, o ile
n—2 :
p>—l+—k' Dato to zaczatek teorii klas H” w potprzestrzeniach R, ktéra
n__
byla pézniej rozwijana za pomoca metod zmiennej rzeczywistej (Fefferman, Stein)
Iub metod martyngatowych (Burkholder, Gundy, C. Herz).

Calki osobliwe. Od czasu ukazania si¢ pracy Calderéna i Zygmunda w 1952 r.
teoria catek osobliwych stata si¢ bardzo popularna i wazna. Od$wiezyla ona starsze
zagadnienia, takie jak teoria Littlewooda-Paleya i stworzyla jedno z najsilniejszych
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narzedzi w teorii réwnan rézniczkowych czastkowych (jak przypuszczat Giraud
juz w 1936 r., patrz nota bibliograficzna w [147]). Wiele prac po§wigconych jest tej
tematyce: [131], [133], [139], [141], [142], [144], [147], [148], [149], [165], [179].
Ponadto [178] jest krétka rozprawa o tym przedmiocie, a catki osobliwe sa uzywane
w wielu innych pracach, jak [162], [163], [164]. Praca [147] jest artykulem przegla-
dowym, ktéry omawia stan i smak tego przedmiotu w 1958 r. wkrétce po ukazaniu
si¢ podstawowych prac [131] i [141] (wspolnych z Calderénem).

Oto oznaczenia: litery x, y,... oznaczaja wektory w przestrzeni euklidesowej
E,, |x| jest norma x, i x’ = x|x|~! jest rzutem x na sferg¢ jednostkowa X. Jadrem
jest K(x) = Q(x")|x|™", gdzie £ jest dana funkcja ze $rednig wartoscia 0 na 2.
K,(x) oznacza jadro obcigte, ktdre jest zdefiniowane jako K(x), gdy |x|=>¢ i O,
gdy |x] <e.

Gdy dana jest funkcja f okreslona na E,, f«K, oznacza splot, o ile istnieje.
Problem polega na okresleniu i badaniu f~= limfxK, z odpowiednim pojgciem zbie-

&0
ZnoSci.

Gdy n = 1, calka osobliwa jest niczym innym jak transformatq Hilberta i J; jest
zwykla funkcja sprzg¢zong do f. Ta sytuacja jest dobrze znana. Gdy n > 11 2(—x') =
= —0(x') (jadro nieparzyste), to uzywajac przypadku jednowymiarowego (trans-
formaty Hilberta) i metody obrotu (wprowadzonej w {141]) mozna udowodnié
co nastepuje: gdy 2 € L*(2), 2 nieparzyste i fe L?(E,) (p > 1), to ftx) = limf* K (x)
istnieje prawie wszedzie 1 réwniez f~ = limf« K, w L?(E,). 0

&0

W ogdlnym przypadku £2 jest suma jadra nieparzystego i parzystego, i metoda
obrotu w swej prostej formie stosuje si¢ jedynie do czgéci nieparzystej. Cze$¢ pa-
rzysta mozna badaé przez rozpatrywanie operatora, ktéry pojawia si¢ jako super-
pozycja dwoch operatoréw o jadrach nieparzystych.

Transformata Fouriera rzuca duzo §wiatla na te operatory. Je§li Qlog™|2|e L* (),
to transformata Fouriera K, (,,symbol” jadra K) moze by¢ zdefiniowana jako funkcja
ograniczona (w rzeczywistosci jednorodna stopnia 0), K, sa jednostajnie ograniczone
i punktowo zbieznc do K, gdy e—0, dlategof = limfxK, w L? o ilefeL? [131].
Ponadto f= limf«K, w L? i punktowo prawie wszedzie, o ile feL? (1 < p < o0)
[141]. Decydujaca rola warunku Llog* || e L!'(X) zostala wyjasniona pdzniej
[165]. .

Istnieje wiele pokrewnych rezultatéw i uogdlnien. W szczegdlnosci rozwaza sie
istnienie ogdlniejszej calki osobliwej Tf(X) = f K(x, y)f(y)dy. W tym przypadku

E,

K(x,y) =02(x,2')|z|™", gdzie z =x—y i dla ﬁazdego x w E, funkcja £2(x, ) ma
srednia warto§¢ 0 na 2. Oto typowy rezultat: jesli sup f |2(x, 2)|?dz’ < o0
x z

i fe L?(E), to funkcja Tf(x) moze by¢ zdefiniowana jako gléwna wartos¢ prawie
wszedzie i || Tf|l, < AlIfll.; zawiera to rozwiazanie problemu Michlina ([139]-[149)),
a rézne uogdlnienia z normami L? i L? zamiast L? sg zawarte w [141]. Tam symbol
jadra K jest zdefiniowany jako transformata Fouriera £2(x, z')|z|™" wzglegdem z.
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Przypadek funkcji okresowych f rozpatrywany jest w [138] z jadrem K(x) =
= Q(x)|x|~". Obejmuje to przypadek transformaty Hilberta na torusie (to jest
moze najprostsze ujgcie problemu, nawet gdy n = 1). Wazny jest tutaj warunek

1

gladko$ci na 2, tzn. warunek Diniego na modul ciaglosci f w(t)dtft < 0.
0 .

Warunek Diniego wystepuje juz w [131] i jego rola jest dobrze wyjasniona
w pracy [ ](®) z Calderénem i Mary Weiss. Podaje ona stabe oszacowania w L*
typu
meas{x| | f(x)] > y} < 4lfll;.

Bez zadnych warunkdéw regularnosci oszacowania w L? (p > 1) pozostaja jeszcze
w mocy, ale przypadek graniczy p = 1 nie poddaje si¢ rozwigzaniu.

Mimo Ze nie jest mozliwe opisanic metod, to moze warto poswieci¢ chwile
ukazaniu gléwnych narzedzi uzywanych w tej teorii.

ZaznaczyliSmy juz rolg transformat Fouriera (dla p = 2) i metody obrotu (gdy
£ jest nieparzyste). Pierwotna idea w [131] polega na otrzymaniu stabych jedno-
stajnych oszacowan w L? dla fxK, (p > 1) i uzycia ich dla otrzymania silnych osza-
cowan w L? (p > 1) i zbieznoSci prawie wszgdzie. Teoria interpolacyjna Marcin-
kiewicza jest wigc istotnie potrzebna. Ciekawe jest, Ze pierwsze syntetyczne oméwie-
nie interpolacyjnej teorii Marcinkiewicza powstato dopiero w 1956 r. [145], ale
juz od 1951 r. Calderdn i Zygmund wspélnie badali interpolacje operacji, w tym
samym czasie co catki osobliwe [125], [140].

Stabe oszacowania w L! opieraja si¢ na dwich lematach, ktére same w sobie
sa bardzo interesujace (lematy I i II, s. 488, w [147]). Pierwszy jest przypisywany
Marcinkiewiczowi i stwierdza, ze:

1
f! (ylz” @<

dla prawie wszystkich x w E”", gdzie d(y) jest odlegloscia y od danego zbioru dosko-
nalego P w E", 4 kulg zawierajacg P, a 4> 0. Drugi jest lematem pokryciowym
Calderéna-Zygmunda: jesli 7 jest kostka w E,, fe L*(I) i y > 0 jest duZe, to istnieje
cigg rozlacznych podkostek 7, takich, ze |f| << y prawie wszgdzie w I\Zlk i war-
tos¢ Srednia |f| na kazdym I, jest zawarta migdzy y a 2"y.

Réwnania rézniczkowe czastkowe. Te same fragmenty pojawiaja sie w kilku
pracach wspdlnych z Calderénem pos$wigconych réwnaniom rézniczkowym czg-
stkowym [148], [156], [157].

Zwiazek miedzy réwnaniami rézniczkowymi a operatorami osobliwymi jest
nastgpujacy. Jesli P jest liniowym operatorem czastkowo rézniczkowym z gladkimi
wspoélczynnikami i jednorodnego stopnia m, to P = HA™, gdzie A jest pierwiastkiem

(®) By¢ moze [166] lub [167], ktorych brak na naszej liScie. Chodzi o prace: ,,On the existence
of singular integrals”, A. P. Calderén, Mary Weiss, A. Zygmund, in Proceedings of Symposia
in Pure Mathematics, AMS, vol. 10, Singular Integrals.
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kwadratowym laplasjanu, a H jest operatorem osobliwym. Mianowicie jesli
P(u) = Ya,(x)Du, gdzie a =(ay,..., o) oraz a; + ...+ ar=m, to P(u) =
= HA™u, gdzie H jest osobliwym operatorem calkowym z symbolem o(H) =
= (—l)mZaa(x)z“lzi‘”’ (z = (24, ..., 2,) € E") [148]. Ponadto zloZenie operatoréw
odpowiada zwyklemu mnozeniu symboli, co jest obecnie juz klasyczne w réwnaniach
rézniczkowych czastkowych. Praca [157] (streszczona w [156]) bada lokalne wlasnos-
ci rozwiazan eliptycznych réwnan rézniczkowych czastkowych. Wprowadza ono
pojecie rozniczkowalnosci dobre do badania calek osobliwych. Dla x,€E,, p > 1
i catkowitego v=>0 klasa T%(x,) lub f2(x,) sklada sie ze wszystkich funkcji
feL?(E,), ktére spelniaja nastgpujacy warunek: dla pewnego wielomianu P stop-
nia < v (stad P =0, gdy v =0).

(g~" [ f—P{”dx)"" =0(p") (lub odpowiednio 0(g") (p—0).
Ix—x0]<el
Inymi stowy, f'e t2(x,) oznacza, Ze f ma pochodng Peany rzqdu v w sensie L? (a w zwy-
klym sensie, gdy p = o0).
Oto typowy rezultat: Przypusémy, ze w dystrybucyjnym sensie

2f= D ax)D.f=¢g,

) lal<m
gdzie Z jest operatorem eliptycznym ze wspotczynnikami w 7,°x,, a ge TZ (1 << p<o0)
dla x, z pewnego zbioru Q o dodatniej mierze Lebesgue’a w E,. Wtedy fe€ 17, (xo)
prawie wszegdzie na Q. Kilka subtelniejszych wynikdw uwzgledniajacych niecatko-
wite wartosci v i rézne wyktadniki p znajduje si¢ w [157]. Gtéwna idea, interesujaca
juz w prostym przypadku » = 1, polega na tym, Ze dobry osobliwy operator catl-
kowy S odwzorowuje funkcje, ktéra nalezy do T%(x,) dla wszystkich x, € Q, na
funkcj¢ S(f), ktéra nalezy do T%(x,) dla prawie wszystkich x, € Q. Nie jest tak
nawet dla transformaty Hilberta, gdy p = oo, i dlatego wprowadzenie klas 727 ma
donioste znaczenie.

Prace [156]i [157] zawieraja takze rezultaty dotyczace poszczeg6lnych punktow x,;
w tych zagadnieniach trzeba uzywac takze niecatkowitych v. Nowe rezultaty otrzy-
muje si¢ nawet dla rozwigzania réwnania Laplace’a Af = g. Na przyklad, jesli
funkcja g jest ciagla w danym punkcie x,, to kazde rozwigzanie réwnania Af = g
ma pochodne ciagle w otoczeniu x, i gladkie w x, [156]. '

Interpolacja operatoréw. Obecnie sa juz bardzo dobrze znane dwa giéwne twier-
dzenia o interpolacji. Oba dotycza liniowych operatoréw T przeprowadzajacych
proste funkcje mierzalne na funkcje mierzalne. Twierdzenie Riesza-Thorina méwi,
ze jesli nieréwno$€ ||Ifll, < |Ifll, jest prawdziwa dla wszystkich prostych f, gdzie
p=piq=q (j=1,2), to jest réwniez prawdziwa, o ile punkt (1/p, 1/q) lezy
na odcinku laczacym (1/py, 1/q,) i (1/p,, 1/q,). Twierdzenie Marcinkiewicza mdwi,
Ze jesli operator T jest stabego typu (p, q), gdzie p =p; i ¢ = ¢q; (p;<g), to jest
silnego typu (p, q), gdy (1/p, 1/q) lezy na tym samym odcinku, tzn. jest wtedy
1T, < 4,111,
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Praca [94] — wspdlna z J.D. Tamarkinem — podaje dowdd twierdzenia Riesza—
Thorina za pomoca zmiennych zespolonych i twierdzenia Hadamarda o trzech
prostych.

W [145] znajduja si¢ dowody i nowe zastosowania twierdzenia, ktére Marcin-
kiewicz w 1939 r. zaledwie wystowil. Mimo Ze spotykano si¢ z nieréwnoSciami
stabego typu, od dlugiego czasu (istotne w twierdzeniu Kotmogorowa orzekajgcym,
ze funkcja f~ sprzezona z funkcja catkowalna w sensie Lebesgue’a jest catkowalna
w sensie Denjoy, bylo odkrycie, ze transformata Hilberta jest stabego typu (1, 1)),
wszystkie nowe rezultaty dotyczace stabych przestrzeni L? i ich uogdlnien (prze-
strzenie Lorentza, badane przez Calderéna) maja swoj poczatek w tej pracy.

Wyniki te sg typowe, ale istnieja inne prace dotyczace interpolacji powstate
w latach 1939-1956 [84], [110], [124], [125], [131].

Niektére ostatnie wyniki. Zakonczymy krétkim omdwieniem dwdch ostatnich
prac A. Zygmunda [175], [176].
Dotycza one podwdjnych szeregéw trygonometrycznych

@) Z €, 20D — 2 Z ¢, = 2 AR ().
R

R |v|=R

Obie prace byly inspirowane przez prace Cooke’a (1971), w ktérej dowodzi sie
nieréwnosci R
) [ 14e@rdE<s( 3 le)?

T2 I*|=R
i stosuje si¢ ja do problemu jednoznacznosci dla podwdjnych szeregéw trygono-
metrycznych.

W [176) nieréwnos¢ (*) stosuje si¢ do tak zwanych twierdzer o restrykcji, tzn.
oszacowafi pewnej normy L?(u) transformaty Fouriera funkcji feL?, gdzie u jest
zwykle pewng miara réwno rozlozong na okrggu lub sferze lub jest miara powie-
rzchniowg na pewnej krzywej. W tym zakresie Ch. Fefferman i E. Stein i ostatnio
P. Sjolin i T. Tomas otrzymali najlepsze mozliwe wyniki. Nieréwno$é (%) nie ma
ciaglego odpowiednika, jak pokazuje miara réwno rozlozona na okregu.

Wynik pracy [175] zwiazany jest z problemem jednoznaczno$ci. W przypadku
zwyklego szeregu trygonometrycznego, ze zbiezno$ci na zbiorze miary dodatniej
wynika bardzo latwo, Ze wspélczynniki sa zbiezne do zera. To jest prawdziwe
rowniez dla szeregu (9), ale dowdd jest catkiem inny i polega na podwdjnej nie-

réwnosci:
Zxc < f PRGIE Y 2 2,

lv! =
a wigc na nieréwnosci takiego typu, jaki pojawia si¢ w teorii szeregéw lakunarnych.
Problem jest dalej otwarty dla wyzszych wymiaréw.

Jest rzeczg interesujacq prze$ledzié, jak w tych ostatnich pracach zastosowano
do owych probleméw metody rozwinigte juz dawno w innych celach.
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Nasz przeglad jest juz do$¢ dtugi. Jednakze, jak powiedzieli§my na poczatku,
jest daleki od petnosci. Wyjasnijmy w zakonczeniu, dlaczego tak jest i czym mozna
by go uzupetnié.

Po pierwsze, istnieje szereg prac, ktérych nie rozpatrywaliSmy, a posréd nich
kilka wspdlnych prac z Marcinkiewiczem lub z Salemem (najwazniejsza to [103]).

Po drugie, nie kazdy wynik Zygmunda moze by¢ znaleziony w jego pracach.
Niektoére pojawily sig w pracach jego ucznidw lub innych matematykéw (przyktad
jest podany na str. 102).

Po trzecie, Zygmund ukazywal pracg innych matematykéw czasami (patrz przy-
pisek na str. 97) w ten sposob, ze ukrywal wlasny w niej udzial. Musimy tu wy-
mieni¢ Marcinkiewicza, ktéry byt jego uczniem przed wojna. Prawdopodobnie cze§é
prac Marcinkiewicza bylaby nieznana, w szczegdlnos$ci prace o interpolacji operato-
réw, gdyby nie zostaly dopracowane przez Zygmunda.

A oto gldéwna luka w naszym omowieniu: Pozostawiliémy na uboczu wszystkie
prace Zygmunda o innych matematykach: o polskich matematykach okresu 1919-
1939 [126]; o Marcinkiewiczu [153] (patrz takze angielskie tlumaczenie w Dzielach
zebranych Marcinkiewicza); o Salemie (patrz wstgp do Dziel Salema); o Mary
Weiss [172]. Znaczenie tych prac polega nie tylko na tym, Ze stuza ocenie dziatal-
noéci tych matematykdéw; pozwalaja one takze zrozumieé poglady Zygmunda na
matematyke. Nie uwzgledniliSmy wickszoSci skryptéw z jego wykladéw, a takze
jego ksiazek [64], [119], [129], [130], [137], [151], [178], [180], [181], [182]. W szcze-
g6lnosci nie wspomnieliSmy jeszcze weale o jednym z jego najwiekszych osiagnigd,
ktérym jest traktat o szeregach trygonometrycznych.

Powiedzmy o nim stéw parg. Pierwsze wydanie w 1935 r. bylo jedna z naj-
stawniejszych polskich monografii. Miata ona decydujacy wplyw na rozwdj teorii
szeregdw trygonometrycznych, tak Zze nowe wydanie 25 lat pdZniej calkowicie
réznilo si¢ od oryginatu [151]. Po 15 z gbra latach mozna ocenié, Ze to drugie wy-
danie bylo jednym z matematycznych pomnikow stulecia. Zawiera bogactwo
rezultatéw, nowych metod (interpolacji w szczegblnos$ci), uwag historycznej natury.
Mimo Ze od tego czasu nastapit duzy rozwdj teorii szeregéw Fouriera (Katznelson,
Malliavin, Carleson), monografia ta pozostaje najbardziej warto$ciowym zrédlem
w tej dziedzinie. A

Mimo ze obie ksigzki (wydania z 1935 r. i 1959 r.) byly pisane dla specjalistow,
ich warto§¢ przekracza krag ludzi zajmujacych si¢ szeregami trygonometrycznymi.
Pierwsza jest nadal doskonatym wstepem do klasycznej analizy, a druga jest cyto-
wana w wielu pracach dotyczacych innych zagadnien. Przyczyng jest to, ze Zygmund
nigdy nie uwazat teorii szeregéw trygonometrycznych za dzial zamknigty, co pré-
bowaliSmy uzasadni¢ w naszym omdwieniu. Druga przyczyna jest jego styl: ele-
gancki, precyzyjny, chtodny i ostry. Istnieja i powstang inne ksigzki w tej dziedzinie,
ale mozna oczekiwa¢, ze te dwie zachowaja swdj niezwykly charakter i pozostang
niedoécignionym wzorem w literaturze matematycznej.
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