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Liczby naturalne i ich aksjomatyka

1. Aksjomatyzacja pewnego dzialu matematyki jest koficowym etapem jego
rozwoju, kiedy juZ pojecia jego sa ugruntowane i istnieje duza ilo$¢ twierdzen,
czyli zdan, ktére uwazamy za prawdziwe, powiazanych implikacjami. Aksjoma-
tyzacja polega na wybraniu pewnej liczby pojeé, zwanych pierwotnymi, za pomoca
ktoérych wszystkie inne daja si¢ zdefiniowaé, oraz pewnej liczby twierdzen, ktérym
nadajemy miano aksjomatéw i z ktérych wszystkie inne daja si¢ wyprowadzié.

Juz samo to sformulowanie méwi, ze dany dzial mozna zaksjomatyzowaé na
rézne sposoby, na rézne bowiem sposoby mozna wybra¢ pojgcia pierwotne i aksjo-
maty. Kazda aksjomatyka jest logicznie dobra i moze stuzy¢ do uporzadkowania
danego dzialu matematyki, jezeli spetnia wspomniane wyZej warunki. Ale w prak-
tyce zgdamy od niej czego$§ wiecej. Chcemy, Zeby wybrane na aksjomaty twierdze-
nia wydawaly nam si¢ proste i naturalne i zeby uklad ich tworzyt ladna i tatwa
do zapamigtania caloé$é. Zadania te nie dadza si¢ ujaé w formy logiczne i z pun-
ktu widzenia poprawno$ci teorii nie maja znaczenia. Praca matematyka, ktdry
je uwzglednia, podobna jest raczej do pracy artysty, dbajacego o wyglad este-
tyczny swego dziela. Bo brzydko jest, jezeli np. twierdzenie Kuratowskiego-Zorna,
o glebokim, lecz trudnym dla poczatkujacego do uchwycenia sensie, przyjmuje
si¢ za aksjomat, a potem za pomoca niego dowodzi si¢ pewnika wyboru, ktéry jest
intuicyjnie tak oczywisty, Zze wigkszo$¢ matematykow wcale nie zauwaza, ze go
stosuje w swoich pracach.

Wéréd aksjomatéw Peano, przyjmowanych czesto dla liczb naturalnych, sa
dwa, ktére poczatkujacemu matematykowi sprawiaja pewna trudno$¢. Jednym
z nich jest aksjomat 1°, ktory mowi, Ze 1 jest liczba naturalng. Co to jest bowiem
1?7 — Symbol? — Farba drukarska ulozona na papierze w odpowiedni ksztalt,
¢zy co innego? Drugim ,,trudnym” aksjomatem jest aksjomat 5°, dotyczacy indukcji
matematycznej, ktéry robi wrazenie jakiego§ niezbyt oczywistego twierdzenia.
(Petny uklad aksjomatéw Peano podajemy na poczatku paragrafu 3).

Poza tym konstrukcja aksjomatyki Peano jest troche inna niz opisaliémy na
poczatku. W wyborze pojeé pierwotnych autor nie ograniczyl si¢ do pojeé wyste-
pujacych w arytmetyce, ale stworzyl ad hoc nowe pojecie ,,nastepnika”, ktére wcale
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nie jest potrzebne w arytmetyce i o ktérym wiasciwie nalezy jak najpredzej zapomnie¢
w dalszym rozwinigciu teorii.

Wskutek tego tez pewne aksjomaty maja charakter prowizoryczny i tworza jakby
przybudéwke do arytmetyki, z ktorej sie wychodzi, ale do ktdrej nigdy si¢ nie wraca.

2. W tym artykule podajemy aksjomatyk¢ wolng od tych wad. Na tle wspot-
czesnych badan nad podstawami matematyki nie stanowi ona zadnej rewelacji 1 nie
ma pretensji do odkrycia naukowego. Moze mie¢ natomiast pewne znaczenie dy-
daktyczne. Oparta jest na relacji ,,mniejszy —wigkszy”’, ktéra w rozwoju umystowym
cztowieka wydaje si¢ wczesniejsza niz pojecie liczenia. Juz bowiem male dziecko,
majac do wyboru dwa lub trzy cukierki, wybierze trzy, cho¢ nie umie jeszcze liczy¢.
Liczby naturalne uwazamy za pojgcie pierwotne, to znaczy nie odpowiadamy na
pytanie, czym sa liczby naturalne, lecz podajemy ich wtasnosdci zwiazane z relacja
nieréwnosci <. Piszemy np. x < y, a czytamy ,,x jest mniejsze od y” lub ,,y jest
wieksze od x”°. Jako pierwsza wlasno$¢ przyjmujemy przechodnios¢:

L Jezeli x<yiy<z to x <z,
ktdra intuicyjnie jest zupelnie oczywista. Za oczywista przyjmujemy tez wlasnosc,
ze jezeli dane sa dwie liczby, to albo sg réwne, albo jedna jest wigksza od drugiej.
Wyrazamy to jako prawo frychotomii:

II. Dla kazdej pary liczby x i y zachodzi zawsze jedna (i tylko jedna) z relacji:

x<y abo x=y albo y<x.

Bardzo intuicyjne sa tez pojgcia ,,najmniejszy’’ i ,,najwigkszy”. Male dziecko,
majac do wyboru kilka jablek, z latwoscia wybiera sobie najwigksze. Matematycznie
precyzujemy te pojecia w nastgpujacy sposéb:

Méwimy, ze liczby x jest najmniejsza w pewnym zbiorze Z (liczb naturalnych),
jezeli dla kazdej liczby y ze zbioru Z zachodzi x = y lub x < y. Podobnie méwimy,
ze liczba x jest najwigksza w zbiorze Z (liczb naturalnych), jezeli zachodzi x =y
lub y < x dla kazdej liczby y ze zb.oru Z.

Troche trudniejsze jest pojecie zbioru ograniczonego liczb naturalnych. Méwimy,
ze zbior Z (liczb maturalnych) jest ograniczony, jezeli wszystkie liczby don nalezace
sa mniejsze od pewnej ustalonej liczby. Innymi stowy, istnieje taka liczba x, Zze dla
wszystkich y nalezacych do Z zachodzi y < x. Trudno$¢ pojgcia ograniczonosci
pochodzi stad, Ze wszystkie zbiory wystgpujace w Zyciu codziennym sg ograniczone.
Aby wigc wyczué sens pojgcia ograniczonosci, trzeba mieé przyklady zbiorédw nie-
ograniczonych, co oczywidcie jest pewna abstrakcja. Ile krokéw mozemy uczynic
w jednym kierunku? Dowolnie wiele, przynajmniej teoretycznie. Zbidr liczb wyra-
zajacych mozliwe ilosci krokéw nie jest wigc ograniczony. Przykladéw tego typu
mozna podawaé wiele.

Jako dalsze aksjomaty przyjmujemy nastgpujace:

III. Kazdy (niepusty) zbior liczb naturalnych ma liczbe najmniejszq.

1V, Kazdy ograniczony (i niepusty) zbidr liczb naturalnych ma liczbe najwiekszq.

V. Zbior wszystkich liczb naturalnych nie jest ograniczony.
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Trudno jest dyskutowac oczywisto$¢é aksjomatéw III, IV i V, co bowiem dla
Jjednego jest oczywiste, dla drugiego moze byé nieoczywiste. W kazdym razie aksjo-
maty te wydajg si¢ proste i latwe do przyswojenia.

Z aksjomatéw powyZszych wynikaja nastepujace wlasnoéei:

Nl Liczba najmniejsza, o ktorej jest mowa w aksjomacie 11, jest jedyna dla
ustalonego zbioru.

IV'. Liczba najwieksza, o ktdrej jest mowa w aksjomacie 1V, jest jedyna dla usta-
lonego zbioru.

Dowdd. Jezeli a jest najmniejszym elementem pewnego zbioru Z (liczb natu-
ralnych) i b nalezy do Z, to

a=b lub a<b,
Jezeli ponadto zalozymy, ze b jest najmniejszym elementem zbioru Z, to
b=a Ilub b<a.

Stad wynika jedyna mozliwo$¢, ze elementy a i b sa réwne, na podstawie II. A to
dowodzi prawdziwosci II1'.

Dla IV’ dowdd jest analogiczny.

3. W tym paragrafie udowodnimy réwnowazno$¢ ukladu aksjomatéw I-V
z ukladem aksjomatow Peano. Dla krétkoSci zbior wszystkich liczb naturalnych
bedziemy oznaczaé litera N i bedziemy tez uzywali symboli € (x € Z znaczy: x na-
lezy do Z) i = (Z<N znaczy: zbiér Z zawiera si¢ w N). Aksjomaty Peano maja
nastepujaca postac:

1° 1 eN; .

2° Kazda liczba @ € N ma jeden i tylko jeden nastepnik a™ € N;

3% at £1;

4° Z réwnosci at = b* wynika a = b;

5¢ Jezeli 1€ Z<N oraz z ae Z wynika at €Z, to Z =N.

Jest rzecza wiadoma, Ze z aksjomatéw Peano wynikaja wszystkie wilasnosci
I-V (po odpowiednim zdefiniowaniu nierdwnosci <). Pozostaje do udowodnienia,
ze takze odwrotnie, z wlasnosci I-V wynikaja wlasno$ci 1°-5°.

Zaktadamy wigc, Ze pewien zbiér N ma wlasnosci I-V. Z aksjomatu III wynika,
Ze istnieje w N liczba najmmiejsza; oznaczamy ja symbolem 1. Wtedy wiasnosé
1° jest spetniona. Dla wyprowadzenia dalszych wlasnoéci potrzebne jest pojecie
nastepnika at, ktéry okreslamy jako najmnmiejsza liczbe naturalna wieksza od a.

Dla udowodnienia 2° trzeba wykazad, ze taka liczba istnieje i jest jedyna. Ist-
nienie wynika z aksjomatu V. Gdyby istniaty dwie rézne takie liczby, to wigksza
z nich nie mialaby zadanej wlasno$ci. Musza wigc by¢ réwne, na podstawie aksjo-
matu II, co oznacza, Ze nastegpnik jest jedyny.

Dla dowodu 3° wystarczy zauwazyé, Zze zgodnie z okre§leniem liczby 1 jest
I <nlub 1 = ndla kazdego n € N. Na podstawie II niec moze wigc zachodzié n < 1.
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Do udowodnienia dwoch pozostatych wlasnosci wprowadzimy

LEMAT. Jezeli liczba a jest najwiekszq liczbq naturalng mniejszq od liczby natu-
ralnej b, to b jest najmniejszq liczbq naturalng wiekszq od a, i odwrotnie.

Dowdd. Niech a bedzie najwigksza liczba naturalng mniejsza od danej liczby b.
Zgodnie z I1I istnieje w zbiorze liczb naturalnych wigkszych od a liczba najmniejsza.
Oznaczmy ja przez c¢. Wtedy jest

) a<c

1 z nierdwnosci a < b wynika, ze ¢ = b lub ¢ << b. Gdyby bylo ¢ < b, to z faktu
Ze a jest najwieksza liczbg mniejsza od & wynikaloby, ze ¢ = a lub ¢ < a. Ale to
jest niemozliwe wobec nieréwnosci (1) i aksjomatu II. Pozostaje wigc jedyna mo-
7Zliwoéé ¢ = b, co dowodzi pierwszej czesci lematu. Dowdd wynikania w odwrotna
strone jest podobny ze wzglgdu na symetrig.

Udowodnimy teraz 4°. Zalézmy, Ze x jest nastgpnikiem dwoch liczb a i b. Ozna-
cza to, ze x jest najmniejsza liczba naturalng wigksza od a i jednoczesnie x jest
najmniejsza liczbg naturalng wigksza od b. Z lematu wynika, Ze a jest najwiekszg
liczba naturalng mniejszg od x i Ze takg sama wlasno$¢ ma b. Stad wynika, ze a = b.

Pozostaje do udowodnienia 5°. Niech Z begdzie zbiorem o Zadanych wlasno-
$ciach. Przypu$émy, ze zbiér U liczb naturalnych nie nalezacych do Z jest niepusty.
Z I wynika, ze zawiera on element najmniejszy x. Zbior liczb naturalnych mniej-
szych od x oznaczamy T'; poniewaz 1 € Z, wigc tez 1 € T, czyli zbidr T jest niepusty.
Z aksjomatu I wynika, ze kazdy element zbioru T jest mniejszy od kazdego ele-
mentu zbioru U, a wigc na podstawie II zadnemu z nich nie jest réowny. Inaczej
moéwigc, zaden element zbioru T nie nalezy do U, czyli kazdy nalezy do Z. Na pod-
stawie 1V istnieje w zbiorze T element najwigkszy. Oznaczamy go przez y. Wobec
lematu, x jest najmniejszym elementem wigkszym od y, a wigc jest nastgpnikiem
liczby y. Poniewaz y € Z, wiec x € Z, wbrew zalozeniu. Ta sprzeczno$¢ dowodzi,
ze zbiér U musi by¢ pusty, a wiec Z zawiera wszystkie liczby naturalne.

4. Gdyby chcieé rozwinaé arytmetyke liczb naturalnych w oparciu o aksjomaty
I-V, to przeprowadzenie dowodu réwnowaznosci z aksjomatyka Peano byloby
niepotrzebne. Dowdd ten jednak upewnia nas, Ze takie rozwinigcie jest moziiwe.
Natomiast poszczegdlne definicje i dowody proSciej byloby oprze¢ bezposrednio
na aksjomatach I-V. :

Nalezy wspomnieé, ze procz aksjomatow Peano znane sg tez inne sposoby wpro-
wadzenia liczb naturalnych. Jednym z nich jest oparcie tego poj¢cia na aksjoma-
tach zbioréow. Ale aksjomatyka zbiorow jest trudniejsza niz bezposrednia aksjoma-
tyka liczb naturalnych. (Na przyklad bardzo wyrafinowany wydaje si¢ aksjomat,
ze istnieje zbidr wszystkich podzbioréw danego zbioru.) W naszej aksjomatyce
I-V, jak tez w aksjomatyce Peano, mdwi si¢ co prawda takze o zbiorach, ale trak-
towane sg one w sposOb czysto intuicyjny, jak to sie mowi — naiwny. Naleza
one do jezyka, ktérym wyrazamy wlasnosci liczb naturalnych i dalsze cofanie sig
w definicjach wydaje si¢ juz nie uproszczeniem, lecz komplikowaniem zagadnienia.



