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L. A. STEEN

Momenty zwrotne w historii teorii spektralnej*

Rozwdj teorii spektralnej jest jednym z najbardziej pouczajacych rozdzialéw
historii matematyki wspSlczesnej. W duzym stopniu przyczynia si¢ do tego fakt,
Ze tak rézne obiekty jak atomy, operatory i algebry maja spektra. Centralnym pun-
ktem nowoczesnego uj¢cia twierdzenia spektralnego jest stwierdzenie, Ze pewne
operatory liniowe na nieskoficzenie wymiarowej przestrzeni moga byé przedsta-
wione w postaci ,,diagonalnej”. Na poczatku dwudziestego wieku ani twierdzenia
spektralnego, ani nawet stowa ,,spektrum” nie mozna jeszcze znalezé w repertuarze
matematyka. Matematyczna teoria spektralna, mimo korzeni tkwigcych gleboko
w przeszlosci, jest wigc wyraznie tworem dwudziestego wieku.

Dzisiaj kazdy student matematyki zapoznaje si¢ z twierdzeniem spektralnym
najpdiniej na wykladzie analizy funkcjonalnej, a czesto nawet wczesniej, na wykla-
dzie algebry liniowej. Zwykle zajmuje si¢ on jednym przykiadem twierdzenia
spektralnego, wyrwanym z kontekstu historycznego, a pogragzonym w logicznym
nurcie pewnego szczegélnego wykiadu. I chociaz taki schemat jest dydaktycznie
wydajny i logicznie estetyczny, to czgsto przestania on fakt, ze twierdzenie spek-
tralne bylo (i byé moze wciaZ jest) gatunkiem rozwijajacym sie. Ewolucja twier-
dzenia spektralnego jest dobrym przykladem wspélbrzmienia migdzy matematyka
czysta a stosowang. Jakkolwiek sila napedowa rozwoju tego twierdzenia byla
préba stworzenia teorii matematycznych odpowiednich dla opisu réznych zjawisk
fizycznych, to kolejne formy, przez jakie ono przechodzito, odpowiadaja formom,
ktore znaczyly rozwdj nmowoczesnej analizy abstrakcyjnej.

Dajemy wiec tu powierzchowny zarys ewolucji twierdzenia spektralnego, jako
mikrokosmiczny przyktad z historii matematyki dwudziestego stulecia. Aby zro-
zumie¢ znaczenie wspdfczesnych osiagnigé i ich zwiazek z przeszlo$cia, zaczynamy
od podania gléwnych historycznych Zrédet naszego przedmiotu.

1. Twierdzenie o osiach glownych. Jedynym twierdzeniem znanym na przelomie
dwudziestego wieku, w ktérym — z perspektywy czasu — mozemy rozpoznaé

* Jest to ttumaczenie artykulu Highlights in the history of spectral theory, ktory zostal opubli-
kowany w The American Mathematical Monthly 80 (1973), s. 359-381 (przyp. red.).
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bezposredniego zwiastuna nowoczesnego twierdzenia spektralnego, jest twierdze-
nie o osiach gldwnych w geometrii analitycznej. Nie powinien byé zaskoczeniem
fakt, Ze najprostsza formg¢ tego twierdzenia odnajdujemy w pracach twércow
geometrii analitycznej: Pierre de Fermata (1601-1665) i Réné Descartesa (1596-1650).
Dla plaszczyzny euklidesowej R? twierdzenie to moéwi, ze forma kwadratowa
ax?+2bxy+cy* moze byé sprowadzona przez obrdt plaszczyzny do postaci nor-
malnej ax?+ By?, przy czym osie giéwne formy normalnej pokrywaja si¢ z nowymi
osiami wspdirzednych. Istotng zawarto$é tego twierdzenia: algebraiczna redukcja
do postaci normalnej odpowiada geometrycznemu obrotowi do osi gléwnych —
odnajdujemy w Geometrii Kartezjusza [1637](1). W tym samym czasie twierdzenie
o osiach gléwnych znat Fermat, lecz go nie opublikowal i ukazato si¢ ono dopiero
po jego $mierci [1679]. Pojecie osi gtdwnych byto wprowadzone przez Leonharda
Eulera (1707-1783) w jego badaniach nad mechanika obracajacych sig¢ ciat [1765].
Euler zajmowal si¢ rowniez (w [1748]) redukcja form kwadratowych w dwéch
i w trzech wymiarach.

W swej ogélnej postaci twierdzenie o osiach- glownych stwierdza, ze dowolna
symetryczna forma kwadratowa (4x, x) = } a;x,x; moze by¢ po pewnej orto-
gonalnej transformacji T: R" —R" zapisana w postaci normalnej Y Ax? (macierz
A jest symetryczna, jesli a;; = a;;; transformacja 7 jest ortogonalna, jesli zachowuje
metryke euklidesowa w R"). Algebraiczng czg§¢ twierdzenia (forma kwadratowa
moze by¢ zapisana jako suma kwadratéw) z przypadku R?* do R” uogélnit Joseph
Louis Lagrange (1736-1813) w artykule [1759] o minimach i maximach fuikcji
wielu zmiennych. W [1827] Carl Gustaw Jocob Jacobi (1804-1851) badat osie
gléwne réznych powierzchni kwadratowych, a mniej wigcej w tym samym czasie
Augustin-Louis Cauchy (1789-1867) wykazat w [1829] i [1830], ze wspdlczynniki
J; symetrycznej formy kwadratowej musza byé liczbami rzeczywistymi.

Dopiero jednak w drugiej polowie XIX w. uzyskano ogdlna posta¢ twierdzenia
o osiach gléwnych, gdy James Joseph Sylwester (1814-1897) i Arthur Cayley (1821-
1895) uzyli zapisu macierzowego dla systematycznego algebraicznego opisu prze-
strzeni n-wymiarowej. W [1852] Sylwester udowodnil, ze wspélczynniki 4; postaci
normalnej formy (Ax,x) sa pierwiastkami wielomianu charakterystycznego
det(A1—A4) = 0; w [1858] Cayley zapoczatkowal rachunek macierzowy, w ktérym
redukcja do postaci normalnej odpowiadata procesowi diagonalizacji macierzy 4.
W jezyku macierzy twierdzenie o osiach gléwnych stwierdza, ze kazda rzeczywista
symetryczna macierz 4 jest ortogonalnie réwnowazna pewnej diagonalnej macierzy
D; innymi slowy, istnieje macierz ortogonalna T taka, ze macierz D = T—'AT jest
diagonalna. Wspolczynniki na przekatnej macierzy D s wartosciami wlasnymi
macierzy A, tzn. pierwiastkami réwnania wielomianowego det(A/—A) = 0.

Chociaz nowe koncepcje teorii macierzy mialy natychmiastowy i gleboki wplyw
na matematyke brytyjska, na kontynencie ich oddzwigk byl stosunkowo staby.

(*) Data w nawiasach kwadratowych oznacza, oprocz roku ukazania si¢ dziela, jego pozycj¢
w bibliografii zamieszczonej na koficu artykulu,
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Szczegélnie w Niemczech, nawet jeszcze w dwudziestym wieku, formy dwuliniowe
pozostawaly gtéwnym narzedziem geometrii analitycznej, a w [1878] Georg Fro-
benius (1849-1917) opublikowal systematyczny wyklad algebry macierzy calkowicie
w jezyku form dwuliniowych. Tak wigc, w koficu dziewietnastego stulecia roz-
r6zni¢ mozna dwie wersje twierdzenia o osiach gléwnych: redukcja symetrycznej
formy kwadratowej do postaci normalnej i diagonalizacja rzeczywistej macierzy
symetrycznej.

2. Nieskonczone uklady réwnan liniowych. Centralnym faktem nowoczesnej
teorii spektralnej jest to, ze réwniez w przestrzeniach nieskoficzenie wymiarowych
pewne operatory liniowe moga by¢ przedstawione w postaci ,,diagonalnej”. Tak
wigc, drugim historycznym Zrédiem teorii spektralnej jest ewolucja nieskoficzenie
wymiarowej teorii z przypadkéw skoriczenie wymiarowych. Ten rozwdj nastapil
najpierw w algebrze — w rozwiazywaniu ukfadéw réwnan liniowych — a dopie-
ro znacznie péZniej w geometrii. W osiemnastym i dziewigtnastym wieku skon-
czone systemy réwnan liniowych byly rozwiazywane najczesciej metoda eliminacji.
Metoda ta zostala rozwinig¢ta na przykiad w [1770] i [1779] przez Eulera i Etienne
Bezout (1730-1783). W [1750] Gabriel Cramer (1704-1752) przedstawil metode.
rozwigzywania ukladéw réwnan typu 3 X 3, ktdéra nosi jego imie, chociaz, oczy-
wiscie, nie uzywat on ani pojgcia, ani zapisu wyznacznikowego.

Nieskonczone systemy réwnan byly uzywane w osiemnastym i dziewigtnastym
wieku do otrzymywania formalnych rozwiazan réwnan rodzniczkowych metoda
wspolczynnikéw nieokreSlonych: jesli szereg formalny o nieznanych wspdiczyn-
nikach wstawimy na miejsce niewiadomej w danym réwnaniu rézniczkowym, to
rozwigzanie réwnania rézniczkowego sprowadzi si¢ do znalezienia nieskonczenie
wielu nieznanych wspdlczynnikéw. (Oczywiscie, mato kto wéwczas troszczyt sig
o to, czy otrzymany w ten sposéb szereg potggowy jest zbiezny.) W dobrych przy-
padkach nieskoniczony system réwnan na wspdlczynniki dawal wzér rekurencyjny,
ktéry umozliwial rozwigzanie nieskorficzonego uktadu za pomoca skoficzenie wy-
miarowych metod. Z tego tez wlasnie powodu oirzymywane tak rekurencyjne
techniki w matym stopniu przyczynily si¢ do rozwoju ogdlnej teorii systeméw nie-
skonficzenie wymiarowych.

Joseph Fourier (1768-1830) przypuscil na szerokim froncie pierwszy znaczacy
atak na problem nieskonczonych ukladow réwnan, gdy probowal wykazaé [1822],
ze kazda funkcja moze byé wyrazona jako nieskonczona kombinacja liniowa funk-
Cji trygonometrycznych. Zadanie wyznaczenia nieznanych wspdlczynnikéw tych
kombinacji liniowych bezpo$rednio doprowadzilo go do ogdlnego problemu roz-
wigzywania nieskoriczonego ukladu rdéwnan liniowych. Metoda Fouriera (naz-
wana przez Fryderyka Riesza [1913a] principe des reduites) polegata na tym, by roz-
wiaza¢ najpierw uklad n X » zwyklymi §rodkami, a nastepnie przejé¢ do granicy
Z N> 00,

I chociaz wypowiedziane przez Fouriera twierdzenie o mozliwosci rozwinigcia
»~dowolnej” funkcji w szereg trygonometryczny dato bodziec do intensywnej pracy
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nad teori¢ catkowania, to jego metoda rozwiazywania nieskoficzonych uktaddéw
réwnan zostala zignorowana. Ponad pigeédziesigt lat uptynelo nim Teodor Kot-
teritzsch z Saksonii wznowit te badania; w artykule [1870] prébowal uogélnié
prawo Cramera na uklady nieskoniczone. W siedem lat pdzZniej amerykanski
astronom George William Hill (1838-1914) opublikowatl w Cambridge, Massachu-
setts, monografi¢ [1877b], w ktdrej z powodzeniem zastosowal teori¢ wyznacznikéw
do nieskonczenie wymiarowego przypadku. W owym czasie byla ona stosowana
jedynie dla skonczenie wymiarowych systeméw. Praca Hilla dotarta do Europy
w [1886a], gdy G. Mittag-Leffler przedrukowat ja w Acta Mathematica. Bylo to
w rok po ukazaniu si¢ we Francji artykulu [1885a] Paula Appella (1855-1930),
w ktérym zastosowal on principe des réduites do wyznaczenia wspélczynnikéw
rozwinigcia funkcji eliptycznych w szeregi potegowe.

W tym czasie do dyskusji wilaczyt si¢ Henri Poincaré (1854-1912) w dwdch
artykutach ([1885b], [1886b]), w ktdérych, majac na celu wyjasnienie prac Hilla
i Appella, podat on scista definicj¢ nieskoriczonego wyznacznika. Dzielo rozpo-
czete w Paryzu przez Poincarégo bylo kontynuowane w Sztokholmie przez Helge
von Kocha (1870-1924), kt6éry w latach 1890~1910 rozwinal obszerng teori¢ wyznacz-
nikéw nieskonczonych. Pierwsze powazne artykuty von Kocha na ten temat uka-
zaly si¢ w [1891] i [1892]; jego wiasny przeglad tej dziedziny zawarty w [1910d]
dostarcza dalszych referencji. Najnowszy przeglad [1968] dokonany przez Michaela
Bernkopfa zawiera dokladna dyskusje tych podstawowych artykutéw.

3. Réwnania calkowe. Teoria macierzy i wyznacznikéw nieskonczonych do-
prowadzilaby bezpoSrednio do elementarnego twierdzenia spektralnego, gdyby
kto$ uogdinit twierdzenie o osiach gtéwnych w jego postaci mowiacej o diagonali-
zowalnoéci. Jednak droga do teorii spektralnej nie byta tak prosta: pierwsze twier-
dzenie spektralne otrzymano dopiero po zastosowaniu wyznacznikéw nieskonczo-
nych do réwnant catkowych, a wiec po rozszerzeniu teorii z przeliczalnej do nieprze-
liczalnej.

Zazwyczaj uwaza sig, ze pierwsze formalne badania réwnan calkowych zawarte
sa w [1823] i [1826], gdzie mlody norweski geniusz Niels Henrik Abel (1802-1829)
uzyl réwnania catkowego dla rozwiazania uogélnionego problemu wahadla. Pro-
blem ten dotyczyl ksztaltu drutu, po ktérym doskonale gladki koralik porusza si¢
pod wplywem sity cigzkos$ci. Nieco pdzniej Joseph Liouville (1809-1882) wprowadzit
(w [1837]) metodg iteracji dla rozwigzania rownan calkowych szczegdlnej postaci;
w [1877a] Carl Neumann (1832-1925), badajac problem wartosci brzegowych dla
funkcji harmonicznych, rozciagnal iteracyjna metode Liouville’a na sytuacje bar-
dziej ogdlna.

Praca Neumanna przyS$pieszyla powazne badania nad réwnaniami catkowymi,
a w szczegdlnoséci badania Poincarégo we Francji oraz Vito Volterry (1860-1940)
w Rzymie. Ale dopiero w 1900 r. teoria réwnafi catkowych nabrata szczegdlnego
znaczenia w historii teorii spektralnej. W tym roku bowiem szwedzki matematyk
Ivar Fredholm (1866-1927), wowczas docent na uniwersytecie w Sztokholmie,

¢
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zastosowat do réwnan catkowych teori¢ macierzy i wyznacznikéw nieskonczonych
rozwini¢ta przez jego kolege von Kocha. Na$ladujac technike rozwijania wyzna-
cznikéw nieskonczonych von Kocha, Fredholm w [1900] otrzymal swoje stawne
»alternatywne” twierdzenie dotyczace rozwigzan rownania catkowego

1
M D)+ [K(x )OOy = P(x) (0<x<1).
0

Podobnie jak Bernoulli (1700-1784), ktéry prawie dwa wieki wcze$niej przed-
stawil drgajaca strung jako granicg n oscylujacych czastek [1732], tak Fredholm
rozwazat réwnanie catkowe (1) jako graniczny przypadek odpowiadajacego systemu
liniowego:

n
@) D(x)+ D K(x, p)O() = ¥(x) (1<i<n).
j=
Fredholm zdefiniowal ,,wyznacznik” D, dla réwnania catkowego (1), ktéry
byl ciaglym odpowiednikiem klasycznego wyznacznika systemu nXn (2). Udowo-
dnit tez — w Scislej analogii z teoria klasyczng dla (2) — ze jesli Dy # 0, to réw-
nanie catkowe (1) ma dokladnie jedno rozwigzanie, ktére moze byé wyrazone jako
stosunek dwoéch ,,wyznacznikéw”, lub odpowiednio, Ze je§li Dy =0, to transpo-
nowane rownanie jednorodne

1
D)+ [ K(r, )P (»)dy =0

ma nietrywialne rozwigzania i (1) jest rozwigzalne wtedy i tylko wtedy, jesli ¥ jest
ortogonalne do kazdego sposrdéd tych rozwigzan. Gléwny artykul Fredholma na
ten temat ukazal si¢ w [1903a]; streszczenie tej pracy wraz z pdZniejszym rozwojem
badan jest trescig jego przegladowego artykulu [1910e].

4. Dawid Hilbert. Chociaz w pracach zaréwno von Kocha, jak i Fredholma jest
niewiele rzeczy, ktére moglyby by interpretowane jako bezposredni wstep do
nowoczesnego twierdzenia spektralnego, to mamy dwa szczegdlne powody dla
omowienia tych badan — jeden z nich jest matematyczny, a drugi historyczny.
Ewolucja nieskoriczenie wymiarowej teorii spektralnej z duzo prostszej, skonczenie
wymiarowej teorii, ktéra dokonata si¢ w dwudziestym wieku, byla poprzedzona
w dziewigtnastym wieku rozwojem teorii réwnan liniowych i wyznacznikéw z przy-
padku skonczonego do nieskoniczonego (von Koch) i do ciaglego (Fredholm).
Ale mozna znalezé nawet bardziej bezposredni zwiazek, gdyz, zgodnie ze stowami
Hermanna Weyla [1944], Hilbert po zapoznaniu si¢ z ideami Fredholma na swym
seminarium w latach 1900-1901 (referowat je kolega Fredholma, Eric Holmgren)
zapalil si¢ do tego od razu (?). Przez nastepne dziesie¢ lat Hilbert (1862-1943)

(®) Por. artykut R. Couranta, Wspomnienie z Getyngi, Wiadom. Mat. 18 (1974), s. 145-157
(przyp. red).
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skupil swdj imponujacy talent matematyczny wylgcznie na réwnaniach catkowych.
W serii szesciu artykuléw opublikowanych w Gottingen Nachrichten, w latach
19041910 (zebranych i opublikowanych jako jeden tom w [1912a]) przedstawit
on w zarysie gléwne definicje i twierdzenia teorii spektralnej (ktérej nazwe wy-
myélit) oraz teorii przestrzeni Hilberta (jednak bez nadawania tej nazwy i nawet
bez bezposredniej definicji).

Hilbert zajmowal si¢ gidwnie réwnaniem catkowym

1
€ D(x)—1 [ K(x, WOy = P ()
0

wraz z odpowiadajacym mu skonczenie badz nieskonczenie wymiarowym réwnaniem
macierzowym:

4 ® (x)—1 ) K(x, 2)O0) = P(x).

W trakcie tworzenia maszynerii niezbednej do rozwigzania tych réwnan, Hilbert
zdefiniowal spektrum formy kwadratowej K, odréznil spektrum punktowe od
spektrum ciaglego oraz zdefiniowal pojecie petnociaglosci. To ostatnie stuzylo do
oddzielenia form, ktére maja czysto punktowe spekira, od tych o spektrach bardziej
skomplikowanych. Jednakze z punktu widzenia naszego eseju najwazniejszy jest
fakt, ze Hilbert sformulowal i udowodnil twierdzenie spektralne nie tylko dla form
petnociaglych, lecz réwniez dla form ograniczonych.

Prace Hilberta dotyczace réwnan catkowych zawieraja zadziwiajacg ilo$¢ faktow,
ktére obecnie rozpoznajemy jako nowoczesna analiz¢ w klasycznym jgzyku. Hil-
bert gtéwnie byl zainteresowany rozwigzywaniem réwnan catkowych, nigdy wigc
nie zastosowal swoich rezultatéw specjalnie do macierzy lub przeksztalcen; co
wiecej, z powodu umieszczenia parametru A przy calce w réwnaniu (3) wszystkie
warto$ci wlasne otrzymane przez Hilberta sa odwrotno$ciami uzywanych obecnie.
I podczas gdy twierdzenia Hilberta majg nowoczesng tre$¢, to gléwna metoda
stosowang przer niego byla metoda znana Bernoulliemu i Fredholmowi — pra-
cochlonne przejscie do granicy z odpowiadajacego przyradku skonczonego.

Poczynajac od napisanej pod kierunkiem Hilberta pracy doktorskiej w 1905 r.,
Erhard Schmidt (1876-1959) uogéinial i upraszczal dzieto Hilberta, wprowadzajac
sugestywny jezyk geometrii euklidesowej. W [1907a], [1907b] i [1908a] Schmidt
przedstawil ostateczna teorig ,,przestrzeni Hilberta” — przestrzeni ciggéw sumo-
walnych z kwadratem, obecnie nazywanej przestrzenig /> — teori¢ przesycona
jezykiem norm, liniowosci, podprzestrzeni i rzutéw ortogonalnych. (To Schmidt
wlasnie uogolnit na przestrzen /2 iteracyjny algorytm dla ortonormalizacji, po raz
pierwszy wprowadzony w [1883] przez Jorgena Pedersona Grama z Kopenhagi.)
Uproszczenia pojeciowe wprowadzone przez Schmidta byly natychmiast przyswo-
jone przez Ernsta Hellingera (1883-1950) i Hermanna Weyla (1885-1955) w pra-
cach doktorskich napisanych pod kierunkiem Hilberta wlatach 1907 1908. W [1909a]
Hellinger sformulowat teori¢ form kwadratowych w nowym jezyku stworzonym

~
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przez Hilberta i Schmidta. W tym samym roku Weyl opublikowal obszerne studium
na temat form ograniczonych i ich spektrum [1909d]. W ten sposdb pod koniec
pierwszego dziesieciolecia dwudziestego wieku w pracach Hilberta i jego ucznidw
mozemy dostrzec gtéwna czgé teorii spektralnej dla ograniczonych transformacii
liniowych w I3,

5. Teoria spektralna Hilberta—Schmidta. Przypominamy tu twierdzenie o osiach
glownych dla przestrzeni skonczenie wymiarowych. Podobnie zrobit to Hilbert na
poczatku swego pierwszego artykulu poswigconego réwnaniom catkowym [1904a].
Niech 4; <4, <...< 4, beda n wartoSciami wlasnymi (rzeczywistymi) macierzy
symetrycznej K wymiaru nXn, wypisanymi zgodnie ze swoimi krotno$ciami. Niech
dalej @, ..., P, bedzie ukladem ortogonalnym zlozonym z odpowiadajacych
wektorow wlasnych, tzn. K@, = AP, dla 1<i<n Wowczas, przy obraniu
D,, ..., D, jako bazy, dzialanie macierzy K wyraza si¢ za pomoca macierzy diagonal-
nej L o wspolczynnikach 4; na przekatnej. Macierz T, ktérej wierszami sa wektory
Dy, ..., D, jest transformacja ortogonalng przeprowadzajaca nowe wektory bazy
D, ..., D, z powrotem w poczatkowe (kanoniczne) wektory bazy. A wigc
L = T~ KT jest diagonalizacja macierzy K za pomoca transformacji ortogonalnej 7.

n
Macierz L moze by¢ zapisana jako D' AP, gdzie P; jest rzutowaniem na jedno-
i=1

wymiarowa podprzestrzen rozpigta przez @,

Pierwszym krokiem Hilberta w rozszerzaniu tego twierdzenia bylo zdefinio-
wanie pojecia warto§ci wlasnej réwniez dla nieskoniczonej formy symetrycznej K.
Jego nowym pomystem bylo spektrum formy K, oznaczane o(K). Jest to zbidr
tych 4, dla ktoérych transformacja AI—K nie jest odwracalna. (W rzeczywistosci
Hilbert uzywat transformacji /—AK, podczas gdy Schmidt postugiwat si¢ transfor-
macja Al—K.) Podzbidr zbioru o(K), skladajacy sig z tych 4, dla ktérych réwnanie
K® = )P ma nietrywialne rozwigzania, nazywa sie¢ spektrum punktowym trans-
Jormacji K; jest to $cisly odpowiednik zbioru wartosci wlasnych. Dopelnienie pun-
ktowego spektrum w zbiorze ¢(K) jest nazywane spektrum cigglym. Duza cze$é
czwartego artykutu Hilberta [1906a] jest poswigcona badaniom zwiazkéw migdzy
transformacja K a jej spektrum o(K).

Jedna z najprostszych zaleznosci odkrytych przez Hilberta byl fakt, ze spektrum
o(K) jest zbiorem ograniczonym, je$li K jest transformacja ograniczong — to
znaczy, jesli zbior S = {|IKx||: [x]| < 1} jest ograniczony (gdzie znak ||, ktéry
zawdzigczamy Schmidtowi, oznacza norme w /2. W rzeczywistosci, jezeli forma K
jest symetryczna, to kres goérny zbioru S (nazywany ograniczeniem lub normq trans-
formacji K i oznaczany ||K|)) jest réwny kresowi gérnemu zbioru {M] : ﬂea(K)};
fakt ten obecnie nazywamy twierdzeniem o promieniu spektralnym. Ograniczone
transformacje liniowe w /2 sg wazne jeszcze z innego punktu widzenia, ktory réwniez
zawdzigczamy Hilbertowi: sa bowiem one dokladnie cigglymi transformacjami
liniowymi, w tym sensie, Ze zachowuja mocna zbiezno§¢ (tzn. [|Kx,—Kx||—>0, jesli”
tylko [Ix,—x|| — 0).
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Hilbert rozciggnat twierdzenie o osiach gidwnych na symetryczne, ograniczone
transformacje liniowe; spektra tych transformacji sa ograniczonymi podzbiorami
osi rzeczywistej. Te warto$ci 4, ktore naleza do punktowego spektrum o(K) trans-
formacji K s3 podobne do warto$ci wlasnych, poniewaz istnieje odpowiadajacy
im ortogonalny ukfad wektoréw wiasnych @,, spetniajacych réwnosé¢ KO, = AD,.
Jesli przez P, oznaczymy rzut na podprzestrzei generowana przez @;, to mozemy
utworzyé transformacj¢ diagonalna L = Y'AP,, gdzie A nalezy do punktowego
spektrum o(K). L odpowiada dokladnie dzialaniu transformacji K na podprze-
strzeni generowanej przez wektory wlasne @;. Poniewaz jednak ta podprzestrzef
na ogot jest istotnie mniejsza od /> — pomingliSmy bowiem spektrum ciagle —
nie mozemy powiedzieé, ze L i K sa ta sama transformacja.

Aby opisa¢ udziat spektrum ciaglego, Hilbert wprowadzit pewien rodzaj catki
wzorowanej na tej, ktéra w [1894] zdefiniowal duniski matematyk Thomas Jean
Stieltjes (1856-1894). W badaniach ulamkoéw lancuchowych Stieltjes doszedt

b

(poprzez problem momentéw) do catki f J(x)dg(x) jako do granicy sum
D f(ENg(x)—g(x;_p] (dla f ciqglej i g rosnacej). Zapisujac sume ZA,PZ_ w postaci
Py [E;,—E;,_ ], gdzie E; = Z'P,1 , Hilbert skonstruowal dla ciaglego spektrum

s(K) calke Stieltjesa f AE, Jako granicg sum postaci Y'A; [E)—E,,_, ]. Twierdzenie
s(K)
spektralne Hilberta moéwito, Zze kazda ograniczona symetryczna transformacja

liniowa w I? moze byé¢ przedstawiona (za pomoca ortogonalnego przeksztalcenia)
w postaci ,,diagonalnej”:
©) D WP+ [1dE,
o(K) s(K)

gdzie sumowanie jest po spektrum punktowym, a catkowanie po spektrum ciagtym.

Hilbert uzupeknit swoja teori¢ spektralna, wyznaczajac szeroka klas¢ transfor-
macji, ktérych spektrum ciagle jest zbiorem pustym. Nazwal on takie transformacje
pelnociagtymi, a Schmidt scharakteryzowal je jako takie, ktére majg wiasno$¢
przeprowadzania stabo zbieznych ciagéw w mocno zbiezne. Innymi stowami, trans-
formacja liniowa K jest petnociagla, gdy z tego, Ze (y, x,) —(», x) dla kazdego y wynika

[|Kx,— Kx|| - 0.

Pelnociagle transformacje sa najblizszym nieskorniczenie wymiarowym odpo-
wiednikiem transformacji w przestrzeniach skonczenie wymiarowych. Ich spektra
skladaja si¢ z wartoSci wlasnych, ktérych jedynym mozliwym punktem skupienia
jest zero; co wigcej, kazda pelnociagta, symetryczna transformacja liniowa K moze
byé wyrazona za pomoca pewnego przeksztalcenia ortogonalnego w postaci diago-
nalnej }AP; (gdyz s(K) =

Chociaz Hilbert poczatkowo uzywat nieskonczonych macierzy jedynie jako wy-
godnego aparatu w réwnaniach catkowych, to zakonczyt swoje badania teoretyczne,
znajdujac gtéwne ogniwo laczace te dwie teorie. Jest nim zupelny system ortogo-
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nalny. Taki system {<D,,} ztozony badz to z wektordw w przestrzeni ciggéw /2, badz
to z funkcji ciaggtych na odcinku [0, 1], jest scharakteryzowany warunkiem orto-
gonalnosci (D, D,,) =0, jesli n = m, oraz faktem, ze kazdy wektor (badz funkcja
ciggla) @ moze by¢ zapisany za pomoca szeregu Fouriera @ = )'q,®,. Macierz
n=1

réwnania (4) moze by¢ otrzymana (za pomoca metod matematycznych, a nie przez
analogi¢) z réwnania catkowego (3) przez zastgpienie kazdej funkcji ciaglej @, ¥
przez jej rozwinigcie Fouriera w zupelnym systemie ortogonalnym [®,]. Takie
zastosowanie zupelnego ukiadu ortogonalnego pozwolito Hilbertowi otrzymaé
alternatywne twierdzenie Fredholma dla réwnania catkowego (1) bezposrednio
z odpowiadajacego twierdzenia dla nieskonczonego ukladu liniowego (2).

Aby byé w zgodzie z historig, chcemy jeszcze raz podkresli¢ fakt, ze Hilbert
wprowadzil teori¢ spektralna w jezyku form kwadratowych, podczas gdy my prze-
kazaliSmy jego dieto gldwnie w jezyku transformacji liniowych w nieskoficzenie
wymiarowej przestrzeni /2. Zaledwie pieCdziesigt lat dzielito Hilberta od czaséw,
gdy Cayley w Anglii i Hermann Grassman (1809-1877) w Niemczech rozpoczeli
w [1843] i [1844] systematyczne badanie n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej
dla n> 3. Hilbert i Schmidt byli pierwszymi, ktérzy zapuscili sie w catkowicie
nieznane glgbie przestrzeni nieskonczenie wymiarowej i dopiero gdy takie prze-
strzenie zostaly zbadane, mogtly ukazaé si¢ grube zarysy teorii transformacji linio-
wych. Rozwdj teorii nieskoniczenie wymiarowych (funkcyjnych) przestrzeni, ktory
nastapil na poczatku divudziestego wieku, zostat opisany w [1966].

6. Calka Lebesgue’a. Mniej wigcej w tym czasie, gdy Hilbert tworzyt swoja
teori¢ spektralna dla przestrzeni ciggéw sumowalnych z kwadratem, Henri Le-
besgue (1875-1941) rozwijal teorig nowej catki, ktéra obecnie nosi jego imie ([1901],
[1904c]). W trzech krétkich artykutach w 1907 r. Friedrich Riesz (1880-1956)
i Ernst Fischer (1875-1959) wykazali zwigzek migdzy pracami Hilberta i Lebesgue’a
dowodzac, Ze przestrzen Hilberta I? jest izomorficzna z przestrzeniag L? funkcji,
ktérych kwadrat jest catkowalny w sensie Lebesgue’a. Riesz stworzyl w swojej
nastepnej pracy [1910c] (w ktdérej wprowadzit tez bardziej ogdlne pojecie prze-
strzeni LF) spektralng teori¢ dla L? catkowicie odpowiadajaca tej, ktra zostala roz-
winigta dla /2 przez Hilberta i Schmidta.

W roku poprzedzajacym ukazanie si¢ jego pracy o przestrzeniach L? Riesz
udowodnit w [1909b] stynne twierdzenie o reprezentacji. Rozwiazat on w ten sposéb
problem po raz pierwszy badany w [1903b] przez Jacquesa Hadamarda (1865-1963).
Riesz udowodnit, ze kazdy ciaglty funkcjonatl liniowy na C([q, b]) jest calka Stiel-
tjesa f fdg ze wzgledu na pewna funkcj¢ g o ograniczonej wariacji. Nastgpnie Lebes-
gue w odpowiedzi na artykut Riesza wykazal w [1910f], ze kazda calka Stieltjesa
mozZe by¢ interpretowana jako catka Lebesgue’a przy odpowiednim rozumieniu

formuly heurystycznej ~

[£e)dg(x) = [ (08’ (x)dx.
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To pozwolito Johannowi Radonowi (1887-1956) rozwina¢ (w [1913b]) teorig
calkowania ze wzglgdu na dowolng miarg (tzn. przeliczalnie addytywna funkcje
zbioru). W ten spos6b zamknal on w jednej teorii calke Lebesgue’a i Stieltjesa,
a wiec dal podstawe dla calej nowoczesnej teorii catki abstrakcyjnej.

Z tej dygresji wynika, Ze ewolucja nowoczesnego pojecia catki byla §cible zwig-
zana ze stworzeniem przez Hilberta teorii spektralnej. I chociaz Zadna z tych teorii
nie zalezy logicznie od drugiej, to ich historyczne powigzanie jest jasne: Hilbert
uzyt calki Stieltjesa do otrzymania teorii spektralnej dla /%, a Riesz, idac w §lad za -
Hilbertem, postuzyt si¢ calka Lebesgue’a w rozwijaniu teorii spektralnej dla L2,

Drugie dziesigciolecie rozwoju teorii spektralnej byto raczej ubogie w wydarzenia.
W Getyndze Hilbert zwrdécit swoja uwage na aksjomatyzacje fizyki. Bylo to zadanie,
ktére zaproponowal na Migdzynarodowym Kongresie Matematykéw w 1900 r.
jako szosty wérdd swoich 23 stawnych probleméw matemaiyki dwudziestego wieku.
Powiedzial: ,,Fizyka jest zbyt trudna dla fizykéw” [1970]. W Stanach Zjednoczonych
Eliakim Hastings Moore (1862-1932) na Uniwersytecie w Chicago rozwinat system
»analizy ogdlnej” ([1908b], [1912b]). System ten mial zawiera¢ wyniki Hilberta,
Fredholma i Riesza jako szczegdlne przypadki. Ale oddzwigk rezultatéw Moore’a
byl ograniczony przez to, ze europejscy badacze nie byli przyzwyczajeni do przyj-
mowania nowych idei matematycznych z Ameryki. Poszukiwania Moore’a mialy
duze znaczenie dla rozwoju matematyki w Stanach Zjednoczonych, nie wplynely
jednak znaczaco na kierunek badan w teorii spektralne;j.

W latach 1910-1925 wiele wysitku wlozono w Europie w wyjasnianie i rekapi-
tulacje. Riesz [1913a], Fredholm [1910e] i von Koch [1910d] opublikowali przeglady
teorii nieskoriczenie wielu zmiennych i teorii rownan catkowych. Kazda z tych prac
zawierala rézne warianty teorii spektralnej Hilberta. Zebrane prace Hilberta na
temat rownan calkowych byly opublikowane w formie ksiazkowej w [1912a]. Ale
z pewnof$cia najbardziej imponujaca pracg przegladows tego okresu byla ogromna
Enzyklopdidie der Mathematischen Wissenschaften, ktéra w tomie II1.3.2. zawierala
napisany przez Hellingera i Otto Toeplitza (1881-1940) zrozumiaty wyklad teorii
réwnan catkowych i teorii spektralnej; ten przegladowy artykut byt réwniez opubli-
kowany oddzielnie [1928a].

7. Mechanika kwantowa. W Getyndze w latach 1925-1926 Werner Heisenberg
(1901-) i Erwin Schrodinger (1887-1961) stworzyli teori¢ mechaniki kwan-
towej. W teorii Heisenberga fizyczny fakt, ze pewne obserwacje atomdéw nie moga
by¢ dokonywane jednocze$nie, byl matematycznie interpretowany jako nieprze-
mienno$¢ operacji reprezentujacych te obserwacje. Wykorzystujac to, Ze algebra
macierzy jest nieprzemienna, Heisenberg razem z Maxem Bornem i Pascualem
Jordanem ([1925a], [1926a]) przedstawili kazdg wielko$¢ fizyczng za pomocg odpo-
wiedniej (skoniczonej badz mnieskoficzonej) macierzy, nazwanej transformacja,
zbiorem mozliwych warto$ci wielkosci fizycznej bylo spektrum transformacji (tak,
ze spektrum transformacji, ktéra reprezentowala energi¢ atomu, bylo wlasnie
spektrum atomu).
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Natomiast Schrédinger rozwijat bardziej ortodoksyjng teori¢ oparta na badaniu
odpowiedniego - czastkowego réwnania rozniczkowego. Po poczagtkowym zdu-
mieniu, ze ,,falowa mechanika” Schrédingera i ,,mechanika macierzowa’ Heisen-
berga — dwie teorie o zasadniczo réznych punktach wyjécia — moga prowadzié
do tych samych rezultatéw, Schrodinger wjednolicit oba podejscia. Wykazal, ze
warto$ci wlasne (lub bardziej ogdlnie, spektrum) operatora rézniczkowego w falo-
wym rownaniu Schrédingera wyznaczaja odpowiednia macierz Heisenberga. Po-
dobne rezultaty otrzymat jednoczeénie ([1925b], [1926b]) brytyjski fizyk Paul A. M.
Dirac (1902-). W ten sposéb ponownie wzrosto zainteresowanie teoriag spek-
tralna.

Sam Hilbert byt zdumiony, ze spektra jego form kwadratowych moga by¢ inter-
pretowane jako spektra atoméw. ,,Rozwinalem teorie nieskonczonej iloSci zmien-
nych z czysto matematycznych powodoéw, i nawet nazwatem to «analiza spektralna»
bez jakichkolwiek przewidywan, ze pdzniej znajdzie ona zastosowanie do prawdzi-
wego spektrum fizycznego™” [1970]. Jednak szybko stalo sie oczywiste, ze teoria
spektralna Hilberta byta wlasciwa baza matematyczng dla nowej mechaniki. Skon-
czone ‘i nieskoniczone macierze byly interpretowane jako transformacje w prze-
strzeni Hilberta (wciaz rozumiano pod tg nazwa gtéwnie [2 i L?), a wielko$ci fizyczne
byly reprezentowane przez te transformacje. Narzedziem matematycznym mechaniki
kwantowej stala si¢ analiza spektralna. To ponowne ozywienie przys$pieszylo opu-
blikowanie przez Aurela Wintera (1903 1958) pierwszej ksiazki [1929b] poswie-
conej teorii spektralnej.

Oryginalne twierdzenie spektralne Hilberta odnosilo si¢ do tych rzeczywistych
form kwadratowych (lub macierzy nieskoficzonych), ktére byly ograniczone i syme-
tryczne. To twierdzenie zostalo szybko i bez trudu rozszerzone (przez Schmidta
1 innych) na ograniczone macierze zespolone A4 = (ay), dla ktérych a; = a;;
takie macierze sg nazwane hermitowskimi na cze$¢ francuskiego matematyka Char-
lesa Hermite’a (1822—1901), ktéry je zdefiniowat (w [1855)) i udowodnil, Ze ich
wartodci wlasne sa rzeczywiste. Zarowno symetryczne, jak i hermitowskie formy
moga by¢ scharakteryzowane w terminach odpowiadajacych iloczynéw skalarnych
warunkiem (A4x, y) = (x, Ay) dla wszystkich x,y. Transformacje hermitowskie
podobnie jak macierze symetryczne maja rzeczywiste spektra i, bardziej ogdlnie,
odgrywaja w algebrze transformacji role rzeczywistej prostej liczbowej.

Cudowny nieomal wydaje si¢ fakt, Z¢ w nowej mechanice jedynie transformacje
hermitowskie nadaja si¢ do przedstawiania wielko$ci ﬁzycznych. Jedna z przyczyn
tego jest, ze wielkosci fizyczne sq mierzone w liczbach rzeczywistych, wigc jest na-
turalne, by je reprezentowaé przez te transformacje, ktére zachowuja si¢ jak liczby
rzeczywiste. Bardziej moze przekonywajacym uzasadnieniem jest nastepujacy fakt:
hipoteza, ze transformacja fizyki matematycznej jest hermitowska, implikuje pewne
podstawowe prawa (badZ postulaty) fizyki. Jedli transformacja A4 jest hermitowska,

to z réwnania falowego @ = AP wynika zachowanie energii, a wigc podstawowe
prawo klasycznej mechaniki. RdwnieZ rozwigzanie réwnania Schrédingera @ = i4®
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ma wowczas stala norme, a to z kolei jest fundamentalnym zaloZeniem mechaniki
kwantowe;j.

Chociaz w nowej mechanice kazda obserwabla byla reprezentowana przez
transformacje hermitowska, to nie kazda taka transformacja przedstawiala obser-
wable. Dirac [1930b] dotaczyt kluczowa hipoteze, Ze transformacja hermitowska
przedstawia obserwable wtedy i tylko wtedy, gdy jej wektory wlasne tworza uklad
(ortogonalny) zupelny: hipoteza ta miala na celu zapewnienie, by kazdy wektor
(odpowiadajacy pewnemu stanowi w mechanice kwantowej) mogt byé przedsta-
wiony jako (byé moze nieskonczona) kombinacja liniowa wektoréw wilasnych
dowolnej obserwabli. Wyznaczanie transformacji o takich wiasnosciach bylo czgscia
teorii spektralnej Hilberta-Schmidta. Ta teoria dala tylko czgSciowa odpowiedz:
hermitowskie transformacje, ktére sg pelociagle, maja zupeine uklady wektoréw
wlasnych. )

To twierdzenie nie dalo zadowalajacego wyjasnienia hipotezy Diraca, gdyz
transformacje mechaniki kwantowej na ogoét nie sa pelnociagle. Wigkszo$¢ waznych
transformacji w fizyce zawiera rozniczkowanie funkcji, powiedzmy w L2 Twier-
dzenie o catlkowaniu przez czgéci pokazuje, Zze rézniczkowanie jest formalnie sy-
metryczne, gdyz w tym przypadku (4f, g) =(f, Ag) - oznacza [f'g = [fg’. Ale
poniewaz w praktyce pochodna funkcji nie ma Zadnego zwiazku z wielkoscia funk-
cji, wiec rozniczkowanie nie jest ani transformacja ciagla, ani ograniczong, ani
nawet nie jest wszedzie okre§lone. Rzeczywiscie, gdyby transformacja hermitowska
symetryczna byla okreSlona wszedzie, to musialaby by¢ ograniczona. Ten zadziwia-
jacy fakt — ktéry méwi, ze kandydat dla twierdzenia spektralnego, ktdry nie jest
ograniczony, nie moze byé wszedzie okreSlony — byl udowodniony juz w [1910b]
przez Hellingera i Toeplitza.

Tak wiec jest wiele transformacji mechaniki kwantowej, ktore chociaz sa hermi-
towskie, to jednak nie spetniaja drugiego zatozenia Hilberta, a mianowicie nie sg
ograniczone. Podobnie jak rézniczkowanie, sg one nieograniczone i okre§lone
jedynie na gestym podzbiorze w L?. Paul Dirac usitowal przezwyciezy¢ to wyjatkowe
zachowanie si¢ rozniczkowania przez wprowadzenie J-funkcji, aby stworzy¢ po-
chodne tam, gdzie nie istnialy, i w ten sposob rozszerzy¢ zbior funkcji, do ktérych
mozna stosowac transformacj¢ rézniczkowania. Podejécie Diraca bylto bardzo przy-
datne do tlumaczenia nowej mechaniki kwantowej, a brak odpowiednich podstaw
matematycznych doprowadzil wreszcie do powstania teorii dystrybucji Laurenta
Schwartza. W 1926 r. sposéb patrzenia Diraca byt raczej alternatywa wobec teorii
spektralnej niz jej rozszerzeniem, i w rzeczywisto$ci nie pomégl w rozciagnieciu
teorii Hilberta na transformacje nieograniczone.

8. John von Neumann. Po pracach Hilberta jedyne powazniejsze studium poswig-
cone transformacjom nieograniczonym [1923] opublikowat Torsten Carleman
(1892-1949) w Szwecji. W swojej monografii Carleman wykazal, ze wiele rezul-
tatéw Fredholma i Hilberta mozna otrzymaé réwniez przy stabszych zatoZeniach
o ograniczonoéci. Jednak z punktu widzenia teorii spektralnej wazniejszy przelom
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nastgpil w latach 1927-1929, kiedy to dwudziestopiecioletni Wegier John von Neu-
mann (1903-1957) zrewolucjonizowal badania teorii spektralnej, wprowadzajac
abstrakcyjne pojecie operatora liniowego w przestrzeni Hilberta. W [1927] von Neu-
mann wyrazit teori¢ transformacji mechaniki kwantowej w terminach operatoréw
w przestrzeni Hilberta i wyraznie uznal potrzebe rozszerzenia teorii spektralnej
operatoréw hermitowskich z przypadku ograniczonego na przypadek nieograni-
czony. W [1929a] przeprowadzit to uogélnienie.

Przed von Neumannem nazwa ,,przestrzei Hilberta” odnosila si¢ gidwnie do
przestrzeni I? (przestrzeni ciagéw sumowalnych z kwadratem), lub do przestrzeni L?
(funkcji catkowalnych w sensie Lebesgue’a w kwadracie). Riesz udowodnit, ze
przestrzen L? jest izomorficzna z [2. Podstawowymi wlasnosciami tych przestrzeni,
szeroko znanymi, byly wlasnosct przestrzeni wektorowej z iloczynem skalarnym,
ktora jest zupetna i o$rodkowa (tzn. ma przeliczalny podzbidr gesty). Pierwszym
krokiem von Neumanna w jego teorii operatoréw liniowych bylo aksjomatyczne
zdefiniowanie (abstrakcyjnej) przestrzeni Hilberta, jako dowolnej oérodkowej
i zupelnej przestrzeni z iloczynem skalarnym. Nastepnie zdefiniowat ogdlny operator
liniowy w abstrakcyjnej przestrzeni Hilberta H jako liniowa transformacje okre-
slona na pewnym podzbiorze przestrzeni H. O podzbiorze tym, nazywanym dzie-
dzing Dy operatora T, na og6l zaklada sie, Ze jest podprzestrzenia liniowa w H,
ktéra, podobnie jak dziedzina operatora rézniczkowania, jest gesta w H. W ten
sposob operatory von Neumanna objely zaréwno macierze, formy kwadratowe
teorii Hilberta, jak i transformacje mechaniki kwantowe;.

Operator liniowy jest ciggly wtedy i tylko wtedy, gdy jest ograniczony, a ogra-
niczony operator liniowy o gestej dziedzinie moze byé jednoznacznie rozszerzony
do ograniczonego operatora liniowego na calej przestrzeni H. Kazdy operator
iniowy T o gestej dziedzinie ma dokladnie jeden operator sprzgzony T* zdefinio-
wany przez relacje

(6) (Tx, y) = (x, T*y)

dla wszystkich x € D; dziedzing T* jest zbidr tych y € H, dla ktérych (6) zachodzi
dla kazdego x. Operator T jest nazywany samosprzezonym, jeSli T = T*, i syme-
trycznym, jeSli T* jest rozszerzeniem 7, lub réwnowaznie, jesli (Tx, y) = (x, Ty)
dla x, ye Dy. (W pracach von Neumanna samosprzezone operatory nazwane
byty hipermaksymalnymi.)

Kazdy operator samosprzg¢zony jest oczywiscie symetryczny, a kazdy operator
symetryczny, ktory jest wszedzie okreslony, musi by¢ samosprzg¢zony. Tak wigc,
dla operatoréw ograniczonych (ktore sa badz to wszedzie okreSlone, badZ moga
byé do takich rozszerzone) pojecia symetryczny i samosprzezony pokrywaja sie.
Twierdzenie Hellingera-Toeplitza, cytowane powyzej w punkcie 7, moze byé roz-
szerzone na operatory von Neumanna. Twierdzenie to wykazuje, Ze kazdy operator
symetryczny, ktdry jest wszedzie okreSlony, musi by¢ ograniczony. Ten rezultat
jest blisko zwigzany z bardziej ogdélnym twierdzeniem, ktdre zawdzigczamy- Stefa-
nowi Banachowi (1892-1945), a ktdre jest obecnie powszechnie znane jako twier-
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dzenie o domknigtym wykresie [1932b]. Tak wigc w teorii von Neumanna wystepuja
dokladnie trzy typy operatoréw symetrycznych:
I. operatory ograniczone, samosprz¢zone, wszedzie okreslone;

II. operatory nieograniczone, samosprz¢zone, okreSlone na zbiorze gestym,
lecz nie wszedzie;

III. operatory nieograniczone, niesamosprzgzone, okreslone na zbiorze ge-
stym, lecz nie wszedzie.

Oryginalna teoria Hilberta stosowala sie do operatoréw typu I, natomiast-
teoria spektralna von Neumanna obejmowala réwniez operatory typu II, gdyz
odnosita si¢ ona do operatoréw samosprzezonych. Ta teoria, zapoczatkowana przez
von Neumanna, zostala rozwinigta przez Riesza [1930c] oraz, bardziej obszernie,
przez Marshalla H. Stone’a (1903-) w Yale University. Stone wylozyt ja dro-
biazgowo w [1932a]. W latach 1927-1932 polaczone (chociaz w znacznej czgsci
niezalezne) wysitki von Neumanna i Stone’a daly najwigkszy zestaw nowych
metod teorii spektralnej od czaséw pigcioletniego trudu Hilberta w latach 1901-1906.

9. Spektralna teoria von Neumanna—-Stone’a. Glowne twiecdzenie spektralne
Hilberta méwi, ze kazda symetryczna transformacja liniowa 7" moze byé zapisana

W postaci
DaP,+ [1dE,.

o(T) s(T)
Przez zapisanie pierwszej sumy w postaci calki typu Stieltjesa i polaczenie jej
z drugg catka mozemy wyrazi¢ twierdzenie spektralne Hilberta w zwigzlej formie

M T= [ idE,,
o(T)
gdzie calkujemy po catym (ograniczonym) spektrum transformacji T. Operatory E;
s3 rzutami o nastepujacych wilasno$ciach: '
@) Jesli 2 < u, obraz E; jest zawarty w obrazie E,;
(ii) Jesli e >0, E,;,,—E,, gdy ¢—0;
(iii) E,—0, gdy A — —o0;
(iv) E,—1I gdy A— +ooc.

Stone nazwal taka rodzing operatoréw rozkltadem identycznosci; w bardziej
intuicyjnym jezyku, wlasnosci (i)—(iv) odpowiadaja zadaniom, by funkcja A —E,
byla niemalejaca, prawostronnie ciagta, z 0 i I jako warto§ciami ograniczajgcymi
odpowiednio z lewej i z prawej strony.

Uogdlnienie przez von Neumanna i Stone’a twierdzenia spektralnego dla ope-
ratorow samosprzezonych z przypadku ograniczonego na nieograniczony odpo-
wiada rozszerzeniu (7) ze spektrum ¢(7’) ograniczonego na nieograniczone. Moéwi
ono, ze kazdemu samosprzezonemu operatorowi 7' odpowiada dokladnie jeden
rozklad identycznosci {E;} taki, ze zachodzi (7).
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Pomimo sily tego twierdzenia, wiele sposrdd operatoréw rézniczkowych nie jest
nim objetych, gdyz rzadko sa one samosprz¢zone. Na przyklad, aby uczynié ope-
rator D = dfdt symetrycznym na zbiorze gestym 4 w przestrzeni Hilberta L2(0, 1),
powinni$my wzia¢ za 4 podzbidr ztozony z tych ciagtych funkcji rézniczkowalnych f,
ktdére spelniaja warunek f(0) = f(1) =0 (aby réwno$¢ (Df, g) = (f, Dg) wynikala
z catkowania przez czeSci). Jednak dziedzina D jest zbyt mata, by D byt samosprze-
zony, gdyz kazda w sposob ciagly rézniczkowalna funkcja z L? nalezy do dziedziny
operatora D*. Aby uczyni¢ D samosprzgzonym, musielibySmy odpowiednio po-
wigkszy¢ jego dziedzing, ryzykujac w ten sposéb utrate symetryczno$ci. Kazdy
operator symetryczny typu 11l ma t¢ wade: jego dziedzina jest mniejsza od dziedziny
operatora do niego sprzezonego. Co wigcej, korygowanie tej wady przez rozsze-
rzenie dziedziny czgs:o jest fatalne w skutkach, gdyz operator o rozszerzonej dzie-
dzinie moze juz nie by¢ symetryczny.

Aby stosowac twierdzenie spektralne do operatoréw symetrycznych, von Neu-
mann musial wiedzieé, ktdre typy operatoréw symetrycznych dopuszczajg roz-
szerzenie samosprzezone. On (w [1929a]) i Wintner (w [1929b]) okreslili szeroka
klas¢ takich operatorow, mianowicie operatory zwane polograniczonymi. Sa to
takie operatory, dla ktérych istnieje stala dodatnia M spelniajaca

(Tx, x) < M-|x|l dla wszystkich x € Dy
lub
—M|x|| < (Tx, x) dla wszystkich x e D,.

Najlepsze wypowiedzenie tego rezultatu zawdzigczamy Stone’owi [1932a] i Kur-
towi O. Friedrichsowi [1934]: kazdy pélograniczony operator symetryczny moze
by¢ rozszerzony do pdlograniczonego operatora samosprzezonego z tym samym
kresem. Podczas gdy teoria spektralna von Neumanna-Stone’a (a réwniez Hil-
berta) ogniskowala si¢ na operatorach z rzeczywistym spektrum, to twierdzenie
spektralne stosuje si¢, przynajmniej w dwdch przypadkach, do operatoréw z bar-
dziej ogdélnym spektrum. Najprostszy przypadek dotyczy operatoréw izometry-
cznych, to znaczy takich, ktére nie zmieniajg iloczynu skalarnego w H; z tej defi-
nicji natychmiast wynika, Ze spektrum operatora izometrycznego jest podzbiorem
okregu jednostkowego. Operator izometryczny, ktéry odwzorowuje H na H na-
zywamy unitarnym. Jest on scharakteryzowany przez fakt, ze operator do niego
sprz¢zony jest zarazem odwrotny (tzn. TT* = T*T = I). Operatory unitarne
byly po raz pierwszy badane w [1909c] przez Isaaca Schura, a wprowadzit je Leon
Autonne w [1902]. W [1929a] von Neumann wykorzystal transformacje Cayleya

C: T—(T—il)(T+il)-*
dla przeksztalcenia operatora symetrycznego T w operator izometryczny C(T);
udowodnit on réwniez, ze T jest samosprzgZony wtedy i tylko wtedy, gdy C(T)
jest unitarny. Tak wigc teoria spektralna operatoréw unitarnych wynika z teorii

spektralnej operatoréw samosprzgzonych przez uzycie calkl spektralnej na okregu
zamiast na prostej rzeczywistej.

5 — Roczniki PTM. — Wiadomosci Matematyczne XIX
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Kazdy ograniczony operator liniowy T moze by¢ zapisany w formie ,karte-
zjaniskiej” T = A-+iB, gdzie A i B sg ograniczone i samosprzgZzone; istotnie, wystarczy

przyjac
1 ) 1
A =—(T+T*%), B=—0o(~T—-T%).
2 2i

Wydawaloby si¢ wigc, Zze twierdzenie spektralne moze by¢ rozszerzone na wszystkie
ograniczone operatory liniowe przez uzycie podanego wyzej rozkladu. Jednak
pewne szczegoly takiego rozszerzenia wymagaja, by AB = BA (lub odpowiednio
TT* = T*T). Tak wigc uogodlnienie to stosuje si¢ jedynie do operatoréw, ktore
komutujg ze swoimi sprzgZeniami. Operatory takie nazwamy normalnymi, zgodnie
z pracg Teoplitza [1918a). Toeplitz rozszerzyt twierdzenie spektralne Hilberta do
pelnociaglych normalnych form kwadratowych, udowadniajac, ze forma taka jest
unitarnie réwnowazna z forma diagonalna. Ogélniej, rozklad spektralny

T= [ 1dE,
o(T)

rozszerza si¢ rOowniez na ograniczone operatory normalne. Wowczas catkujemy
po spektrum operatora 7, ktdére jest zwartym podzbiorem plaszczyzny zespolonej,
zawartym w dysku o promieniu ||7]. Von Neumann [1930a] i Stone [1932a] roz-
szerzyli zaréwno definicje, jak i teorig spektralng operatoréw normalnych réwniez
na przypadek nieograniczony.

OdeszliSmy bardzo daleko od twierdzenia o osiach giéwnych. Twierdzenia
spektralne von Neumanna i Stone’a dotycza w wigkszej mierze analizy niz geo-
metrii. Geometryczna treScia twierdzenia spektralnego dla przestrzeni skonczenie
wymiarowej jest fakt, Ze cala przestrzen moZna przedstawi¢ jako sume prosta
podprzestrzeni, na ktérych dane przeksztalcenie dziala jak zwykle mnozenie. Twier-
dzenie takie w odniesieniu do przestrzeni nieskonczenie wymiarowych staje si¢
falszywe z chwilag pojawienia si¢ spektrum cigglego. W pracy napisanej w 1938 r.,
lecz opublikowanej dopiero w [1949a], von Neumann wskrzesil geometryczne
twierdzenie spektralne przez zdefiniowanie calki prostej przestrzeni Hilberta (w $ci-
slej analogii do sumy prostej). Nastgpnie wykazal, ze dzialanie operatora samo-
sprzezonego na dowolnej przestrzeni Hilberta moze by¢ przedstawione jako skumu-
lowany wynik zwyklych mnozen w pewnych podprzestrzeniach, ktérych catka
prosta jest (unitarnie réwnowazna z) wyjSciowa przestrzenia.

10. Twierdzenie Gelfanda-Naimarka. Zbior wszystkich operatorow na prze-
strzeni Hilberta tworzy pierScien; pierScienie takie (z réZnymi topologiami) byly
szeroko badane przez von Neumanna i Francisa J. Murraya w [1936a], [1937a]
i [1940a). W tym samym okresie, w latach 1936-1940, S. W. P. Steen opublikowat
w Anglii seri¢ pigciu artykuléw ([1936b], [1937b], [1938a], [1939], [1940b]) poswig-
conych aksjomatycznej teorii operatoréw. Ale pracami, ktére daly najbardziej
doniosty wglad w twierdzenie spektralne, byly [1941a], [1941b] i [1943] opubliko-
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wane w ZSRR przez Israita M. Gelfanda, Marka A. Naimarka i Georgia E. Szylowa.
Gelfand i jego koledzy stworzyli teorig piercieni unormowanych, ktéra nie tylko
obejmowala duza czg$¢ wynikéw von Neumanna, Murraya i Steena dotyczacych
pier§cieni i operatoréw, lecz réwniez data wspaniala podstawe ogélng do badania
transformacji Fouriera i analizy harmonicznej. ZbliZone badania byly prowadzone
w Stanach Zjednoczonych przez Stone’a ([1940c], [1941c]) i Shizuo Kakutaniego
[1940d].

Pierscieniec unormowane byly po raz pierwszy wprowadzone [1936¢c] przez
Japonskiego matematyka Mitio Nagumo, ktory nazwat je ,,liniowymi pier§cieniami
metrycznymi”. W [1946] Charles E. Rickart nazwal unormowane piericienie Gel-
fanda ,,algebrami Banacha” dla uniknigcia nieporozumien wynikajacych z alge-
braicznego znaczenia stowa ,,pierécien”; w rezultacie matematycy radzieccy wcigz
uzywaja pierwszej nazwy, podczas gdy Amerykanie stosuja druga. Lecz niezaleznie
od nazwy, wlasnoSci algebry Banacha sg nastgpujace: jest to zupeina, unormowana
algebra (nad cialem liczb zespolonych C) spelniajaca multyplikatywna nieréwnosé
tréjkata ||x||-llyll < lix-yll. Bedziemy zakladaé, Zze kazda algebra Banacha zawiera
element jednostkowy e, gdzie fle]] = 1. Zbiér wszystkich ograniczonych operatoréw
liniowych w przestrzeni Hilberta jest algebra Banacha, podobnie jak zbiér wszystkich
ciqglych funkcji zespolonych na zwartej przestrzeni topologicznej X z porma

I = sup{If()|: x e X)}.

Zwigzek pomigdzy tymi dwoma przykladami wyjasnia ta cze$¢ teorii algebr Banacha,
ktora zalicza si¢ do teorii spektralne;j.

Teoria Gelfanda przemiennych algebr Banacha opiera si¢ na trzech podstawo-
wych pojeciach: homomorfizmu, ideatéw maksymalnychi spektrum. Homomorfizmem
przemiennej algebry Banacha B jest niezerowy, multyplikatywny funkcjonat linio-
wy, jadrem jego jest ideal, ktdry jest maksymalny, gdyz nie zawiera si¢ w zadnym
wigkszym wiasciwym ideale. Co wigcej, kazdy ideal maksymalny 7 jest jadrem pew-
nego homomorfizmu, gdyz w naszym przypadku algebra ilorazowa B/l jest cialem
liczb zespolonych C (zgodnie z rezultatem ogloszonym przez Stanistawa Mazura
(1905-) [1938b] i udowodnionym przez Gelfanda [1941a]), a wiec odwzoro-
wanie zlozone B—B/I-—+C jest homomorfizmem algebry Banacha B z jadrem 1.
Zbiér My tych homomorfizméw (lub réwnowaznie, ideatéw maksymalnych) algebry
Banacha B jest wyposazony w najstabsza topologie, w ktdérej wszystkie funkcje
x: h— h(x) sa ciagle dla wszystkich x € B. Wowczas M, jest zwartg przestrzenig topo-
logicznag Hausdorffa, a kazdy element x algebry Banacha B jest reprezentowany
w C(Mjy) przez ,transformacje Gelfanda” x; C(Mp) jest algebra Banacha zespo-
lonych funkcji ciaglych na M.

W Scistej analogii do teorii spektralnej dla operatoréw w przestrzeni Hilberta,
Gelfand zdefiniowat spektrum o(x) elementu x € B jako zbiér liczb zespolonych 2,
dla ktdérych element x—JAe nie ma odwrotnego. Zbidr o(x) jest zwarty, niepusty
oraz zawiera si¢ w dysku o promieniu ||x]. Co wigcej, okazuje sig, ze o(x) jest do-
ktadnie réwny obrazowi transformacji Gelfanda x:
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o(x) = |h(x)| he Myg}.

Z tego powodu przestrzen M, idealdéw maksymalnych czgsto jest nazywana spek-
trum algebry Banacha B.

Jesli B jest algebrg generowana przez jeden element x (na przyklad pewien ope-
rator w H), wéwczas spektrum algebry B jest odwzorowywane za pomocg X ho-
meomorficznie na spektrum x.

W [1943] Gelfand i Naimark udowodnili, ze przemienna algebra Banacha
C(My) jest scharakteryzowana przez istnienie inwolucji, to znaczy operacji zespo-.
lonego sprzggania f—f. Dokladniej: wykazali oni, ze dowolna przemienna algebra
Banacha z inwolucja (nazywana B*-algebra) jest izometrycznie izomorficzna z al-
gebra C(Mjp) dla pewnej algebry Banacha B. W szczegdlnoSci przemienna B*-al-
gebra B(T) generowana przez zadany ograniczony operator normalny T jest izo-
morficzna z algebra C(a(T))~ ztozona ze wszystkich funkcji ciagtych na (7)), spek-
trum algebry B(T); zakladamy, ze T jest normalny, aby zadanie inwolucji 7 — T*
nie zniszczylo przemiennosci algebry B(T).

Znaczenie twierdzenia Gelfanda-Naimarka dla teorii spektralnej jest nastgpu-
jace: twierdzenie spektralne dla ograniczonego operatora normalnego T moze by¢
otrzymane poprzez izomorfizm miedzy B(T) a C(o(T)) z odpowiedniego twierdze-
nia dotyczacego ciaglych funkcji zespolonych na o(T). Twierdzenie to méwi, ze
kazda funkcja f ciagta na o(T) (w szczeg6lnosci funkcja identyczno$ciowa f(1) = 4)
moze byé aproksymowana w sposOb ciagly przez mierzalne funkcje schodkowe
postaci ) f(A)X ap gdzie X 4 jest funkcja charakterystyczna mierzalnego zbioru A,
Przeniesienie tego twierdzenia na algebr¢ B(T) (dla szczegdlnego przypadku
f(%) = ) daje spektralne rozwinigcie operatora normalnego 7

T = fAdE;..

Wyrazajac to stowami, a nie za pomoca symboli, mozemy powiedzieé, ze twierdze-
nie o aproksymacji pokazuje, Zze funkcja ciagla moze by¢ przyblizona liniowymi
kombinacjami funkcji charakterystycznych; twierdzenie spektralne méwi za$, Ze
ograniczone operatory normalne moga by¢ przyblizone kombinacjami liniowymi
rzutowan. Tak wiec teoria Gelfanda algebr Banacha wykazala, ze twierdzenie
spektralne jest w zasadniczym sensie rownowazne z najbardziej elementarnym
faktem z teorii funkcji.

W rzeczywisto$ci teoria Gelfanda prowadzi do duzo mocniejszego twierdzenia
niz to, o ktérym byla mowa. Przez przeniesienie twierdzenia o aproksymacji dla
dowolnej funkcji f otrzymujemy rozwinigcie spektralne postaci

AT) = [f(WdE;.

Wzér ten byl poczatkowo wprowadzony przez von Neumanna i Stone’a jako pod-
stawa ich ,,rachunku operatorowego”. Zwiazane z tym ogélne twierdzenie spek-
tralne, ktére réwniez zawdzigczamy von Neumannowi [1930a], moze by¢ wywnios-
* kowane z izomorfizmu Gelfanda-Naimarka: dowolna komutujaca rodzina ogra-
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niczonych operator6w normalnych ma jednoczesng diagonalizacje — to znaczy,
istnieje jeden rozklad identycznosci, ktéry jednocze$nie reprezentuje wszystkie
operatory rodziny za pomoca catki f Sf(ACE, dla réznych funkcji f.

11. Watki nie oméwione. Na tym koficzymy opowies$¢ o twierdzeniu spektralnym.
Nasze historyczne spojrzenie bylo celowo waskie, zogniskowane przez caly czas
na ewolucji jednego twierdzenia i tylko czasami rzucaliSmy $wiatfo na niektére
sposréd wielu fascynujacych zastosowan i uogélnien podstawowej teorii. Na przy-
klad, teori¢ spektralng dla przestrzeni bez iloczynu skalarnego mozna odnalezé -
juz u Riesza [1918b] i T. H. Hildebrandta [1931], podczas gdy poczatki teorii spek-
tralnej dla operatoréw rézniczkowych sa zawarte w pracy [1908c] George’a D. Birk-
hoffa; W czasie préby matematycznego zanalizowania widma $wiatla bialego
Norbert Wiener w [1928b] i [1930d] rozwinal teorig¢ analizy spektralnej dla funkcji,
a w dwadzie$cia lat pézniej Arne Beurling [1949b] rozpoczal uzupelniajgce badania
syntezy spektralnej; i w [1942] Edgar R. Lorch, kontynuujac prace¢ rozpoczeta
w [1913a] przez F. Riesza, badal zbiory spektralne na plaszczyZnie za pomoca
calek krzywoliniowych.

Gdyby$Smy zatrzymywali si¢ przy kazdym takim odgal¢zieniu, to nasze drzewo
ewolucyjne (rys. 1) wygladaloby jak las. Rzeczywiscie, Nelson Dunford i Jacob
Schwartz potrzebowali nieomal 3000 stron dla przegladu teorii spektralnej ([1958a],
[1963], [1971]). Tak wiec kazdego, kto ma ochotg obejrze¢ owoce teorii spektralnej,
zapraszamy do przeczytania tej monografii badz jednego sposréd wielu skromniej-
szych opracowan tej tematyki ([1951], [1953], [1958b], [1962]). W ten spos6b zakon-
czyliSmy nasz opis zrodet i giéwnego nurtu teorii spektralnej.
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