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ZoriA KryGowska (Krakow)

Wspélczesne tendencje w nauczaniu geometrii*

1. Dyskusja na temat roli i miejsca geometrii w nauczaniu matematyki osig-
gnela juz taki etap, ze nasuwa si¢ potrzeba dokonania jakiej§ cholby wstepnej
analizy poréwnawczej réznych tendencji w tym zakresie. Artykul méj po§wigcam
probie takiej analizy. Chodzi raczej o syntetyczne zarysowanie najwazniejszych
tendencji, a nie o szczegélowe referowanie programéw nauczania.

2. Elementarna geometria Euklidesowa a matematyka wspolczesna

Na pytanie, jakie jest miejsce geometrii w matematyce wspodiczesnej, H. Freu-
denthal odpowiada: ,,W systemie matematyki opartym na koncepcji Bourbaki
geometrii nie ma. W czasopismach pos$wigconych informacji naukowej to, co sig
‘nazywa geometria, zajmuje zaledwie 5°/, objetosci. W programach uniwersyteckich
geometria jest zaledwie wspomniana, a uczeni, ktérzy mogliby si¢ nazwaé geome-
trami, nie czynig tego, gdyz to stowo brzmi staromodnie” ([16], s. 20).

Bourbaki przedstawia jasno przyczyny tej formalnej nieobecnoSci geometrii
klasycznej w catym systemie wspolczesnej matematyki, stwierdzajac, Zze chociaz
ta geometria odegrala bardzo wazna rolg w rozwoju matematyki, to jednakze
dzisiaj ,,dla zawodowego matematyka ta kopalnia zostata juz wyczerpana, poniewaz
nie istnieja W niej nowe problemy dotyczace struktur, ktére moglyby znalezé swe
odbicie w innych dziatach matematyki” ([7], s. 142). Oczywiscie nadal prowadzi
si¢ badania dotyczace podstaw geometrii i wiele jest réznych zagadnief geometrii
klasycznej, ktére nie zostaly jeszcze rozwiazane, i ktérymi, jak pisze Bourbaki,
zajmujg si¢ ,,z zadowoleniem liczni amatorzy (geometria tréjkata, czworoscianu,
krzywych i powierzchni algebraicznych niskiego stopnia itp.)” ([7], s. 142), ale to
wszystko nie miesci sig w gtéwnym nurcie rozwoju wsp6lczesnej matematyki.

* Jest to polska wersja artykutu opublikowanego (w jezyku francuskim i angielskim) w to-
mie III wydawnictwa UNESCO Nouwvelles tendences de [enseignement de la mathématique, Paryz
1972, s. 25-39; polska wersja rozni si¢ w szczegOlach od oryginalnej (przyp. red.).
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3. Jezyk i intuicja geometryczna

Historyczne znaczenie geometrii klasycznej wyraia si¢ w fakcie, ze byla ona
jednym ze zrodel wielkich struktur algebraicznych i topologicznych, ktére dzisiaj
uwazane sg za podstawowe dla calej matematyki; geometria klasyczna, cho¢ prze-
stala by¢ nauka autonomiczna i 2ywa, przeksztalcila si¢ w ten sposéb w powszechny
jezyk wspélczesnej matematyki o bardzo wielkiej gigtkosci i uzytecznosei ([7], s. 145).

Racje tej wszechobecnosci jezyka geometrycznego w matematyce dzisiejszej
nie sprowadzaja si¢, wedlug H. Freudenthala, tylko do tradycji historycznej, gdyz
»stowa odpowiadajg pojeciom. Geometryczna terminologia wspélczesnej algebry
i analizy wskazuje na przesiakni¢cie calej matematyki intuicja geometryczng”.
,,Dlaczego jednak intuicja geometryczna, chociaz sig czgsto mowi, Ze jest ona juz
martwa, nadal pozostaje jeszcze zywotna, nawet w tych dziedzinach, ktére po-
zornie nie maja nic wspélnego z geometria? Oczywiscie dlatego, ze intuicja geome-
tryczna moze nam wskazywaé to, co jest wazne, interesujace i dostgpne, ubezpie-
czajac nas przed bladzeniem w ogromnej przestrzeni probleméw, idei i metod”
([16], s. 209). -

Trzeba jednak podkresli¢, ze w tym znaczeniu intuicja geometryczna nie spro-
wadza si¢ do geometrycznej wizji przestrzeni fizycznej. Wzajemne oddziatywanie
formalizmu i naiwnych pierwszych intuicji, ktérych Zrédlem jest ta wizja, prowadzi
do intuicji bardziej subtelnych nazywanych przez Bouliganda ,,intuicjami prze-
dhluzonymi”, a przez Kleina ,intuicjami wyrafinowanymi”. Uderzajacy przyktad
podat P. S. Aleksandrow, ktory zilustrowal t¢ gre formalizmu i intuicji geometry-
cznej w badaniach prowadzonych w dziedzinie topologii ogdlnej i teorii zbiorow
w pierwszej polowie naszego wieku. Te badania uwypuklity — jak pisze Aleksan-
drow — co$ zupelnie nowego: zobaczono twory geometryczne rézne od tych,
ktére poznano w klasycznych rozdzialach geometrii, ale dostgpne wyobrazni geo-
metrycznej. Z drugiej strony, ujeto strukturg¢ geometryczng pewnych najogélniej-
szych funkcji mierzalnych. P. A. Aleksandrow podkresla charakter szczeglnie
konkretny, intuicvjny tych prac, ktére nie przyniosty abstrakcji i schematyzmu,
lecz bezposrednie ,,widzenie” bardzo ogdlnych i istotnie waznych konstrukcji
matematycznych. W ten sposob okazato sig, Ze granice pomigdzy tym, co w mate-
matyce uwaza si¢ za intuicyjne, moga by¢ posunigte bardzo daleko. Na przykiad
,topologia kontinuéw rozszerzyla i wzbogacita nasza intuicj¢ geometryczna”
([1], s. 176). Takie pojecia, jak retrakt, homotopia, grupa podstawowa itp., mimo
ich wspolczesnych aspektéw algebraicznych, powstaly i rozwijaly si¢ na podstawie
intuicji geometrycznych.

Ujawnienie tego stalego wzajemnego oddzialywania formalizacji i intuicyjnych
motywacji geometrycznych — rozumianych tak szeroko — moze wyeliminowac
nieporozumienia dotyczace samego charakteru tych intuicji. Mozna powiedziec,
7e tam, gdzie do pracy matematyka wiaczaja si¢ obrazy, schematy przypominajace
struktury przestrzenne, mozna mdéwi¢ o intuicji geometrycznej. Obrazy towarzy-
szgce tworczosci matematycznej moga by¢, jak to mowi A. Revuz, blizsze obrazom
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Picassa niz rysunkom wykonywanym za pomoca mechanicznych narzedzi. ,,Te
obrazy odgrywaja raczej role wskaznikéw mozliwosci dziatania niz przypomnie-
nia rzeczy konkretnych, a geometria nie jest ich jedynym Zrddtem™ ([29], s. 52).
Nie mozna jednak zaprzeczy¢ istnieniu tego Zrédla przediuzania i wysubtelniania
intuicji matematycznych.

Oswietlenie drogi, ktora prowadzi ucznia od konkretnej aktywnos$ci w prze-
strzeni poprzez pierwsze schematy, rysunki i modele na wyZzszy poziom intuicji
geometrycznej, jest waznym zagadnieniem pedagogicznym. Taka droga istnieje
i jednym z zadan nauczania geometrii jest przedtuzenie i wysubtelnienie pierwotnej
intuicji przestrzennej ucznidw w taki sposéb, by stata si¢ ona pozyteoznym narze-
dziem ich matematycznego myslenia.

4. Czym jest elementarna geometria euklidesowa?

Wedtug wspolczesnej definicji strukturalnej elementarna geometria euklidesowa
jest teorig przestrzeni afinicznej zwigzanej z liniowa przestrzenig skoficzenie wymia-
rowa nad cialem liczb rzeczywistych, w ktérej wyrdzniono forme¢ dwuliniows,
symetryczng, dodatnio okre$long. Jako podstawe nauczania mozna jednak uzyé
1 faktycznie si¢ uzywa innych aksjomatycznych modeli elementarnej geometrii
euklidesowej: szczegblna przestrzen metryczna w znaczeniu topologicznym, teoria
oparta na afinicznych aksjomatach w dalszym ciggu uzupelnionych aksjomatami
metrycznymi, okreSlajacymi na przyktad grupg podobienstw, teoria przestrzeni
scharakteryzowanej przez grupy jej automorfizméw zdefiniowanych aksjomatycznie,
przestrzen kartezjanska, itd, ([2], [3], [4], [5], [11], [12], [26], [32)]).

Wszystkie te ujecia geometrii istotnie réznig si¢ od ujecia klasycznego, gdyz
umieszczaja geometri¢ elementarna w $wiecie podstawowych struktur 'Wspélcze-
snej matematyki i traktujg geometrig jako teorig przestrzeni o pewnej podstawowe;,
aksjomatycznie zdefiniowanej strukturze. Wiele nieporozumied wynika — jak
powiedziat P. Kelly w czasie konferencji w Carbondale — z ,,mylnego rozumienia
geometrii opartego na identyfikacji geometrii z klasycznym programem nauczanym
tradycyjnie w szkole. Geometria nowoczesna moze i powinna — wedtug P. Kelly —
wprowadzi¢ mysl ucznidw w bardzo szeroki zakres nowych pojeé, rozwijaé ich
wyobraznig, otwiera¢ przed nimi nowe matematyczne perspektywy. W tym znacze-
niu topologia i przeksztalcenia moga odnowié geometri¢ w nauczaniu w tym
samy stopniu, co algebra” ([21], s. 480).

Nowoczesne nauczanie matematyki nie eliminuje przeto geometrii elementar-
nej; przeciwnie, ta geometria moze by¢ bogatsza dzigki nowemu spojrzeniu. Znane
hasto ,,precz z Euklidesem” dotyczy tylko przestarzalego ujecia geometrii eukli-
desowe;j. )

Te mozliwosci scharakteryzowano w zaleceniach poprzednio wspomnianej
konferencji w Carbondale, jak nastgpuje:

»(1) Geometria rozwingla si¢ jako wazZny §rodek rozumienia i pojeciowego
organizowania zjawisk przestrzennych. Znajduje ona szerokie i rézne zastosowania
w zyciu codziennym, zaréwno w formie wysoko zmatematyzowanej, jak i w innych
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formach. Pojecia geometryczne w ich aspektach estetycznych przeniknely takie
do innych galezi matematyki i wzbogacily je. Bogactwo geometrii wynikajace
z ogromnej roznorodnosci jej poje¢ i probleméw powinno byé nalezycie wykorzy-
stane dla przygotowania ucznia do innych galezi matematyki, ktdre si¢ rozwinely,
czy tez jako poteZne narzgdzia badania przestrzeni (algebra liniowa, teoria grup
itd.), czy jako odpowiedzi na pytania, ktére mogly by¢ wyrazane w prosty sposéb
w jezyku geometrycznym, a ktére nie mogly byé rozwigzane — przynajmniej
w prosty sposéb — w zakresie samej geometrii (topologia, teoria miary itd.).

(2) Geometria powinna odegraé rol¢ we wprowadzeniu idei i konstrukcji modeli
pojeciowych. Ponadto nauczanie geometrii powinno uwzgledniaé oczywiste fakty
psychologii rozwojowej; mozna to nauczanie zaczynaé bardzo wczesnie z uzyciem
konkretnego materialu w konkretnych sytuacjach; struktur dedukcyjnych nie nalezy
narzuca¢ autorytatywnie z punktu widzenia z géry ustalonego systemu, powinny
by¢ one natomiast dostosowane do tego, jakie sa mozliwosci dzieci abstrahowania
tych struktur przez analiz¢ odpowiednich sytuacji. To zalezy za$ zaréwno od doj-
rzalosci i zdolnosci uczniéw, jak tez od miejsca przydzielonego geometrii w naucza-
niu i od stopnia, w jakim ona jest organizowana dedukcyjnie i aksjomatycznie.
Grupy, jako istotny element organizacji i klasyfikacji, powinny byé szeroko stoso-
wane. Jezeli chodzi o zagadnienie, jakie dzialy geometrii powinny by¢ przedmiotem
nauczania, to trzeba si¢ wyzwoli¢ od tradycyjnej wizji geometrii i uwzgledniaé
szeroko tematy i aspekty, ktére poprzednio nie byly traktowane z nalezyta uwaga,
np. struktura incydencji, wypukio$é, przeksztalcenia, metryka, pojecia topolo-
giczne, porzadek, orientacja itd.

(3) Geometrii nie nalezy traktowal jako wylacznej podstawy do nauczania
logiki — prowadziloby to do zdeformowanego obrazu obu tych przedmiotéw.
Rozwdj poprawnego myslenia matematycznego powinien by¢ celem kazdej aktyw-
nosci ucznia — zaréwno wtedy, gdy wysnuwa on wnioski na drodze nieformalnej,
jak 1 wtedy, gdy rozumuje formalnie. Stopienn §cisto$ci w nauczaniu matematyki
moze si¢ zmienia¢ w zalezno$ci od okolicznosci, ale nie moze to by¢ nigdy uspra-
wiedliwieniem dla przekazywania uczniom informacji blednej czy niejasnej”
([34], s. 286).

5. Sytuacja, model, teoria

Na pytanie: ,,Czy ma dzi§ sens uznawac, ze istnieje dzial matematyki, wzgled-
nie niezalezny, ktéry si¢ nazywa geometriag?”’ A. Revuz odpowiada: ,,Jako mate-
matyk dam z pewnoécia odpowiedZ — nie, ale na pytanie, czy powinno si¢ uczyé
geometrii? — odpowiem: tak” ({29], s. 18).

Wyjadniajac t¢ pozorng sprzeczno$é, A. Revuz wyodrebnia trzy réine pojecia:
sytuacja, model, teoria.

Sytuacja jest wyizolowanym w toku badania fragmentem rzeczywistosci, model
jest schematem sytuacji wyrazonym w jezyku matematycznym, badanie struktury
modelu prowadzi do konstrukcji abstrakcyjnej teorii matematycznej.
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Ta sama sytuacja moze si¢ odbija¢ w réznych modelach i w réznych teoriach,
ta sama teoria i ten sam model moga by¢ wyabstrahowane z réznych sytuacji.

Mowiac o geometrii, trzeba doktadnie sprecyzowaé, co si¢ ma na mysli — czy
sytuacj¢ postrzegana w przestrzeni, czy model tej sytuacji, czy tez teorie.

Wiele waznych teorii matematycznych wyabstrahowano z modeli geometry-
cznych: algebra liniowa, przestrzenie Hilberta, topologia, teoria miary, teoria
grup, teoria krat, geometria rézniczkowa, geometria algebraiczna. Kazda z tych
teorii ma swoje aspekty geometryczne, ale zadna nie wyczerpuje si¢ w tych aspe-
ktach. Dlatego przymiotnik ,,geometryczny” powinien by¢ — wedlug A. Revuza —
stosowany raczej do sytuacji i modeli niz do teorii [29].

Racjonalne uZzywanie pojeé: sytuacja, model, teoria, w toku badan w zakresie
dydaktyki matematyki w ogdélnosci, a geometrii w szczegdlnosci, pozwolitoby moze
unikngé wielu nieporozumien i dyskusji ozywionych, ale jalowych. Geometria
moze by€ i jest w rzeczywistosci przedmiotem nauczania zaréwno na poziomie mo-
delu, jak i na poziomie teorii.

Pomieszanie tych dwdch koncepcji, ktdre zreszta moga byé zrealizowane w na-
uczaniu jako etapy po sobie nastgpujace czy przeplatajace si¢, prowadzi do szko-
dliwych nieporozumien.

6. Cele nauczania geometrii

Nowoczesne nauczanie powinno wlaczy¢ gleboko geometrig w strukture catej
matematyki elementarnej. Z tego powodu ogélne cele nauczania matematyki sg
takZze celami nauczania geometrii.

W ramach teorii twory omawiane w geometrii nie roZnig si¢ zasadniczo swg
strukturg matematyczng od innych obiektéw matematyki elementarnej: to sg takze
zbiory, przeksztalcenia, grupy, relacje porzadkujace, réwnowaznosci itd. Z punktu
widzenia formalnego rozumowanie w geometrii elementranej nie rézni si¢ od ro-
zumowania matematycznego w ogéle, stosuje si¢ i tu, i tam te¢ samg logike.

Nie mozna jednak poming¢ milczeniem pewnych cech szczegblnych i pewnych
czynnikéw psychologicznych charakterystycznych dla podejscia geometrycznego,
prowadzacego do struktur matematycznych. Te cechy szczegdlne wychodzg na jaw
przy omawianiu specyficznych celéw nauczania geometrii.

6.1. Naiwna matematyzacja przestrzeni fizycznej i bezposrednie jej zastosowania.
Elementarna geometria euklidesowa rozwingla si¢ w trakcie konkretnej i pojecio-
wej organizacji przestrzeni fizycznej. Ta lokalna organizacja ma jeszcze ciggle
znaczenie w codziennej aktywnosci czlowieka. Uczen spotyka na kazdym kroku
konkretne przedmioty, konkretne stosunki, konkretne przeksztatcenia, ktére moga
by¢ przedstawione schematycznie jako przedmioty, stosunki czy przeksztalcenia
geometryczne. Uczen na kazdym kroku ma okazj¢ do interpretacji rzeczywisto$ci
w schematach geometrycznych.

Inne nauki, jak fizyka, geografia, elementy techniki (wlgczone do ksztalcenia
ogdlnego w pewnych krajach) wymagaja prostych i bezposrednich zastosowan
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wiedzy geometrycznej. Programy matematyki w niektérych krajach (np. czeéciowo
w Polsce, Czechostowacji) obejmuja dziat zwany ,,geometria wykreslng”, ktéry
nie jest nauka rysunku technicznego, ale przeciwnie, jest prawdziwym, bezposred-
nim 1 konkretnym zastosowaniem poje¢ i twierdzeri geometrycznych, w szczegdl-
nosci zastosowaniem grup przeksztalcen i ich niezmiennikéw. Jednym z celéw
nauczania geometrii — niezaleznie od jej koncepcji matematycznej — pozostaje
zawsze dobre przygotowanie uczniéw do tych zastosowan. Miedzy stanowiskiem,
ktére lekcewazy te zadania, a tym, ktdre chce zredukowaé nauczanie geometrii
tylko do podstawowych zastosowan, mamy réwniez tendencje posrednie. Geome-
tria powinna by¢ stosowana rdznie na réznych poziomach. Nie mozna tu pominaé
milczeniem zaréwno potrzeb architekta, jak i skromnego rzemie$lnika. Problem
nie sprowadza si¢ zreszta do zastosowan zwanych ,,praktycznymi”. Wykorzysta-
nie konkretnych sytuacji przestrzennych kinematycznych czy mechanicznych i ba-
danie probleméw, ktdre powstaja w takich sytuacjach, prowadzi przez schematy-
zacj¢ do matematyzacji, do lokalnych dedukcji i do prawdziwej aktywno$ci mate-
matycznej uczniow.

Oczywiscie przestrzen fizyczna nie moze i nie powinna byé jedynym Zrédlem
procesu matematyzacji rzeczywistosci i aktywno$ci matematycznej ucznidw, ale
znaczenia tego zrddla nie wolno lekcewazy¢. Ten punkt widzenia przeciwstawia
si¢ ostro innemu, wedlug ktérego geometria nie ma nic wspSlnego z przestrzenia
fizyczng [17].

6.2. Wprowadzenie podstawowych struktur matematyki wspolczesnej. Wysub-
telnienie intuicji geometrycznych. Jednym z najwaZniejszych celéw nauczania geo-
metrii powinno by¢ — wedhug opinii wigkszo$ci matematykéw-pedagogéw — pier-
wsze zapoznanie ucznidw z ogllnymi strukturami algebraicznymi i topolos
gicznymi.

Historia matematyki ujawnia w sposéb uderzajacy rolg geometrii elementarnej
w uswiadamianiu sobie tych struktur i w rozwoju ich teorii. Miedzy innymi chodzi
o strukture przestrzeni liniowej i wektorowej oraz przestrzeni metrycznej i topo-
logicznej, ktére sa podstawa analizy rozwijajacej si¢ — jak méwimy — na skrzy-
Zowaniu tych podstawowych struktur.

Tradycyjne nauczanie geometrii zatrzymalo si¢ na poczatku tego rozwoju i nie
uwzglgdnialo nowoczesnych struktur znajdujacych si¢ u podstaw geometrii. ,, Wspa-
niala izolacja” tej geometrii uniemozliwiala wykorzystanie tego potencjalu. Bylo
to oczywiscie bledem i mogto doprowadzi¢ tylko do catkowitego upadku trady-
cyjnej geometrii.

Dzisiejsze tendencje i ich szkolne realizacje sa ukierunkowane bezpo$rednio
na te mozliwosci, ujawnione w rozwoju historycznym. Nie chodzi tu oczywiscie
o to, by w nauczaniu powtarza¢ droge historyczng, ale o $wiadomo$é, ze mozna
wprowadzi¢ pewne wazne struktury algebraiczne i topologiczne w sposéb naturalny
w ramach geometrii. Zdajemy sobie sprawe z tego, Ze nauczanie geometrii rozu-
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miane w tej perspektywie moze rozwinaé u ucznia z jednej strony intuicje bardziej
subtelne i z drugiej — myslenie bardziej formalne. Takie przygotowanie do nauki
analizy uznaje sig¢ dzi§ za szczegdlnie wazne zadanie nauczania geometrii.

Niemniej nie mozna poming¢ milczeniem dyskusji na temat tego, czy geometria
powinna by¢ zrodlem, czy tez dziedzing zastosowania nauki o przestrzeni liniowej
i wektorowej. J. Frenkel stwierdza wyrazZnie: ,,pytanie dotyczy tego, czy geometria
powinna by¢ punktem wyjscia do wprowadzenia algebry liniowej, czy odwrotnie:
algebra liniowa ma by¢ punktem wyjécia do geometrii. To pytanie byloby drugo-
rz¢dne, gdyby chodzito tylko jedynie o ksztalcenie przysziych matematykéw (lub
szczegdlnie zaawansowanych geometréw). Ale to pytanie nasuwa tez problemy
pedagogiczne, ktérych bez eksperymentowania nie mozna rozstrzygnaé tylko na
podstawie uprzedzen opartych w istocie rzeczy na wlasnych do$wiadczeniach z dzie-
cinnych lat” ([15], s. 225).

Wigkszo§¢ projektdw, programow, podrecznikéw wykorzystuje droge geome-
tryczna, ale zarysowuja si¢ juz tendencje przeciwne. W artykule Wprowadzenie
do przestrzeni wektorowej M. Glaymann proponuje nastgpujacy plan dla ucznidw
od 12 do 14 lat:

(1) grupy skonczone i grupy operujace na zbiorach, grupa nieskonczona (Z, ),

(2) kongruencja modulo n, przyklady pierécieni i cial skoriczonych, pierécienie
i ciata nieskoficzone (Z, +, *) i (Q, +, *),
. (3) przyktady modutéw nad pierScieniami skoficzonymi, przyklady przestrzeni
wektorowych nad ciatami skofczonymi,

(4) ‘pojecie przeksztalcenia liniowego, grupy takich przeksztalcen.

Po przedstawieniu przykladéw sytuacji pedagogicznych prowadzacych do
pojecia skoficzonej przestrzeni wektorowej M. Glaymann stwierdza: ,,Jezeli zde-
cydujemy si¢ na ten kierunek, to naszym zadaniem bedzie konstruowanie innych
przykladéw przestrzeni wektorowych dostgpnych dla mtodszych ucznidw. Gdy
zapoznamy ich z tymi réznymi przykladami, bedzie mozna wprowadzi¢ pojecie
przestrzeni wektorowej aksjomatycznie, co pozwoli na zbudowanie bez trudnosci
solidnej teorii geometrycznej” ([19], s. 154).

Koncepcja ta nie zostata jeszcze wyprobowana w realizacji szkolnej. W odpo-
wiedzi na pytanie postawione przez J. Frenkla mozna stwierdzié, Zze dzi§ jeszcze
geometria w nauczaniu jest i Zrédlem, i dziedzing zastosowania algebry liniowej.

Te same perspektywy otwieraja si¢ przed wykorzystaniem nauki geometrii do
wprowadzenia elementarnych struktur topologicznych. W swej wypowiedzi na kon-
ferencji w Carbondale P. Hilton stwierdzil: ,,gdy sobie przypominam godziny
spedzone w szkole nad dowodzeniem niesci§le rozumianych twierdzen geometry-
cznych czy nad dowodzeniem sztucznych tozsamosci trygonometrycznych, to
zawsze zaluje, Zze wczeSniej nie napotkalem pojeé geometrycznych zwigzanych
z topologia” ([20], s. 441). To ,,spotkanie z topologia” w ramach geometrii jest
dzi§ faktycznie traktowane przez pewnych matematykow i pedagogéw jako istotny

6 — Roczniki PTM. — Wiadomo$cl Matematyczne XIX
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cel nauczania geométrii; jest to bowiem droga prowadzaca do wysubtelnienia
intuicji geometrycznych, tak bardzo waznych np. w nauczaniu analizy. Te ideg
przedstawil tez P. Kelly w referacie w Carbondale [21]. ,,Topologizacja” geometrii
staje si¢ dzi§ — wedlug niektérych dydaktykéw — tak samo wazna, jak jej
,,algebraizacja”. Pewne doswiadczenia i pewne bardzo jeszcze skromne przykiady
wprowadzenia elementarnych pojg¢¢ topologicznych do zwyklego jezyka geometrii to
tylko pierwsze proby w tym zakresie.

6.3. Wprowadzenie w formalne problemy rozumowania matematycznego. Zale-
cenia z Carbondale podkre$laja, ze geometria nie powinna by¢ jedyna podstawa
do nauczania logiki. Te zastrzeZenia odbijaja oczywiscie reakcje sprowokowana
przez tradycyjne nauczanie matematyki, w ktorym geometri¢ zwang syntetyczna
traktowano jako jedyny model metody dedukcyjnej i Scistoéci logicznej. Geometria
utracila dzi§ t¢ uprzywilejowana pozycje, wiemy zreszta, Zze w klasycznym jej ujeciu
nie byla dostosowana do tej roli. Utraciwszy jednak wyjatkowa pozycje, zostaje
ona, jak cala matematyka szkolna, dziedzing aktywnego zapozmawania ucznia
z istotnymi elementami metody matematycznej i dziedzina praktycznego wprowa-
dzenia ucznidw w elementy logiki matematycznej. Takie wprowadzenie uczniéw
w metod¢ matematyczng i w elementy logiki matematycznej jest podstawowym
zatozeniem wszystkich koncepcji nauczania geometrii, niezaleznie od tego, czy
przeciwstawiajac si¢ globalnej aksjomatyzacji geometrii wysuwaja na plan pierwszy
znaczenie dedukcji lokalnych, czy tez chca wlasnie wprowadzi¢ ucznia w $wiat
geometrii przez aksjomatyke. -

Nieporozumienia i niepowodzenia zwigzane z probami zapoznawania uczniéw
szkoly sredniej z formalnymi aspektami matematyki w ramach geometrii tradycyj-
nej wynikaly z jej skomplikowanej, ale niekompletnej pseudoaksjomatyki oraz
z blgdnego podejscia dydaktycznego. )

Fakt, ze geometria elementarna jest teorig zwigzang $cisle z prostymi intuicjami
przestrzennymi i do$wiadczeniem, moze spowodowa¢ nieporozumienia metodolo-
giczne; z drugiej strony jednak wlasnie ten jej graniczny charakter sprzyja glebszemu
zrozumieniu dedukcji, gdyz w tych warunkach poprawna dedukcja wymaga duzej
dyscypliny mys$li. Uczeni zaczyna rozumieé np. formalny sens definicji i uczy sie¢
poprawnie postugiwaé definicjami, gdy intuicyjne ujecie definiowanego przedmiotu
przekracza wlasnosci wymienione w definicji. Zaczyna on pojmowac istote dowodu
wtedy, gdy musi §wiadomie przeciwstawié obraz pogladowy, pewno$¢ intuicyjna,
oczywisto$¢ — rozumowaniu. Jezeli nauka o strukturach algebraicznych nie moze
by¢ zastapiona przez nauk¢ geometrii, to i na odwrdt, analiza sytuacji geometry-
cznych nie moze by¢ sprowadzona do algebry; algebra jest bowiem, by¢ moze,
zbyt czysta metodologicznie i dlatego nie hartuje myslenia przeciw mozliwym nie-
porozumieniom metodologicznym. Dzigki temu szczegélnemu zwigzkowi miedzy
intuicja a ujeciem formalnym, ktdry jest charakterystyczny dla geometrii, zachowuje
ona swa wazng pozycje w ksztalceniu mys$lenia dedukcyjnego i zrozumieniu aksjo-
matycznej metody [25].
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7. Koncepcje nauczania geometrii elementarnej w Swietle projektow wypracowanych
na uzytek szkoly, programéw i podrecznikow

Chociaz na ogdl uznaje si¢ zgodnie te cele nauczania geometrii, ktére poprzednio
naszkicowaliémy, réZnice w ich interpretacji oraz w ocenie ich wzglednego znacze-
nia sg duze. Postulat wykorzystania drogi geometrycznej dla wprowadzenia pod-
stawowych struktur matematyki nie wywoluje dyskusji. Nie kwestionuje si¢ tez
najczesciej roli geometrii w konstrukcji pojeé przestrzeni afinicznej i wektorowe;.

Rézne projekty, doswiadczenia, programy, podreczniki odzwierciedlaja jednak
wigksze zroéznicowanie stanowisk, jezeli chodzi o inne cele nauczania geometrii.
Zilustrujemy je dalej, podajac typowe przyklady. Ograniczymy si¢ do aktualnego
stanu nauczania geometrii w szkole $redniej, tzn. do nauczania ucznidw w wieku
od 12 do 17 lub 18 lat (*). Reformy nauczania matematyki w klasach poczatkowych
(wiek od 6 lub 7 do 11 lat) oczywiscie zmienia nauczanie geometrii w klasach wyz-
szych, ale dzi§ trudno byloby przewidzie¢ wszystkie ich konsekwencje.

7.1. Problem aksjomatycznej organizacji geometrii. Koncepcje pedagogiczne
i metodologiczne nauczania geometrii na poziomie §rednim réznig si¢ w tym zakresie
i mozna tu wymieni¢ co najmniej trzy pozycje wyjéciowe:

1. Wyeliminowanie a priori aksjomatycznie ujetej geometrii, niezaleznie od
poziomu nauczania.

2. Organizacja aksjomatyczna geometrii poczawszy od niZzszego cyklu szkoly
$redniej (wiek 12-14 lat).

3. Konstrukcja geometrii w dwdch etapach:

a) organizacja doswiadczen i intuicji przestrzennych ucznidw w cyklu nizszym
oparta na dedukcji lokalnej i aksjomatyzacji lokalnej,

b) globalna organizacja aksjomatyczna wiedzy geometrycznej zdobytej w cyklu
niZszym oparta na aksjomatyzacji tej wiedzy, rozwdj i poglgbienie teorii na pozio-
mie wyZszym juz w ujeciu aksjomatycznym (od 15 lat).

Pierwsza koncepcje motywuje si¢ przede wszystkim wzglgdami pedagogicznymi.
Lokalna organizacja geometrii wolna od wymogow formalnych, nieskrepowana
ramami systemu a priori sprzyja rozwojowi aktywnosci ucznia typu geometrycznego,
bardzo zroznicowanej. Pozwala ona uwzgledni¢ w nauczaniu geometrii bogate
tredci, utatwia integracje geometrii p}aszciyzny z geometria przestrzeni tréjwymia-
rowej itd. :

Lokalna organizacja nauczania geometrii stwarza sytuacje szczegélnie sprzy-
jajace matematyzacji dokonywanej przez samych uczniéw; umozliwia to stopniowe
wdrazanie ich do poprawnego rozumowania, poczatkowo blizszego naturalnemu
rozumowaniu niz dedukcji w zamknigtym systemie formalnym.

Aksjomatyczna organizacja geometrii poczawszy od cyklu niZzszego jest z dru-
giej strony silnie broniona w sposéb naste¢pujacy:

(*) ,,Sredniej” w sensie przyjetym w terminologii miedzynarodowej.
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1. Aksjomatycznej metody uzywa si¢ szeroko nie tylko w samej matematyce,
ale tez w jej zastosowaniach. Dzi$ jest to nie tylko metoda organizujaca a posteriori
dyscypliny juz rozwinigte, ale przeciwnie, jedna z najwazniejszych metod matema-
tycznej aktywnosci, ktéra abstrahuje, definiuje i bada struktury w samej matematyce
i w dziedzinach jej zastosowan [24].

Problemu wprowadzenia ucznia w t¢ metode nie mozna wiec dzi§ wyeliminowaé
z zagadnien dydaktyki matematyki. Przeciwnie, to wprowadzenie powinno by¢
organizowane mozliwie wczesnie i w sposéb od poczatku poprawny [31].

2. Jasnoé¢ sytuacji metodologicznej w systemie dedukcyjnym sprzyja wdra-
Zaniu ucznia do poprawnego rozumowania, rozwojowi §cistoéci myslenia, broni
to myslenie przed bladzeniem w ogromnej przestrzeni wszystkich mozliwosci i wszy-
stkich §rodkéw, ulatwia dokladne odréznianie rzeczywistej sytuacji i jej modelu
od matematycznej teorii, eliminuje mozliwo$¢ niebezpiecznych nieporozumien [31],

3. Pewne dos$wiadczenia dowodza, Ze droga aksjomatyczna prowadzaca do
geometrii jest dostgpna dla uczniéw w wieku 12-13 lat pod warunkiem, ze bedzie
to zorganizowane za pomoca starannie dobranych s$rodkéw pedagogicznych;
w szczeg6lnosci jezeli aksjomatyka nie jest narzucana uczniom w sposob arbitralny,
ale wypracowuje si¢ ja zespotowo pod dyskretnym kierunkiem nauczyciela, to uczen
dochodzi do geometrii zorganizowanej dedukcyjnie, przechodzac przez etap aksjo-
matyzacji, i chociaz ta aksjomatyzacja jest ukierunkowana a priori przez nauczy-
ciela, to odbywa si¢ ona przy bardzo aktywnym udziale ucznidéw.

4. Nauczanie geometrii zorganizowanej dedukeyjnie od poczatku jest tatwiejsze
dla przecigtnego nauczyciela, powoduje mniej bledéw matematycznych i pedago-
gicznych niz nauczanie oparte na spontanicznej aktywno$ci uczniéw czy na pro-
gramie zlozonym z niezaleznych fragmentéw nie powiazanych jaka$ podstawowa
strukturg.

Przeciw tym stwierdzeniom nie mniej czgsto protestuja nawet ci matematycy,
ktérzy postuluja wprowadzenie metody aksjomatycznej w wyzszych klasach szkoly
Srednie;j.

H. Freudenthal, w swojej krytyce réZznych aksjomatyk geometrii wypracowa-
nych na uzytek nauczania jako konkurujacych z aksjomatyka przestrzeni wekto-
rowej, podkresla konieczno$¢ stopniowego przygotowywania mtodych umystéw do
globalnej aksjomatyzacji i studiowania teorii aksjomatycznej w ogéle oraz aksjo-
matycznej geometrii w szczegolno$ci. .

,» Krytykuje nie tyle zlozono$é takiego systemu aksjomatycznego” — mowi
H. Freudenthal, — ,ale sposéb jego przekazania uczniom. Istotna aktywno$é
zwigzana z takim systemem jest zarezerwowana dla jego autora: najpierw globalne
organizowanie materialu geometrycznego przeznaczonego do aksjomatyzacji, po-
tem zerwanie zwigzku systemu aksjomatéw uzyskanego w ten sposéb z materiatem
wyjSciowym, nastgpnie odnowienie tych zwiazkéw w toku rozwijania teorii ko-
nieczne ze wzgledu na jego ztozono$é. Aksjomatyka geometrii — jako przedmiotu
nauczania — jest pozbawiona sensu, jeZeli uczniowi nie wolno samodzielnie wy-
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kona¢ tych czynnosci. Zwykle si¢ mu na to nie pozwala. Albo wiec autor systemu
uwaza, ze aksjomatyzacja jest sprawq zarezerwowang dla dojrzalych, a nie dla po-
czatkujacych matematykéw, albo wie z wlasnego doswiadczenia, Ze byloby to za
trudne dla ucznia. I rzeczywiscie uczen, ktéry nigdy nie probowal organizowaé
tak materialu nauczania lokalnie, nie potrafi tego zrobié od razu globalnie™.

»Prefabrykowane systemy aksjomatyczne maja swoje zalety, gdy stanowia
przedmiot badania dostgpny dla tych, ktérzy maja juz pewne do§wiadczenia w aksjo-
matyzacji. Jezeli uczen spotkat si¢ z procesem aksjomatyzacji na przykladzie fatwiej-
szego materialu, to odnajdzie on w ztoZonym systemie aksjomatycznym to, z czym
zapoznal si¢ w toku poprzednich do§wiadczen, i bedzie zdolny do interpretacji
i do zrozumienia tego systemu, jakby go sam zbudowal. Ale jezeli nigdy nie prébo-
wal on aksjomatyzowad, to taki system aksjomatyczny geometrii bedzie dla niego
jeszcze jednym fragmentem matematyki niemozliwym do strawienia” ([17],
s. 426-427).

Koncepcja nauczania geometrii organizowanego w dwoch nastgpujacych po
sobie cyklach odbija tendencje do zharmonizowania dwdéch pozostatych skrajnych
koncepcji w celu uniknigcia sytuacji przedstawionych p?zez H. Freudenthala. Pro-
blemu nie moZna bgdzie zreszta rozstrzygnaé bez poglebionego badania poréwnaw-
czego, bez analizy trudnosci i reakcji uczniéw, bez oceny rezultatéw. Aktualnie
wszystkie trzy koncepcje nauczania geometrii znajdujg swoje realizacje w szkotach
réznych krajow.

7.2. Problem priorytetu: struktura afiniczna czy struktura metryczna jako baza
nauczania geometrii. Nauczanie geometrii organizowane lokalnie jest na ogél oparte
na réZnych strukturach wprowadzanych réwnolegle. Trzecia tendencja, wspomnia-
na poprzednio, jest z tego punktu widzenia jasna; w cyklu niZzszym trzeba raczej
rozwija¢ geometri¢ réznymi drogami, ale takimi, ktore doprowadza stopniowo do
przestrzeni wektorowej okreSlonej aksjomatycznie na poczatku cyklu wyzszego
w szkole $redniej. Argumenty uzasadniajace wyzszo$¢ geometrii afinicznej jako
pierwszego etapu nauczania geometrii w cyklu nizszym jasno formutuje W. Ser-
vais [31].

1. Geometria afiniczna jest teoria autonomiczna w stosunku do geometrii/
euklidesowej. Tej autonomii si¢ nie dostrzega fatwo, gdy geometri¢ afiniczng wpro-
wadza si¢ w ramach geometrii euklidesowej; wyrdZnianie grupy przeksztalcen
zachowujacych pewna wiasnoéé geometryczng jest bardzo cenne z punktu widzenia
nauczania, bo pozwala selekcjonowa¢é sposoby dowodzenia wiasciwe dla charakteru
afinicznego, metrycznego czy rzutowego rozwazanego zagadnienia.

2. Geometria afiniczna jako model matematyczny jest bardzo uzyteczna w fizyce,
w ktérej cale dziedziny, jak na przyklad termodynamika, postuguja si¢ $rodkami
afinicznymi. W zagadnieniach fizycznych, ktére wymagaja metryki, czesto oka-
zuje si¢ wlasnie celowe wprowadzanie metryki w ramach geometrii afinicznej.

3. Geometria afiniczna jest znacznie prostsza niz geometria metryczna, co sta-
nowi jej wyrazny walor dydaktyczny. Poniewaz jest fnniej regul gry w geometrii
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afinicznej niz w geometrii euklidesowej, latwiej jest je respektowaé i unikaé pod-
$wiadomego odwotywania sie do oczywistosci fizycznej.

4. Geometria afiniczna umozliwia konstrukcj¢ przestrzeni wektorowej i ciala
liczb rzeczywistych na drodze zaréwno naturalnej, jak i mozliwie krétkiej.

Te argumenty s3 oczywiscie wazne z wielu punktéw widzenia, ale przeciwsta-

wia si¢ im réwniez argumenty za wprowadzaniem metrycznej geometrii w niZzszym
cyklu szkoly S$redniej, podajac nastgpujace motywy:
" 1° Geometria afiniczna jako przedmiot nauczania w wieku od lat 12 do 15 jest-
zbyt uboga pojeciowo, aby mogla rozwijaé wyobraZni¢ i intuicje geometryczna
ucznia w tym wieku. Trzeba otwarcie odpowiedzie¢ na pytanie: czy prostota poje-
ciowa i mozliwo§¢ wdrazania ucznia do formalnego rozumowania na tym po-
ziomie sg wazniejsze od mozliwosci wprowadzenia go w bogatszy $wiat figur i trans-
formacji, od mozliwosci organizowania jego bardzo réznorodnej aktywnosci
w dziedzinie geometrii.

Na tym etapie wprowadza si¢ pierwsze pojgcia transformacji, przestrzeni i ich
niezmiennikéw. W geometrii afinicznej uczen spotyka si¢ jednak tylko z transfor-
macjami afinicznami, a wigc zachowujacymi wspolliniowos$é, zachowujacymi —
jezeli mozna uzy¢ tego wyraZenia pozamatematycznego — formy wizualne figur.
A przeciez wiadomo z psychologii, ze istotnym warunkiem zrozumienia struktury
jest jej ujecie przez kontrastowanie przyktadéw z kontrprzykladami. Afiniczny
charakter translacji, dylatacji, jednokladnos$ci, nie begdzie uchwycony przez uczniéw
bez konfrontacji tych przeksztalcen z transformacjami nie zachowujacymi wspol-
liniowosci. Pojecie odlegtosci, bardzo naturalne dia dzieci w wieku 12 lat, umozliwia
taka konfrontacjg [23].

2° W koncepcji afinicznej eliminuje si¢ wiele interesujacych probleméw geome-
trycznych, dostosowanych do mozliwosci uczniéw w tym wieku i szczegélnie mo-
bilizujacych ich mys$lenie. Na poziomie wyzszym, gdy geometria metryczna bedzie
wprowadzana w ramach geometrii afinicznej, uczniowie starsi nie bgda — byé
moze — juz zainteresowani takimi problemami. W ten sposob dla aktywnodci
geometrycznej o duzej wartoSci ksztalcacej nie znajdziemy miejsca w nauczaniu
geometrii na poziomie $rednim.

3° Nie jest takze pewne czy uczen w wieku 12-15 lat bedzie faktycznie §wiadomy
powodéw i subtelno$ci metodologicznych decydujacych o konstrukcji geometrii
na bazie afinicznej. Oczywiscie bedzie on stopniowo oswajany z rozumowaniem
i z definicjami czysto afinicznymi, ale gdy juz przejdzie do geometrii metrycznej,
dokladne odréznienie takich czy innych wlasno$ci nie bedzie chyba dla niego tak
jasne. Stosujac np. twierdzenia geometrii do fizyki czy do analizy, nie bedzie on
robil tego ze §wiadomoscia ich zwigzku z odlegla juz dlan baza aksjomatyczag,
bo ta Swiadomo$¢ najczeSciej nie bedzie tu konieczna.

4° Niektérzy dydaktycy uwazajg, ze zbyt pdzne wprowadzenie metryki do nauki
geometrii jest niezgodne z naturalnymi tendencjami w mySleniu dzieci w wieku
12 lat. Pojecie odlegtoéci jest niezaprzeczalnym elementem naturalnej $§wiadomosci
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tych ucznidéw i chcg si¢ oni spontanicznie postugiwaé odlegtoécia w nauce geometrii
([10], s. 270). Powstaje wigc problem poréwnania i oceny korzysci i niedomogdéw
takiej czy innej konstrukcji geometrii opracowanej dla nauczania w okre$lonym
wieku.

7.3. Nowe srodki reprezentacji graficznej sytuacji geometrycznych. Model prze-
strzenny i rysunek odgrywaly zawsze szczegdlng rol¢ w nauczaniu geometrii. Kon-
kretne modele sytuacji geometrycznych sa nadal szeroko wykorzystywane, w szcze-
gblnosci przez tych pedagogow, ktorzy nie chca w nauczaniu oderwaé i oddzielié
geometrii — nawet w ujeciu pojegciowym — od wyobraZni przestrzennej. Ale poza
tymi §rodkami nowoczesna pedagogika matematyki dysponuje elementami catko-
wicie nowymi reprezentacji graficznej zbiorow i relacji geometrycznych. Chodzi tu
o $rodki wprowadzone przez G. Papy’ego w jego ksiazkach, w ktérych omawia
geometri¢ plaszczyzny [27].

Te reprezentacje graficzne sg dzisiaj stosowane w wielu krajach, tak przez auto-
réow podrgcznikéw, jak i w codziennej pracy nauczycieli i uczniéw. Nowymi ele-
mentami rysunku geometrycznego sa:

1. Uzywanie koloréw zgodnie z okre§lonymi konwencjami; kolor odgrywa
w tym znaczeniu przede wszystkim wazng rolg elementu symboliki, ujawnia wyraz-
nie strukturg rysunku, ulatwia jego odczytanie; wnosi pewna estetyke do afini-
cznych konfiguracji, ktére same przez si¢ nie sa w ich graficznej reprezentacji dla
ucznia interesujace.

2. Stosowanie réznych schematéw zaréwno dla ilustracji badanych przedmio-
téw 1 relacji, jak i dla zapisu rozumowan.

3. Réwnolegle wykorzystanie réznych konwencji graficznych (schematy Venna,
grafy i rysunek tradycyjny), ktére z jednej strony przypominaja intuicyjng inter-
pretacje fizyczna rozwazanych sytuacji i zarazem ich sens formalny, z drugiej za$
ulatwiajg oddzielenie tych dwdch aspektéw geometrii w toku rozumowania.

7.4. Przyklady reprezentatywne dla réinych koncepcji mauczania geometrii na
poziomie Srednim,

7.4.1. Organizacja lokalna. Ta koncepcja jest realizowana konsekwentnie
w wielu szkotach angielskich, w ktérych uczy si¢ geometrii nowoczesnymi metodami
(School Mathematics Project, Middlands Mathematical Experiment, Scottish
Mathematics Group). Wybiera si¢ tu rézne drogi prowadzace do geometrii: trans-
formacje i ich niezmienniki, rachunek wektoréw, elementy geometrii analitycznej.
elementy topologii plaszczyzny, badanie tréjwymiarowej przestrzeni itd. To wszy-
stko jest zwiazane czesto bezpo$rednio z problemami praktycznymi (np. w Mid-
dlands Mathematical Experiment wprowadza sig rachunek wektoréw w zwigzku
z problemami nawigacji) i $wiadomie bez perspektywy syntezy aksjomatycznej
(I35], [36], [37]).

Innym przykifadem nauczania geometrii opartego na dedukcjach lokalnych sg
doswiadczenia prowadzone w Holandii w 10 szkolach, w klasach pierwszego cyklu
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szkoly Sredniej. Ten kierunek charakteryzuje w spos6b nastgpujacy H. Freudenthal:
,»Nauka geometrii zaczyna si¢ od badania przede wszystkim intuicyjnego figur
i przeksztalcen, przy czym uwzglednia si¢ tu w bardzo matym stopniu dedukcje.
Krok za krokiem rozwija si¢ jednak strukture, ktorej poznanie jest ostatecznym
celem badania, ale nigdy w takim stopniu, by doj$¢ do globalnej organizacji, co
znaczy, ze w drodze rozumowania sprowadza si¢ twierdzenia nieoczywiste do
twierdzen uwazanych za oczywiste bez ustalenia a priori twierdzen oczywistych
w postaci aksjomatéw. Przewodnia myS$la podrecznika jest zapoznanie ucznia
z wlasnosciami waznych figur geometrycznych i przeksztalced geometrycznych
i ich grup (chociaz samo pojecie grupy nie jest wyraznie sformutowane)” ([18],
s. 309).

Tre$¢ nauczania jest bardzo bogata i zréznicowana: przeksztalcenia i ich al-
gebra, od symetrii osiowej poczawszy az do grupy afinicznej; systemy wspdtrzednych
na plaszczyznie i w przestrzeni tréjwymiarowej; rachunek wektoréw (geometryczny
i algebraiczny); miara Jordana na plaszczyZnie i w przestrzeni tréjwymiarowej,
funkcje goniometryczne, rézne rzuty itd. ([18], s. 309-314).

Inng oryginalng koncepcje rozwoju elementéw geometrii w bezposrednim
zwigzku z doswiadczeniem fizycznym i z konkretnym wykorzystaniem zwigzkOow
1 zjawisk przestrzennych w nauczaniu dzieci w wieku 12-14 lat realizuje Emma
Castelnuovo we Wioszech [8]; przedstawia ona swa koncepcje w sposob szczegdlnie
interesujacy w swym sprawozdaniu z dosSwiadczen przeprowadzonych w cyklu
nizszym w zwiazku z badaniem przeksztalcen afinicznych, skoncentrowanym wokét
pojecia $rodka cigzkosdci i prowadzacym od konkretnego wykorzystania pewnych
materialnych $§rodkéw do rozwiazywania probleméw liniowego programowania [9].

7.4.2. Organizacja lokalna geometrii w cyklu niZszym przygotowujaca aksjoma-
tyzacje algebry i geometrii w cyklu wyzszym. Jako typowy przyklad nauczania
geometrii w szkole §redniej w wieku do 15 lat, traktowanego swiadomie w perspek-
tywie przyszlego ujecia aksjomatycznego w cyklu wyzszym, mozna zacytowaé pro-
jekt realizowany obecnie w Stanach Zjednoczonych przez S.S.M.C.L.S. (Unified
Modern Mathematics) pod kierunkiem H. Fehra. Podstawowe idee tego projektu
precyzuje Fehr w H. sposéb nastgpujacy:

,,Geometria powinna by¢ dzisiaj rozumiana jako badanie réznych przestrzeni.
Kazda geometria jest para: zbior, struktura. Elementy zbioru nazywamy punkta-
mi, struktura za$ jest zadana ukladem aksjomatdw, ktdre ustalaja zwigzki miedzy
punktami a waznymi podzbiorami podstawowego zbioru. W tym ujeciu nauczanie
geometrii staje si¢ coraz blizsze nauczaniu algebry i jej struktur i dlatego geometria
powinna by¢ rozwijana w sposéb podkreslajacy postugiwanie si¢ strukturami i tech-
nikami algebraicznymi. Taki jest duch czasu. Dlatego bardzo waznym celem nau-
czania geometrii jest doprowadzenie uczniéw do zrozumienia poj¢é: przestrzeni
liniowej i algebry liniowej”.

»Mozna stosowaé wiele réznych metod w badaniu przestrzeni. Mozna badaé
tylko pogladowo przedmioty fizyczne w przestrzeni o 2 lub 3 wymiarach i abstra-
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howad ksztalt, polozenie i wlasnoSci miarowe wszedzie tam, gdzie to abstrahowa-
nie jest pozyteczne dla rozwoju geometrii praktycznej lub przynajmniej dla u$wia-
domienia uczniom jakiego$ ukladu relacji geometrycznych uzytecznych w praktyce.
Mozna postgpowac syntetycznie jak Euklides, wyrézniajac odpowiedni (ale mozliwie
prosty) uklad aksjomatéw. Mozna wprowadzié uktad wspdirzednych i wykorzystaé
liczby rzeczywiste na “drodze wskazanej przez Descartesa. Mozna wprowadzié
prostopadio$é i metryke dla zdefiniowania kartezjaniskiej plaszczyzny euklidesowe;j.
Mozna takze ié¢ za programem z Erlangen Feliksa Kleina, studiujac odwzorowania,
przeksztalcenia i ich grupy oraz geometrie, ktoére sa na tych grupach oparte. Mozna
takze wykorzysta¢ wektory, najpierw jako odcinki zorientowane, potem jako punkty
przestrzeni z wyrdznionym punktem, co prowadzi do algebry punktéw. Mozna
przejs¢ od przestrzeni wektorowej afinicznej do przestrzeni wektorowej euklide-
sowej, wprowadzajac iloczyn skalarny wektoréw. W nauczaniu na poziomie $rednim
nie jesteSmy 1 nie powinniémy by¢ zainteresowani ksztalceniem przyszlych ma-
tematykow i dlatego Zzadna z tych drég zblizenia si¢ do geometrii nie powinna byé
wykorzystywana z wykluczeniem innych. Wyksztatcony czlowiek, nie-matematyk,
zrozumie geometri¢ w jej wspolczesnym sensie najlepiej, gdy w nauczaniu spotka
sig¢ z tymi wszystkimi jej aspektami” ([13], [14]).

Realizacja tych postulatéw polega na dochodzeniu do geometrii na poziomie
nizszym rdéznymi drogami wspomnianymi w cytowanym ustgpie, bez globalnego
aksjomatycznego ujgcia, ale z podstawowym zaloZeniem, aby te wszystkie drogi
prowadzily ostatecznie do aksjomatycznie ujgtych teorii, algebry liniowej, prze-
strzeni afinicznej i wektorowej, traktowanych juz jako teorie matematyczne — na
poczatku cyklu wyzszego [38].

G. Waluzinski w swej ksiazce Guide Blanc przedstawia koncepcje nauczania
geometrii zorganizowanego w trzech kolejnych fazach: faza eksploracji do$wiad-
czalnej przestrzeni fizycznej w wieku do 9 lat, faza dedukcyjnej organizacji lokalnej
1 matematyzacji stopniowej od 9 do 14-15 lat, faza teorii aksjomatycznych od
14-15 lat [39].

Taka koncepcja znajduje si¢ u podstawy programéw w pewnych krajach, gdzie
nauczanie ogdlne do wieku 14-15 lat odbywa si¢ w jednolitych szkotach obowia-
zujacych dla wszystkich dzieci. Nauczanie geometrii w takiej szkole jest oparte
na dedukcji lokalnej i na bardzo zréznicowanej aktywno$ci uczniéw typu geome-
trycznego. Ma ona na celu rozwdj wyobraZni przestrzennej i wiedzy o przestrzeni
dobrze zorganizowanej przez podstawowe struktury matematyczne, oraz stopniowe
wprowadzanie w elementy metody matematycznej. Wiadomo$ci geometryczne
tworzg material do aksjomatyzacji na poczatku liceum (wiek 15 lat) i dla kursu
geometrii rozwijanego czy to w postaci odrebnej teorii, czy tez wlaczonego do jedno-
litego kursu matematyki. Wszystkie te koncepcje przeciwstawiaja sie aksjomaty-
cznej organizacji geometrii wprowadzonej zbyt wczeSnie, ale uznaja konieczno$é
pOZniejszej organizacji globalnej.

Idea przejécia od organizacji lokalnej geometrii cyklu nizszego (szkola podsta-
wowa) do globalnej organizacji aksjomatycznej (szczeg6lna przestrzeni metryczna)
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geometrii w cyklu wyzszym (liceum) byla réwniez idea podstawowa programéw
matematyki w Polsce w ramach ostatniej reformy; ta sama my$l jest podkreslona
w projektach reformy w Czechostowacji [33].

7.4.2. Dedukcyjna organizacja globalna geometrii od poczatku systematycznego
nauczania (przed wiekiem 14-15 lat). Jako przyktady typowe — choé rézne —
takiej organizacji mozna zacytowaé koncepcje przedstawione przez nowoczesne
programy i podreczniki belgijskie i francuskie oraz przez nowy radziecki eksperymen-
talny podrecznik geometrii przeznaczony dla szdstego roku nauczania w szkole
podstawowe;j.

Koncepcje¢ belgijska kursu geometrii zrealizowal po raz pierwszy w postaci
szczegélowej konstrukcji Georges Papy w szkolnych podrecznikach, w ksigzkach,
ktére przedstawiaja podstawy matematyczne tej konstrukeji, i w jego licznych pu-
blikacjach (na przyklad [26], [27], [28]). Podobny schemat podstawowy jest wyko-
rzystany w inny sposéb np. przez W. Servais wedlug koncepcji przedstawionych
w jego publikacjach i w jego podrecznikach [31]. Mimo pewnych réznic istnieje
wspolna podstawa dla tych réznych interpretacji, ktéra moze byé scharakteryzo-
wana jak nastepuje:

1) Dziecko 12-letnie postuguje si¢ juz pewnym jgzykiem geometrycznym i po-
gladowo ujetymi pojeciami geometrycznymi przyswojonymi w klasach poczatko-
wych; te tradycyjna jeszcze wiedzg przyjmuje si¢ za punkt wyjscia do §wiadomej
juz matematyzacji intuicji geometrycznych w szkole $rednie;j.

2) Przyznaje si¢ pierwszenistwo geometrii afinicznej, w ramach ktdrej nastgpnie
rozwija si¢ geometri¢ metryczng.

3) Zaczyna si¢ geometri¢ plaszczyzny afinicznej w klasie szoOstej (wiek 12-13
lat) po zapoznaniu uczniéw z elementami nauki e zbiorach i relacjach.

4) Uzywa sig¢ jednocze$nie poje¢ mnogosciowych i stosuje metode dedukcyjng
tak, jak sie jg stosuje w naukach do$wiadczalnych, z pewnymi subtelnymi réznicami
metodologicznymi, np. W. Servais wykorzystuje skonczone modele w celu gleb-
szego uSwiadomienia dzieciom procesu aksjomatyzacji, za§ G. Papy odrzuca za-
sadniczo te modele jako nienaturalne.

5) W ten sposéb wprowadza si¢ stopniowo aksjomaty geometrii afinicznej
i w ramach tak rozwijanej teorii buduje si¢ jednocze$nie na drodze geometrycznej
grupe translacji i jednokladno$ci oraz — wychodzac od kalibrowania prostej —
ciato liczb rzeczywistych, przestrzed liniowa i przestrzefi wektorowa rzeczywista
plaszczyzny otrzymana przez identyfikacje plaszczyzny ze $rodkiem z przestrzenia
liniowa wektordw.

Dopiero w trzecim roku nauczania na poziomie $rednim przechodzi si¢ do
geometrii metrycznej (odlegtosé, iloczyn skalarny), grupy izometrii i jej podgrup
skonstruowanych w ramach geometrii afinicznej uprzednio szeroko rozwiniete;.
To przejécie jest oparte na réznych aksjomatach w réznych podrecznikach, doty-
czacych najczeSciej prostopadiosci i symetrii osiowej. Kurs geometrii w cyklu niz-
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szym ,,kulminuje” — jak mowi G. Papy — w zdefiniowaniu euklidesowej struk-
tury wektorowej plaszczyzny i konczy si¢ jej systematycznym wykorzystaniem.

Wszystko to przygotowuje istotny zwrot w nauczaniu geometrii. Uczniowie
staja si¢ coraz bardziej §wiadomi tego, Zze dla rozwijania geometrii wystarczy za-
pamigtaé tylko aksjomaty definiujace liczby rzeczywiste i strukturg wektorowa
plaszczyzny euklidesowej. Geometria badana poprzednio stuzy dalej jako Zrddio
intuicji i motywacji dla wtasciwego badania przestrzeni liniowych i wektorowych
i przede wszystkim dla badania liniowych przeksztalceni przestrzeni wektorowej,
poje¢ i formul trygonometrycznych, liczb zespolonych, grupy addytywnej katow
itd. Nauka geometrii kofczy si¢ na studium przestrzeni tréjwymiarowej rozwi-
janej przez ucznidw w wieku 16-17 lat, przy czym punktem wyjscia jest tu troj-
wymiarowa przestrzen wektorowa. W ten sposéb model belgijski chce zharmoni-
zowaé koncepcje przedstawiong z jednej strony przez G. Choqueta w jego ksigzce
Nauczanie geometrii i koncepcjg J. Dieudonnégo rozwinigta w jego Algebrze linio-
wej i geometrii ([11], [12], [30]).

Wedtug aktualnego modelu francuskiego geometri¢ teoretyczna przygotowuje
sie w ciagu 2 pierwszych lat szkoly $redniej przez intuicyjny zarys w zakresie zaréwno
matematyzacji przestrzeni, jak i wprowadzenia ciala liczb rzeczywistych. Istotna
réznica migdzy tym ujgciem a ujeciem belgijskim polega na tym, ze tutaj liczby
rzeczywiste nie sa wprowadzane w ramach geometrii ugruntowanej aksjomatycznie,
lecz przeciwnie — w aksjomatyce geometrii afinicznej korzysta si¢ juz z liczb rzeczy-
wistych, wprowadzajac od poczatku prosta rzeczywista. W ten sposéb rozporzadza
si¢ uktadem wspdlrzgdnych na prostej i nastgpnie ukladem wspdirzednych afini-
cznych na plaszczyZnie, co upraszeza i utatwia konstrukcje teorii. W ramach w ten
sposéb konstruowanej geometrii afinicznej rozwija si¢ wstep do algebry liniowej
wektoréow w sensie geometrycznym oraz algebre translacji. Przejscie do przestrzeni
wektorowej metrycznej gwarantujg aksjomaty definiujace szczegblna inwolucyjna
relacj¢ w zbiorze kierunkéw (prostopadto$é) i odlegtosé, ktdra jest zwiazana z ta
prostopadtoécia. W ten sposéb organizuje si¢ drog¢ aksjomatyczng do geometrii
metrycznej. Ten sam zwrot, ktdéry jasno przedstawiono w modelu belgijskim, wy-
stapi i tu w cyklu wyzszym; algebra liniowa i wektorowa bgda mogtly byé juz inter-
pretowane i konkretyzowane w teorii poprzednio poznanej i obecnie przeksztalcaja-
cej sic w model nowej, bardziej ogdlnej teorii.

Nowy program i nowe eksperymentalne podregczniki przeznaczone dla uczniéw
do 12 lat w ZSRR przedstawiaja geometri¢ od poczatku dedukcyjng, oparta na
pojeciach odlegtoéci i prostej, ktdrej struktura jest okre§lona przez odleglosé.

Odlegto$¢ jest zreszta wedlug tej koncepcji traktowana nie tyle jako liczba (na
tym poziomie uczniowie nie dysponuja jeszcze cialem liczb rzeczywistych), lecz jako
»wielko$¢”, na ktdrej dokonuje si¢ pewnych operacji algebraicznych [22]. Do tej
geometrii dochodzi si¢ przez etap aksjomatyzacji, do ktdrej uczniowie powinni
byé $wiadomie wiaczeni — zgodnie z zaleceniami wyrazonymi w komentarzach
do programu.

Podobny uktad zastosowano w Polsce na wyzszym poziomie (liceum, odlegto$é
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jest tu liczbg). W ramach tej geometrii konstruuje si¢ przestrzed liniowa wektordw,
bada si¢ grupg podobienstw i jej podgrupy (w plaszczyznie i w przestrzeni trdj-
wymiarowej). Wprowadza sig pewne pojecia topologiczne w tych przestrzeniach,
miare Jordana, wspotrzedne kartezjaniskie itp.

Ten przeglad, chociaz niekompletny, ujawnia jednak, Ze koncepcja wspdicze-
snej geometrii elementarnej w systemie matematyki bedacej przedmiotem nauczania
w szkole jest ciagle jeszcze otwarta dla badan dydaktycznych i by¢ moze, ze jest
to najtrudniejszy problem wspolczesnej dydaktyki matematyki.

Jest oczywiste, ze geometria — niezaleznie od jej aktualnej organizacji — od-
dala sie coraz bardziej od swego tradycyjnego sztywnego schematu, niemniej mozna
stwierdzié, ze wlasnie wyzwolenie jej z tego pancerza krepujacego jej rozwdj, z jej
,,wspanialej izolacji”, uratowalo geometri¢ dla nauczania, przeksztalcajac ja na
droge prowadzaca od badania przestrzeni do podstawowych struktur matematyki.
By¢ moze, ze w trakcie tego przeksztalcenia niektére wartosei tradycyjnej geometrii
zostaly zagubione. Dydaktyka powinna znaleZ¢ §rodki wlgczenia ich z powrotem
do $wiata wspéblczesnej geometrii. W szczegdlnosci w perspektywie nowoczesnego
nauczania moze si¢ okazaé, ze pewne problemy i pewne tradycyjne ¢wiczenia po
ich interpretacji w jezyku wspolczesnym zastuguja na nasza uwage w nowym kon-
tekécie. Geometria elementarna, ktéra jest dla nauki juz wyczerpana kopalnia,
nie jest takg wyczerpang kopalnia ani dla nauczania, ani dla badant dydaktycznych.

Warunkiem koniecznym poprawnego, z punktu widzenia samej matematyki
i dydaktyki, wlaczenia geometrii do calej konstrukcji matematyki elementarnej —
jest $wiadomo$¢ réznych aspektéw drogi geometrycznej i glgbokie rozumienie jej
nauczania przez nauczycieli.

Wspblczesne studia wyzsze przyszlych nauczycieli nie tylko zaniedbujg te spra-
wy, ale nawet rozwijaja postawy utrudniajace ich rozumienie. Dlatego problemy
wspOlczesnego nauczania geometrii wigza si¢ takze z problemami dotyczacymi
ksztalcenia nauczycieli.
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