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ANT‘ONI ZyemMunD (Chicago)

Stanislaw Saks (1897-1942)

I

Stanislaw Saks to jedna z czolowych postaci Matematyki Polskiej
w okresie po pierwszej wojnie §wiatowej; mial on tez duzy wplyw na
rozw6j matematyki poza granicami kraju, zar6wno przez swe osiggniecia
osobiste (m. in. przez swa klasyczng ksigzke o teorii catki), jak i wyniki
swych ueczniéw. Bez Saksa obecna polska analiza matematyczna nie
bylaby tym, czym jest. Jego zainteresowania i gldwne osiggniecia szty
w kierunku zmiennej rzeczywistej (teoria miary i catki, rézniczkowalnosé
funkeji, analiza funkcjonalna, oraz tych dzialéw funkcji analitycznych i har-
monicznych, ktére stykaja sie ze zmienng rzeczywista).

Stanislaw Saks urodzil sie w Kaliszu 30 grudnia 1897 r. w rodzinie
urzednika prywatnego Filipa Saksa i Emmy z domu Bosak. W 1905 .
wstapil w Kaliszu do szkoly handlowej, a gdy w 1907 r. rodzice przeniefli
sie do Warszawy, umie§cili go w I klasie szkoly Sredniej Michala Krecz-
mara. Byla to szkola polska, z jezykiem wykladowym polskim, jedna
z najlepszych w Warszawie. Atmosfera jej byla patriotyczna, wrazliwa
na problemy spoleczne. Wielu uczniéw tej szkoly odegralo pdzZniej duza
role w ruchu socjalistycznym w kraju. Ulegl tym wplywom i Stanistaw
Saks, ktory wezesnie wstgpit do ZNMS (Zwigzku Niezaleznej Mlodziezy
Socjalistycznej), a pézniej do PPS. Praca naukowa odsunela go od aktyw-
nej dzialalno$ci politycznej, ale sympatie socjalistyczne zachowat do
konica zycia. Pisywal artykuly do Roboinika (pod pseudonimem Zygfryd).

Mature otrzymat Saks w 1915 r. i jesienig tegoz roku wstepuje na
dopiero co utworzony uniwersytet polski w Warszawie. Wykladal tam od
samego poczatku Stefan Mazurkiewicz, ktdérego zainteresowania szly
w kierunku topologii i teorii funkeji (zmiennej rzeczywistej i zespolone;j).
Odegrat on niewgtpliwie duzg role w rozwoju zainteresowan matematycz-
nych Saksa; jakkolwiek poszly one pézniej w kierunku analizy, duzg
wrazliwo§é na aspekty topologiczne zagadnienn analizy zachowal Saks
przez cale zycie. Byl to niewatpliwie wplyw Mazurkiewicza. Jest on wy-
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razny w ksiazce Saksa (napisanej wspoélnie z autorem niniejszego arty-
kutu) Teoria funkeji analitycenych [1,].

Jesien 1919 r. to moment przelomowy w rozwoju polskiej nauki,
a w szezegolnoSei matematyki. Wraca do kraju z emigracji — czy wyg-
nania — wielu wybitnych matematykéw, zasilajac istniejace kadry kra-
jowe i stwarzajac to, co wkrotce bedzie nosi¢ nazwe ,polskiej szkoly
matematycznej”. Nieco znieksztalcajac obraz mozna by powiedziecd,
ze 1 przedtem istnieli matematycy polscy (i to bardzo wybitni, jak np.
Wronski), ale nie bylo matematyki polskiej, zwartego ciala uczonych
o wspllnych zainteresowaniach, pracujacych nad podobnymi zagadnie-
niami i bedgcych w blizszym kontakcie ze sobg.

Na pierwszym miejscu postawi¢ tu nalezy nazwiska Waclawa Sier-
pinskiego oraz Zygmunta Janiszewskiego. Janiszewski, po wyjseiu z Le-
gionéw, zmarl w styczniu 1920 r., zaledwie w kilka miesigcy po objeciu
katedry na uniwresytecie w Warszawie i rozpoczeciu wykladow, ale bez-
posredni jego wplyw, choé krétkotrwaly, byl bardzo gleboki i jego,
wraz z Sierpinskim i Mazurkiewiczem, postawié nalezy w pierwszym
szeregu tworcOw polskiej szkoly matematycznej. Tak sie zlozylo, ze
wszyscy trzej mieli pokrewne zainteresowania matematyezne (topologie
i funkcje zmiennej rzeczywistej), i fakt ten odegrat duzg role w rozwoju
polskiej szkoly matematycznej, a w szczegélno$ei wplynat na zaintere-
sowania Saksa. ' .

Lata 1919-1921 to okres przerwy w studiach Saksa. Wypelnily go
stuzba w wojsku polskim i udziat w powstaniu §laskim; nagrodzony zostal
Krzyzem Walecznych (1).

W 1921 r. Saks zostaje asystentem przy katedrze matematyki na
Wydziale Mechanicznym Politechniki Warszawskiej, przy profesorze
Juliuszu Rudnickim. Stanowisko to zachowuje az do wybuchu wojny
w 1939 r. Nawiasem dodam, Ze to prawdopodobnie dzigki wplywom Saksa
zostalem jego kolega, bedac mianowany w rok péZniej mlodszym asy-
stentem przy tej samej katedrze. Byl to poczatek bliskiej przyjazni
naukowej i osobistej, ktéra lgezyla nas do konca jego zycia. Trzecim
asystentem przy tej katedrze byl Stefan Kulczycki. Po przejsciu prof.
Rudnickiego na katedre w Wilnie, nastepesg jego i zwierzchnikiem Saksa
zostal prof. Witold Pogorzelski.

Studia uniwersyteckie konezy Saks w 1922 r. doktoratem. Praca
jego Przycezynek do topologii powierzchni obszardw plaskich byla czeSciowo
wydruokowana w Fundamentach (p. [4]). Promotorem byl prof. Stefan

1y W Archiwum UW znajduje sie podanie 8. Saksa o ponowne wpisanie go
w rejestr studentéw. Swa przerwe w studiach uzasadnial on m. in. udziatem w akeji
plebiscytowej na Goérnym Slasku.

W jednym z numeréw Przekroju w latach 1946-1950 ukazalo sig zdjecie 8. Saksa
zrobione w czasie akcji powstariczej na Slasku (preyp. red.).
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Mazurkiewicz. Saks habilituje sie na Uniwersytecie Warszawskim w roku
akademickim 1926/1927 i zostaje zatrudniony jako docent Uniwersy-
tetu Warszawskiego w latach 1927-1939, zachowujac asystenture na
Politechnice.

Piszac o tym okresie nalezy nieco bardziej szczegélowo uwzglednié
prof. Sierpinskiego, ktérego wplyw na osobe Saksa byl co najmniej tak
wazny, jak wplyw Mazurkiewicza.

,/4//7

1938

Stanistaw Saks w karykaturze L. JeSmanowicza

W 1915 r. Sierpinski — jako profesor Uniwersytetu Lwowskiego —
zostal wywieziony przez okupacyjne wiladze rosyjskie do Moskwy, gdzie
przebywat do 1918 r. Wrécil wtedy do wolnej Warszawy i otrzymat
profesure na Uniwersytecie. Pobyt w Moskwie, gdzie nawigzat bliski
kontakt naukowy i osobisty z prof. N. fiuzinem i jego uczniami (,,mos-
kiewska szkola matematyezna”), mial duzy wplyw na zainteresowania
i prace Sierpingkiego, a pofrednio i na kierunek matematyki polskiej.
fuzin byl wybitng indywidualnodcia matematyczng, i jemu oraz jego
uczniom i kolegom zawdzieczamy wiele klasyeznych twierdzen teorii
funkeji zmiennej rzeczywistej (mozna tu wspomnieé twierdzenic Jegoro-
wa o zbieznofei ciagéw funkeji mierzalnych; twierdzenie samego Yuzina
0 budowie funkeji mierzalnych; twierdzenia Chinczyna o rézniczko-
walnoéci funkeji i o calce Denjoy; twierdzenia Priwatowa o warto$ciach
granicznych funkeji analityeznych i harmonicznych, i wiele, wiele in-
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nycli). Wptyw Luzina i jego szkoty odbit sie w duzym stopniu na zainte-
resowaniach Saksa, jak to wida¢ wyraznie z jego prac.

Z kolei nalezy wspomnie¢ o wplywie szkoly matematycznej lwow-
skiej na Saksa. Hugo Steinhaus, ktory studiowat przed 1914 r. w Ge-
tyndze, przywiézt do kraju znajomos¢ nowych pradéw i osiggnie¢ w ana-
lizie matematycznej, a w szczegdlnosci w rodzacej sie analizie funkcjo-
nalnej. Ta ostatnia, o$wiezona nowymi i oryginalnymi ideami Banacha
i jego uczniow (Mazura, Schaudera, Kaczmarza, Orlicza, Ulama i in-
nych), nadaje specyficzny charakter i site matematyce Iwowskiej. Mozna
by powiedzie¢, ze gdy w matematyce warszawskiej dominuje topologia

i zmienna rzeczywista, to Szkota Lwowska
celuje w analizie funkcjonalnej. Powiedzenie
bardziej dobitne niz Sciste, gdyz od samego
poczatku obie szkoty miaty mocny wptyw
na siebie, zaréwno przez kontakty osobiste,
jak i wspolne prace; wielkg role odegrata
tu przyjazn osobista Sierpiriskiego i Banacha.
W 1929 r. wychodzi we Lwowie pierwszy
tom Studia Mathematica. Saks miat od samego
poczatku bliski kontakt ze Studiami i jeden
z najpiekniejszych wynikdw matematycznych
Saksa jest W teorii analizy funkcjonalnej
(0 czym nizej).
Powr6¢my do historii osobistej Saksa.
Po habilitacji w 1926 r. prowadzi on wyktady
zlecone na Uniwersytecie Warszawskim (obok ¢wiczenn na Politechnice)
az do wybuchu wojny w 1939 r. W okresie tym jest jednoroczna przerwa
(1931-1932), kiedy to, po otrzymaniu stypendium amerykanskiej Fundacji
Rockefellera, wyjezdza na rok do Stanéw Zjednoczonych, gtéwnie do Brown
University (w Proyidence, stan Rhode Island), gdzie wspdtpracuje
z prof. J. D. Tamarkinem (emigrantem z Rosji po 1917 r.). Wspotpraca
ta byta bardzo pozyteczna nie tylko z uwagi na jej tre$¢ czysto naukowa.
Tamarkinowi zawdzigczamy bardzo wiele. Umozliwit on (stypendia) mate-
matykom polskim kontakty osobiste z zagranica, p6zniej organizowat po-
moc przy odbudowie biblioteki seminarium matematycznego w Warszawie
po jej zniszczeniu w czasie ostatniej wojny.

W okresie, 0 ktorym mowimy, talent matematyczny Saksa rozwija sie
w catej petni. Sprzyja temu charakter srodowiska matematycznego war-
szawskiego, pelnego utalentowanej miodziezy zainteresowanej w pracy
naukowej, a w szczegolnosci w biezacych osiggnieciach swych profesoréow.
Dtugoletnia wspotpraca miedzy profesorami a uczniami jest tu zjawiskiem
normalnym.

Saks byt wyjatkowo utalentowanym wyktadowcag. Precyzja, jasnos¢
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i elegancja jego stylu byly bardzo atrakcyjne i przyciggaly sluchaczy,
do czego nalezy dodaé osobisty zyczliwo$é przy organizowaniu pracy
i wspblpracy naukowej studentéw. Mial on bliskie kontakty naukowe
i z innymi $rodowiskami matematyeznymi (w szczegélnosei Lwowem
i Wilnem). W Warszawie wspélpracowal najblizej moze z Aleksandrem
Rajchmanem i Zygmuntem Zalcwasserem, a nieco pdzniej z Edwardem
Marczewskim, Romanem Sikorskim i Samuelem Eilenbergiem.

Zalcwasser (zamordowany w Treblince, 1943) i Rajchman (zmarl
w 1940, Dachau) byli bardzo zainteresowani teoria rézniczkowalnosei
funkeji zmiennej rzeczywistej i tu ich kontakt z Saksem i Sierpinskim
mial niewatpliwie duzy wplyw na polskie osiggniecia w tej dziedzinie.
Sierpiniskiego moze najbardziej interesowaly aspekty bairowskie tej
teorii; pojecia zbioréw G, i F,, zbioréw pierwszeji drugiej kategorii itp.,
wystepuja stale w jego wykladach i pracach oraz pracach jego uczniéw.
Zainteresowania Saksa szty w réwnej mierze w kierunku metrycznym
(lebesgue’owskim) teorii i jego najpiekniejsze osiggniecia s3 moze w sym-
biozie tych dwdch kierunkow.

Méwigce o talencie pedagogicznym Saksa nalezy wspomnieé o dwoeh
jego ksiazkach Zarys teorit calki [I,] i (napisanej wspdlnie z autorem ni-
niejszego artykulu) Teorit funkcji analitycznych [1,].

Pierwsza z nich, ktéra — znacznie rozszerzona — ukazala sie pdiniej
w tlumaczeniach: francuskim, angielskim i rosyjskim, pozostaje dzielem
klasycznym i dotychezas nie zastapionym. Jest to rzecz rzadko spoty-
kana, by ksiazka w tej dziedzinie zachowala swa warto$é i zywotno§é
przez tak dlugi czas. Byla ona nastepezyniag dwu innyeh klasyeznych
dziel w tej dziedzinie: Lebesgue’a i de la Vallée-Poussina, ale byla pierw-
sz, ktora wyszla w traktowaniu catki poza przestrzenie euklidesowe,
co bylo uogélnieniem bardzo istotnym. Zawiera tez bibliografi¢, bardzo
szczegblowa, z jednym tylko (charakterystycznym) wyjatkiem: biblio-
grafia ta nie zawiera ani jednej pracy napisanej przez samego Saksa
(choé prace jego napisane wspélnie z innymi sa starannie i szczegdlowo
cytowane).

Teoria funkeji analitycznych, ktéra réwniez ukazala sie¢ w tlumacze-
niach angielskim i francuskim, jest przede wszystkim podrecznikiem
uniwersyteckim. Oryginalnoécia jej jest m. in. podejscie do twierdzenia
Cauchy’ego przez twierdzenie Rungego o aproksymowalnosei funkeji
holomorfiecznych w zbiorze otwartym przez funkcje wymierne majace
bieguny poza tym zbiorem. To podejécie, ktérego twérea byt Saks, usuwa
nieco klopotliwe elementy topologiczne klasycznego dowodu.

v Zblizamy sie do korca zycia osobistego Saksa i tu natrafiamy na
sprawy bolesne dla Polaka. Pod koniec lat trzydziestych wybitna rola
Saksa w matematyce byta tak znana zaréwno w kraju, jak i za granica,
Ze bylo rzecza naturalng powolanie go na wakujace stanowisko profesora
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matematyki na Uniwersytecie Warszawskim, 1 taki wniosek zostal wy-
suniety (2). Niestety, istniejace woéwezas w naszych warunkach prady
nacjonalistyczne i rasistowskie, ktére dotarly i do $rodowisk uniwersy-
teckich, uczynily ten wniosek nierealnym i zostal on wycofany na zyeze-
nie samego Saksa. RoOwniez profesorowie matematyki Uniwersytetu
Stefana Batorego wystapili z wnioskiem o powolaniu go na katedre
w Wilnie (3). Zdawalo sie, ze wniosek ten mial wszelkie szanse pomysine-
go zalatwienia. Tragedia wrzeSnia 1939 r. zamknela i te droge.

Po wybuchu wojny Saks zostal zmobilizowany i wraz z wycofujgecym
sie wojskiem znalazl sie w okolicach Lwowa. W latach 1940-1941 byl
zatrudniony na Uniwersytecie' Lwowskim w katedrze kierowanej przez
S. Banacha. W jaki$§ czas po zajeciu Lwowa przez Niemcow wrdcit do
Warszawy. Zaaresztowany jesienia w 1942 r., zgingl zamordowany przez
Gestapo 23 listopada tegoz roku. Zostawil syna Marka i zone Zofie z Ko-
rzeniowskich. Zostawil tez po sobie pamieé nie tylko wybitnego ueczo-
nego, ale i wyjatkowo szlachetnego czlowieka. Dla tych, ktérzy go znali
blizej, pozostanie on na zawsze pieknym wspomnieniem.

T

Y

Przejdzmy teraz do omdwienia gléwnych osiggnieé Saksa rozpoczy-
najac od jego wynikéw w teorii rézniczkowalnosei catek i funkeji.

Punkty przestrzeni euklidesowej n-wymiarowej R" oznaczaé¢ bedziemy
przez « = (#,,...,%,), a dla funkeji okre§lonych w jakim§ podzbiorze
F < R™ uzywaé bedziemy znakowania f(®y,...,x,) lub f(r). Rozwazaé
bedziemy gléwnie funkeje rzeczywiste mierzalne (w sensie Lebesgue’a),
‘okre$lone badZz w calej przestrzeni R", badz tez w jakim§ przedziale

(@) @ <@ < by enny 4, <3y <D,

(?) W posiadaniu Marka Saksa znajduje sie list dziekana 8. Mazurkiewicza do
doc. 8. Saksa komunikujgey, ze Rada Wydzialu ,na posiedzeniu dnia 21 stycznia
1936 r. uchwalila powola¢ Pana Docenta na III Katedre Matematyki, wakujaeca
na Wrydziale Matematyczno-Przyrodniczym U.J.P. po przeniesieniu p. prof. dra
Kazimierza Zorawskiego w stan spoczynku z dniem 1 wrzeénia 1935 r. Wobec po-
wyzszego prosze Pana Docenta o powiadomienie mnie, na pismie, czy zgadza sie
Pan na objecie tej katedry w charakterze profesora nadzwyeczajnego.” (Przyp. red.)

(8) Oto fragment listu datowanego 13. I. 1932, wyslanego przez tamtejszego
dziekana do S. Saksa przebywajgcego wowezas w Cambridge (Massachussets): ,Jest
mi milo zakomunikowaé Szanownemu Panu, ze na wniosek Komisji dla obsadzenia
wakujacej Katedry Matematyki na naszym Wydziale, Rada Wydzialu na posie-
dzenin w dniu 12 styeznia br. uchwalila jednoglo$nie powolaé Pana Doktora na sta-
nowisko profesora nadzwyczajnego matematyki na Wydziale Matematyczno-Przy-
rodniczym Uniwersytetu Stefana Batorego w Wilnie od dnia 1 kwietnia br. Jakkol-
wiek prof. Zygmund oéwiadezy! mi, ze Szanowny Pan przychylnie odniesie sig do
narzej propozyeji, to jednak dla zalatwienia formalnoSei...” (preyp. red.)
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tej przestrzeni. Gdy b; —a; nie zalezy od j, przedzial @ nazywaé bedziemy
kostkg. Miare zbioru F mierzalnego (w sensie Lebesgue’a) oznaczaé be-
dziemy przez |E|; dla miary zewnetrznej dowolnego (niekonieecznie mie-
rzalnego) zbioru # < R™ uzywaé bedziemy znakowania |E|,. Oczywiscie

]Qo] = (bl‘“al) R (bn _‘an)'

Gdy zmienny przedzial @ zawiera okreslony punkt x, a $rednica @
zdaza do 0, to moéwimy, ze @ Sciqga si¢ do « i piszemy @ Nz. Gdy @ Nz
i stosunek boku najwiekszego do najmniejszego pozostaje ograniczony,
bedziemy moéwié, ze @ $ciaga si¢ regularnie do x i pisad: @ Nz (reg.)

W wielu dowodach teorii calki wystarczy rozwazaé przypadek n = 2,
ktory jest typowy; rozciagniecie dowodoéw na Wypadek ogolnego n ]esﬁ
czesto zwykle formalnoscia.

Podstawowe twierdzenie Lebesgue’a mowi, ze gdy f jest funkcjq calko-
walna, to dla prawie kaidego punktu x

: 1i
W ] ff e

Jednym z najciekawszych zag a,dmen teorii calki jest pytanie: kiedy
W powyzszym twierdzeniu warunek regularno$ci w zatozeniu @ wx moze
by¢ opuszezony (lub ostabiony)? Jednym z pierwszych wynikow Saksa,
podanym juz w jego polskiej ksigzce o catee, jest dowdd, Ze ma to miejsce,
gdy f jest funkecjg ograniczona; szezegllnie wazny jest tu przypadek,
gdy f jest funkejg charakterystyczng zbioru (otrzymujemy wtedy tzw.
twierdzenie o punkiach gestosci zbioru).

Oczywidcie warunek ograniezonogci funkeji f (ktéry w naszym wy-
padku jest rdwnowazny warunkowi lokalnej ograniczonosci) jest bardzo
restryktywny i obecnie mamy znacznie mocniejsze twierdzenie, ale wynik
Saksa byl historyeznie pierwszym, w ktérym regularno$é przedziatéw @
nie jest zakladana. Wynik ten byl bardzo pochlebnie oceniony w pracy
Frydervka Riesza, jednej z czolowych postaci w historii ealki Lebesgue’a
(Fund. Math. 22, 1934). Saks pokazal rowniez (niezaleznie od niego zro-
bili to rowniez Busemann i Feller), ze bez zalozenia regularnodci prze-
dziatlow @ relacja (1) moze byé falszywa wszedzie dla funkeji f, o ktdrej
zakladamy wylacznie calkowalnoéé.

Ten negatywny wynik podal Saks réwniez w innej, mocniejszej po-
staci, ktéra zasluguje na uwage, gdyz jest prototypem sformulowan
innyeh podobnyeh twierdzen. Wykazal on mianowicie, ze w przestrzeni
L funkeji f catkowalnych na R™, mamy, pomijajac zbior funkecji pierwszej
kategorii Bairé’a, relacje

limsup z;—l f f=+
Q

QN z

w kaidym punkcie x € R™.
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Zagadnienie r6zniczkowalno$eci catki Lebesgue’a jest obecnie w pew-
nym sensie rozwigzane. Wynik Jessena, Marcinkiewieza i autora niniej-
szego artykulu (Fund. Math. 25, 1936) méwi, ze gdy calkowalna (czy
tez tylko lokalnie catkowalna) jest nie tylko funkcja f, lecz i funkcja

(2) ~ IfiQog* i,

to réwnosé (1) zachodzi dla prawie kazdego punktu x (w szczegélnosei

mamy ja, gdy feL”, p>1); warunek lokalnej cailkowalnosci funkeji

(2) jest tu istotny. Saks otrzymal tu bardzo precyzyjny negatywny wy-

nik udowadniajac (p. [39]), ze dla kazdej funkeji o(t) >0 (¢ > 0) takiej, ze
limint o(8)/t = 0, '

>0

istnieje funkcja calkowalna f> 0 taka, ze funkcja
a(f)e(f) (log™ f)"~

jest calkowalna, a jednoczesnie

limsup — 0 ff +oo

QNz

w kazdym punkecie z.

Roézniczkowalno§é catki ma odpowiednik w rézniczkowalno$ei pola
powierzchni. Rozwazmy dla prostoty pole powierzchni S: z = f(a: Y),
gdzie f jest funkeja ciggla, okre§lona w prostokacie K: a <z < a', b <
< y < b’. Stosujae ogblnie przyjeta obecnie definicje, za pole powwrzchm
S uwazamy granice dolng pél wielo$cianéw

p(z,y) (e<e<a, b<y<d),

gdy p(z,y) zdaza jednostajnie do f(x, y). Podstawowy wynik zawdzie-
czamy tu Tonelliemu, ktory wykazal, ze pole S jest skoriczone wiedy @ tylko
wiedy, gdy f jest o wahaniu skovczonym w sensie Tonelliego; przez to ro-
zumiemy, ze wahanie (jordanowskie) funkeji f tralitowa.nej przy ustalo-
nym  wylgcznie jako funkeje zmiennej y, b <y < b’, jest funkeja catko-
walng zmiennej « na odeinku a < # < @’ i analogicznie przy zmienionej
roli z i v.

Jest rzeczg niemal oczywista, ze jezeli f(x, ¥) jest o wahaniu skoticzo-
nym w sensie Tonelliego, to df/dx i df/dy istnieja prawie wszedzie. Wynik
Saksa [13] glosi, ze wtedy, ponadto, w prawie kazdym punkeie (x, y) € K

mamy
. 18(@) (@f 2 ('3f )2]1'2
lim = ICE C
Ql\a: Q] [1+ 307) + oy ’

gdzie @ oznacza kwadrat zawierajacy punkt (z,y) i $ciagajacy si¢ do
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tego punktu, |Q| jest miara @, za$ [S(Q)] jest miarg powierzehni 8 roz-
wazanej wylacznie na Q.

Klasyczny fakt, ze krzywa prostowalna y = f(x) ma styczng prawie
wszedzie, nasuwa pytanie, czy powierzchnia z = f(x,y) o skonczonym
polu musi mieé plaszezyzne styczng prawie wszedzie. Ze tak nie musi
byé, pokazal Saks w pracy [34] konstruujac w kwadracie jednostkowym
funkcje ciagta z = f(x, y), ktoéra jest na kazdym odcinku tego kwadratu
absolutnie ciggla, ma tam wahanie absolutne <1 (a wige pole tej po-
wierzehni jest skonczone), a jednak plaszezyzna styczna nie istnieje
w zadnym punkecie.

Rozwazmy funkcje rzeczywista f(x) zmiennej rzeczywistej okreSlong
w pewnym otoczeniu punktu x,. Liczby

limsup F(@o+h) —f(z,) lim int S(@o+1) —f (@)

’
h— +0 h h—> +0 h

nazywamy odpowiednio gérng i dolng prawq pochodna Diniego funkeji
f w punkcie i oznaczamy przez D* f(x,), D, f(x,). Zastepujac tu waru-
nek h— -0 przez h — —0 definiujemy odpowiednio gérna i dolng lewa
pochodng Diniego, D~ f(x,), D_f(x,). Kazdg liczbe pofredniag miedzy
tymi czterema pochodnymi nazywaé bedziemy posrednia pochodng Di-
niego. Oczywifcie f jest rézniczkowalna w punkcie z, wtedy i tylko wtedy,
gdy wszystkie cztery pochodne Diniego sg tam skonczone i sobie réwne.

Teoria pochodnych Diniego jest bardzo obszerna i pierwsze glebokie
wyniki zawdzieczamy tu Denjoy, ktéry jednak ograniczal sie do rozwa-
zania funkeji cigglych. Wyniki Denjoy byly uogdlnione przez Pana i Pa-
nig Young na funkecje mierzalne, ale Saks w pewnym sengie zamknat
te teorie, rozeiagajac wyniki Denjoy (i innych) na wszystkie funkcje,
mierzalne lub nie. Wyniki te ida w réznych kierunkach i zbyt trudne by-
loby wyczerpujace ich tu przedstawienie. Wybierzemy kilka.

Niech F bedzie dowolnym zbiorem punktéw na osi rzeczywistej,
a f(x) funkeja okre§long na K. Méwimy za Luzinem, zZe f spelnia na E
warunek N, jezeli f przeksztaleca kazdy podzbiéor E miary 0 na zbior
miary 0. fiuzin wykazal, ze kazda funkcja f(z), a < ¢ < b, ktéra jest
rézniezkowalna na zbiorze E i ma tam pochodng réwng zeru, musi z ko-
niecznosei spelnia¢ na E warunek N. Uogoélniajac ten wynik Saks [7)]
dowiddl, ze konkluzja zachodzi, jezeli zalozymy tylko, ze w kazdym
punkeie zbioru F choé jedna z pochodnych Diniego funkeji f jest réwna 0.
Wiasno§é N jest waznym pojeciem, choé dotychczas niezbyt dobrze
rozumiemy jego role w analizie.

Saks [7] wykazal réwniez, ze jezeli funkecja ciagla f(x), o <o < b,
jest prawie wszedzie rozniczkowalna i ma pochodng f' catkowalng w sen-
sie Lebesgue’a, czy tylko w sensie Denjoy—Perrona, to warunkiem ko-
niecznym i wystarczajacym na to, by f byla calka swej pochodnej, jest
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by f spehiala warunek N. Podal on tez warunek konieczny i wystarcza-
jaey podobnego typu na to, by funkcja majgca prawie wszedzie pochodng
catkowalna w sensie Lebesgue’a byla sama o wahaniu skonezonym.

Pojecie pochodnych Diniego mozna wprowadzié¢ dla funkeji przedziatu
w przestrzeni n-wymiarowej. WeZmy, dla prostoty, n = 2 i niech F(J)
bedzie funkeja addytywna prostokata J. Jezeli J zawiera punkt (x,y)
i Scigga sie do (xz,y), to liczby

limsup F(J)/|J| oraz liminf F(J)/|J|

Jx(z, ¥) . JNA(z, )
bedziemy oznacza¢ odpowiednio przez F*(w,y) i F*(x,y) i nazywaé
moeng gorng 1 dolnag pochodng fumkcji F w punkeie (@, y). Jezeli obie
liczby sg réwne, to ich wsp6lng warto§é oznaczaé bedziemy przez F*(x, y)
i nazywaé mocng pochodng funkeji F w punkcie (z,y).

Jezeli w powyzszej definicji przez J rozumieé bedziemy kwadrat
zawierajacy punkt (z,y), to F*(x,y) — jezeli istnieje — oznaczaé¢ be-
dziemy przez F'(x,y) i mowié, ze F jest roéniczkowalna w punkeie (z, y).
Gléwny wynik Saksa [43] moéwi, ze jezeli F*(x,y) > —oo w kaidym
punkeie zbioru E < R2, to funkeja F jest roéniczkowalna i ma pochodng
' skonczong w prawie kazdym punkcie zbioru F. Wynik ten pozostaje
prawdziwy dla kazdego n.

Jeszeze jeden pokrewny wynik, ktéry tym razem dotyczy nie funkeji,
ale podzbioréw przestrzeni R". Ograniczymy sie znéw do przypadku
n =2,

Niech F bedzie podzbiorem R?2 i niech a € E. Polprosts ¢ wychodzgca
z a nazywaé bedziemy pdlstyczng posredniq (zbioru E w punkecie a), je-
zeli istnieje cigg punktéw a, € B, réznych od a, zdazajacych do a i ta-
kich, ze pélprosta wa, zdaza do ¢. Linie prosta przechodzaca przez a,
utworzong przez dwie polstyczne posrednie do £ w punkeie a4 nazywa-
my styeznqg do E w punkeie a.

Zbiér polstyeznych pofrednich dla F w punkecie a € ¥ nazywaé be-
dziemy contingensem zbioru E w punkecie a i oznaczaé przez contgga.

Saksowi [42] zawdzieczamy tu nastepujace twierdzenie:

(a) Dla katdego zbioru E < R? zbior A tych punktow ac B, gdzie
contgiza nie jest calg plaszczyzna, jest sumaq przeliczalnej ilosci lukéw ciq-
glych 1 prostowalnych.

(b) W kazdym punkcie zbioru A, pomijajac jego podzbior o diugosct
0, contingens E jest badié polplaszczyznag, badé tez prostq styczng do H.

Laczy sie z tym twierdzeniem nastepujacy wynik [6] dotyczacy
stycznych do krzywych plaskich:

(¢) Dla krzywej plaskiej C zbior stycznych do niej, wychodzqeych z jed-
nego punktu, ma miare dwuwymiarowy zero, chyba ze wierzcholek tego peku
stycenych jest na krzywej.
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Liczne sa osiagniecia Saksa w analizie funkecjonalnej (patrz ponizszy
artykul), ale jedno jest specjalnie wazne i zasluguje na wyrdznienie,
gdyz malo osOb orientuje si¢ w historii tego twierdzenia.

W polowie lat dwudziestych Banach i Steinhaus zglosili do Funda-
mentéw prace Sur le principe de condensation de singularités. Dajg oni
tam twierdzenie ,o0 zageszczeniu osobliwogci” w terminach analizy
funkejonalnej, dla ciagéw operacji liniowych okre§lonych w jakiej§ prze-
strzeni Banacha. Sformulowanie ogélne i abstrakcyjne, otrzymane zna-
ng metody superpozycji ,coraz to mocniejszych osobliwosei”. Samo
twierdzenie brzmi: Niech wu,(x) bedzie ciggiem ograniczonych lintowych
operacji okreslonych w przestrzeni Banacha E, i niech |ju,|| bedzie norma
operacji w,. Jezeli sup |ju, (x)|| jest skoriczone w katdym punkecie x zbioru
I drugiej kategorit w E (w szczegdlnodei, jezeli jest ono skoviczone w kazdym
punkcie x € K, to ciag |lu,| jest ograniczony. Innymi stowy, istnieje taka
stala 1, ze

lu, (@) < Mlz]| dla xel,n=1,2,...

Redakeja Fundamentéw przesltala prace Saksowi jako recenzentowi.
Saks znalazl zupelie inny dowdd, oparty na pojeciu kategorii Baire’a,
dowdd, ktéry stal sie klasyeznym wzorem dla wielu innyeh rozumowan.
Jest to moze jeden z najpiekniejszych wynikéw Saksa, ale o jego tu roli
malo kto wie, gdyz w pracy owej nie jest podkres§lone, ze mamy tu zu-
pelnie nowsa metode, nie wyjasnione jest tez, na czym polega jej réznica
w stosunku do pierwotnej metody Banacha i Steinhausa (4).

Oméwimy teraz gléwny wynik Saksa w teorii funkeji podharmonicz-
nych, dziedzinie, gdzie funkcje analityczne oraz funkcje ogélne zmiennej
rzeczywistej ocieraja si¢ o siebie. Teoria ta zawsze interesowata Saksa,
a dla czytelnika polskiego specjalnie ciekawy jest (jeszeze teraz) artykul
monograficzny Saksa [27], napisany po polsku, gdzie daje on szezegdto-
wy, elementarny i wielce oryginalny opis tej teorii.

Ograniczajac sie dla prostoty do wypadku (typowego) funkeji rzeczy-
wistej trzech zmiennych, méwimy ze funkcja u(P) jest podharmonicena
w obszarze G, jezeli w kazdym punkeie P, € G i dla kazdej kuli o Srodku
P, zawartej w G, liczba u(P,) nie przekracza Sredniej wartosci 4 na po-
wierzchni naszej kuli. Mamy tu wiec do czynienia z uogdlnieniem pojecia
funkeji wypuklej jednej zmiennej na przestrzen wielowymiarows i stad,
czesciowo, znaczenie tej teorii. Jeden z jej gldwnych wynikow (ktéry
zawdzieczamy 1. Rieszowi) moOwi, ze funkeja u jest podharmoniezna

() Banach i Steinhaus w przedmowie do swej pracy (Fund. Math. 9, 1927)
stwierdzili, ze ,Saks czytajac nasz rekopis zauwazyl, ze dowody w §2 mogsy byé
znaczhie uproszezone. Zrezygnowalismy wige z naszego wlasnego tekstu, zastepujae
go tekstem Saksa. W ten sposéb unikneli§immy pewnych doéé zmudnych rachunkdw”
(preyp. red.)
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wtedy i tylko wtedy, gdy jest sumg funkeji harmonicznej oraz potencjalu
newtonowskiego masy dodatniej (p. [49]).

Opierajgc si¢ na tym, Saks wykazal — i to jest jego gléwne osiagnie-
cie w tej teorii — ze funkeje podharmoniczne maja prawie wszedzie to,
co mozna by nazwaé uogdlnionym laplasjanem, a wiec co§ w rodzaju dru-
giej pochodnej (opuszczamy Scisty definicje jako zbyt techniezna). Jest
to wazny wynik, uogdlniajacy osiagniecia wybitnych matematykéw pra-
cujacych w tej dziedzinie. Praca [49], ktéra ten wynik zawiera, jest
ostatnia praca Saksa, jaka ukazala sie w druku.

Oczywidcie niniejszy artykul jest bardzo niekompletnym przedsta-
wieniem osiaggnieé¢ Saksa, daje jednak pewien obraz zagadnien, ktére
interesowaty Saksa, a péZniej jego uczniéw.

P. WoJiTAszczYK (Warszawa)
O pracach S. Saksa z analizy funkcjonalnej

Z wynikéw S. Saksa z zakresu analizy funkcjonalnej zZywy ciagle
wplyw na wspoélczesne badania wywierajg: wspolna z Banachem praca
[26] oraz cykl prac [35], [36], [46]. ,

W pracy [26] autorzy pokazali, ze w przestrzent L,(0,1), 1 < p < oo,
z kazdego ciggu ogramiczonego f, moina wybraé podcigg f, limesowalny
w normie metodq pierwszych Srednich, tzn. taki, ze dla pewnego f e L,(0, 1)

lim ”m—l (fnl + .. +fﬂm) —f” = 0.

Powyzszg wlasno§é nazywamy wlasnoéciag Banacha—Saksa. Wlasnodé
ta, laczaca w bardzo prosty sposéb zbieznofé stabg z normowa, przycia-
gata uwage wielu matematykow. S. Kakutani [F] udowodnil, ze wlasnogé
te ma kazda przestrzen jednostajnie wypukla. Z ciekawszych i nowszych
wynikéw na ten temat mozna wymienié podany przez A. Baernsteina II
[A] pierwszy przyklad przestrzeni refleksywnej nie majgcej wlasnosci
Banacha—Saksa oraz przyklad J. Bourgaina [B] przestrzeni X z wlas-
no$cia Banacha—Saksa, lecz takiej, ze L,(X) tej wlasno§ci juz nie ma.

Duzo wiekszy wplyw wywarly jednak prace [35], [36], [46]. Uogol-
niajac wezesniejsze wyniki H. Hahna [E]i O. Nikodyma [G] i [H], w pra-

¢ .



