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wtedy i tylko wtedy, gdy jest sumg funkeji harmonicznej oraz potencjalu
newtonowskiego masy dodatniej (p. [49]).

Opierajgc si¢ na tym, Saks wykazal — i to jest jego gléwne osiagnie-
cie w tej teorii — ze funkeje podharmoniczne maja prawie wszedzie to,
co mozna by nazwaé uogdlnionym laplasjanem, a wiec co§ w rodzaju dru-
giej pochodnej (opuszczamy Scisty definicje jako zbyt techniezna). Jest
to wazny wynik, uogdlniajacy osiagniecia wybitnych matematykéw pra-
cujacych w tej dziedzinie. Praca [49], ktéra ten wynik zawiera, jest
ostatnia praca Saksa, jaka ukazala sie w druku.

Oczywidcie niniejszy artykul jest bardzo niekompletnym przedsta-
wieniem osiaggnieé¢ Saksa, daje jednak pewien obraz zagadnien, ktére
interesowaty Saksa, a péZniej jego uczniéw.

P. WoJiTAszczYK (Warszawa)
O pracach S. Saksa z analizy funkcjonalnej

Z wynikéw S. Saksa z zakresu analizy funkcjonalnej zZywy ciagle
wplyw na wspoélczesne badania wywierajg: wspolna z Banachem praca
[26] oraz cykl prac [35], [36], [46]. ,

W pracy [26] autorzy pokazali, ze w przestrzent L,(0,1), 1 < p < oo,
z kazdego ciggu ogramiczonego f, moina wybraé podcigg f, limesowalny
w normie metodq pierwszych Srednich, tzn. taki, ze dla pewnego f e L,(0, 1)

lim ”m—l (fnl + .. +fﬂm) —f” = 0.

Powyzszg wlasno§é nazywamy wlasnoéciag Banacha—Saksa. Wlasnodé
ta, laczaca w bardzo prosty sposéb zbieznofé stabg z normowa, przycia-
gata uwage wielu matematykow. S. Kakutani [F] udowodnil, ze wlasnogé
te ma kazda przestrzen jednostajnie wypukla. Z ciekawszych i nowszych
wynikéw na ten temat mozna wymienié podany przez A. Baernsteina II
[A] pierwszy przyklad przestrzeni refleksywnej nie majgcej wlasnosci
Banacha—Saksa oraz przyklad J. Bourgaina [B] przestrzeni X z wlas-
no$cia Banacha—Saksa, lecz takiej, ze L,(X) tej wlasno§ci juz nie ma.

Duzo wiekszy wplyw wywarly jednak prace [35], [36], [46]. Uogol-
niajac wezesniejsze wyniki H. Hahna [E]i O. Nikodyma [G] i [H], w pra-
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¢y [36] Saks pokazal nastepujacy fakt (wyrazony w nieco uwspoéiczesnio-
nej terminologii):

Niech F, bedzie ciagiem przeliczalnie-addytywnych funkeji zbioru
{o wartociach w R), bezwzglednie ciqglych wzgledem pewnej miary p na
zbiorze E. Wowczas

(a) jezeli dla kazdego zbioru mierzalnego X < B ciqg liczbowy I, (X)
zbiega do gramicy F(X), to funkcja zbioru F(X) jest tez bezwzglednie ciqgia
wzgledem p;

(b) jezeli dla Fkazdego zbioru mierzalnego X < H

limsup |7, (X)] < oo,

o istnieje stata M taka, ze |F,(X)| < M dla kaidego X <« B in =1,2,...
Twierdzenie to, zwane obecnie twierdzeniem Vitaliego-Hahna—Saksa,
jest podstawowym narzedziem w badaniach Kklasycznych przestrzeni
Banacha L,(u) i O(K), a jego uogdlnienie na przypadek miar wektoro-
wych odgrywa zasadnicza role w badaniu tyeh miar (por. [D]).
Jednakze gléwna rola, jaka odegraly prace [35], [36], [46], nie po-
legala na uzyskanych wynikach, lecz na metodzie dowodowej: Saks
pierwszy zastosowal w tym kontekscie metode kategorii Baire’a uzywajac
jej dla przestrzeni zbiordw mierzalnych z pseudometryka okre§long jako
miara réznicy symetrycznej. Metoda ta stata sie od tej chwili standardowa.
Metoda Saksa stala sie punktem wyjseia nowego watku badan w ana-
lizie funkcjonalnej. Saks rozpatrywal przestrzen L,(u). Dla kazdego
zbioru mierzalnego X < E rozpatrywal funkcjonat yx(f) = [ fdu,
X

ktéry w naturalny sposéb mozna utozsamiaé z yx, funkeja charaktery-
styczng zbiorn X. Mozna wiec powiedzied, ze Saks rozpatrywat podzbior
L.(p) zlozony z funkeji charakterystycznych zbioréw mierzalnych,
jednakze metryka na tym podzbiorze nie byla metryka indukowana
z L, (u), lecz metrykg z L, (u) (zauwazmy, ze miara réznicy symetrycznej
zbiorow X, i X, toEf({xXl —Xx, |dn)).

Zostato to zauwazone i nastepujaco sformalizowane przez W. Orlicza
([1], str. 240): Niech X bedzie przestrzenia unormowana z normsa |||
i niech |-||* bedzie inng norma okre$long na X. W zbiorze R elementow
x € X spehiajacych nieréwno§é [#]| <1 okre§lamy odleglo§é miedzy ele-
mentami z,y € R formuly d(z,y) = lv —yl*. Jezeli ta przestrzen me-
tryczna jest zupelna, to jest ona nazywana przestrzeniq Saksa.

Definicja ta byla modyfikowana i uogllniana przez réznych auto-
row, zawsze jednak chodzilo o dwie normy, dwie topologie itp. Czytel-
nika zainteresowanego ta problematyka odsylamy do monografii [C].

Analizy funkcjonalnej dotyezg réwniez prace [24] i [47], majace
obecnie wylgcznie historyezng warto§é. Z kronikarskiego obowigzku
odnotujmy ich tre§é. W pracy [24] autor pokazuje, ze operator liniowy
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i ciggly U: 1, -1, jest suriekcja wtedy i tylko wtedy, gdy U(l,) jest
drugiej kategorii, a takze wtedy i tylko wtedy, gdy U* jest izomorficznym
wlozeniem (jest to szezegdélny przypadek ogélnych twierdzen Banacha).
Praca [47] zawiera inny dowod znanego juz wéwezas faktu, ze kazdy
tunkcjonal liniowy i ciagly na O(K), K metryczne i zwarte, moze byé
przedstawiony jako calka wzgledem pewnej miary na K.

Prace cytowane

[A] A. Baernstein II, On reflexivity and summability, Studia Math. 42 (1972),
str. 91-94.

[B] J. Bourgain, On the Banach-Saks property in Lebesgue spaces, Vrije Univer-
siteit, Brussel, preprint, 1979.

[C] J. B. Cooper, Saks spaces and applications to functional analysis, North Hol-
land, Amsterdam 1978. )

[D] J. Diestel and J.J. Uhl, Vector Measures, AMS Mathematical Surveys 15,
Providence 1977.

[E] H. Hahn, Uber Folgen linearer Operationen, Monatshefte fiir Mathematil
und Physik 32 (1922), str 1-88.

[F1 8. Kakutani, Weak convergence in uniformly convex spaces, Tohoku Math. J.
45 (1938), str. 188-193.

[G] O. Nikodym, Sur les familles bornées de fonctions parfaitement additives d’en-
semble abstrait, Monatshefte fiir Mathematik und Physik 40 (1933), str. 418-26.

[H] —, Sur les suites convergenles de fonctions parfaitement additives d’ensemble
abstratt, ibidem 40 (1933), str. 427-32. .

[1] W. Orlicz, Linear operations in Saks spaces (I), Studia Math. 11 (1950), str.
237-272. )

Bibliografia Stanislawa Saksa *

A. Ksigzki

[I,] Zarys teorii calki, Warszawa 1930.

[I,] Théorie de lintégrale, Monografie Matematyezne t. 2, Warszawa 1933.

[I;] Theory of the integral, Monografie Matematyczne t. 7, Warszawa 1937.

[1,] (z A. Zygmundem) Funkcje analitycene, Monografie Matematyczne t. 10, War-
szawa 1939 (oraz poéZniejsze wydania polskie, francuskie i angielskie).

B. Artykuly

[1] Sur Véquivalence de deux théorémes de la Théorie des ensembles, Fund. Math. 2
(1921), str. 1-3.

[2] (z A. Rajchmanem) Sur la dérivabilité des fonctions monotones, ibidem 4 (1923),
str. 204-213.

* Bibliografi¢ opracowal P. Wojtaszczyk. Warto zwrécié uwage, ze pracy
[38] nic ma w spisie prac A. Zygmunda opublikowanym w Wiadom. Mat. 19 (1976),
str. 119-125 (przyp. red.).



