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wtedy i tylko wtedy, gdy jest sumą. funkcji harmonicznej oraz potencjału 
newtonowskiego masy dodatniej (p. [49]).

Opierając się na tym, Saks wykazał — i to jest jego główne osiągnię­
cie w tej teorii — że funkcje podharmoniczne mają prawie wszędzie to, 
co można by nazwać uogólnionym laplasjanem, a więc coś w rodzaju dru­
giej pochodnej (opuszczamy ścisłą definicję jako zbyt techniczną). Jest 
to ważny wynik, uogólniający osiągnięcia wybitnych matematyków pra­
cujących w tej dziedzinie. Praca [49], która ten wynik zawiera, jest 
ostatnią pracą Saksa, jaka ukazała się w druku.

Oczywiście niniejszy artykuł jest bardzo niekompletnym przedsta­
wieniem osiągnięć Saksa, daje jednak pewien obraz zagadnień, które 
interesowały Saksa, a później jego uczniów.

P. W ojtaszczyk (Warszawa)

O pracach S. Saksa z analizy funkcjonalnej

Z wyników S. Saksa z zakresu analizy funkcjonalnej żywy ciągle 
wpływ na współczesne badania wywierają: wspólna z Banachem praca 
[26] oraz cykl prac [35], [36], [46].

W  pracy [26] autorzy pokazali, że w przestrzeni Lp{0, 1), 1 <  p <  oo, 
z każdego ciągu ograniczonego f n można wybrać podciąg f n limesowalny 
w normie metodą pierwszych średnich, tzn. taki, że dla pewnego f  e Lp(0 , 1 )

lim Hm- 1  ( /ni +  .. . + /„J  -/|| =  0 .

Powyższą własność nazywamy własnością Banacha-Saksa. Własność 
ta, łącząca w bardzo prosty sposób zbieżność słabą z normową, przycią­
gała uwagę wielu matematyków. S. Kakutani [P] udowodnił, że własność 
tę ma każda przestrzeń jednostajnie wypukła. Z ciekawszych i nowszych 
wyników na ten temat można wymienić podany przez A. Baernsteina II
[A] pierwszy przykład przestrzeni refleksywnej nie mającej własności 
Banacha-Saksa oraz przykład J. Bourgaina [B] przestrzeni X  z włas­
nością Banacha-Saksa, lecz takiej, że L Z{X)  tej własności już nie ma.

Dużo większy wpływ wywarły jednak prace [35], [36], [46]. Uogól­
niając wcześniejsze wyniki H. Hahna [E] i O. Nikodyma [G] i [H], w pra­
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cy [36] Saks pokazał następujący fakt (wyrażony w nieco uwspółcześnio­
nej terminologii):

Niech F n będzie ciągiem przeliczalnie-addytywnyeh funkcji zbioru 
(o wartościach w R ), bezwzględnie ciągłych względem pewnej miary p na 
zbiorze E. Wówczas

(a) jeżeli dla każdego zbioru mierzalnego X  <=. E ciąg liczbowy F n(X)  
zbiega do granicy F (X ) ,  to funkcja zbioru F{ X)  jest też bezwzględnie ciągła 
względem p ;

(b) jeżeli dla każdego zbioru mierzalnego X  c  F

limsnp \Fn{X)\ <  OO,

to istnieje stała M taka, że \Fn(X)\ <  M  dla każdego X  c  E i n = 1 , 2 , . . .
Twierdzenie to, zwane obecnie twierdzeniem Yitaliego-Habna-Saksa, 

jest podstawowym narzędziem w badaniach klasycznych przestrzeni 
Banacha L x(p) i G(K),  a jego uogólnienie na przypadek miar wektoro­
wych odgrywa zasadniczą rolę w badaniu tych miar (por. [D]).

Jednakże główna rola, jaką odegrały prace [35], [36], [16], nie po­
legała na uzyskanych wynikach, lecz na metodzie dowodowej: Saks 
pierwszy zastosował w tym kontekście metodę kategorii Baire’a używając 
jej dla przestrzeni zbiorów mierzalnych z pseudometryką określoną jako 
miara różnicy symetrycznej. Metoda ta stała się od tej chwili standardowa.

Metoda Saksa stała się punktem wyjścia nowego wątku badań w ana­
lizie funkcjonalnej. Saks rozpatrywał przestrzeń L x(p). Dla każdego 
zbioru mierzalnego X  cz E  rozpatrywał funkcjonał Xxif) == j  f^p?

który w naturalny sposób można utożsamiać z funkcją charaktery­
styczną zbioru X .  Można więc powiedzieć, że Saks rozpatrywał podzbiór 
L^ip)  złożony z funkcji charakterystycznych zbiorów mierzalnych, 
jednakże metryka na tym podzbiorze nie była metryką indukowaną 
z L^ip),  lecz metryką z L 1(p) (zauważmy, że miara różnicy symetrycznej 
zbiorów X x i X 2 to / ( |*Xj ~%x2W) ) -

E

Zostało to zauważone i następująco sformalizowane przez W. Orlicza 
([I], str. 240): Niech X  będzie pi*zestrzenią unormowaną z normą ||-|| 
i niech ||-||* będzie inną normą określoną na X .  W zbiorze B  elementów 
x  e X  spełniających nierówność l|a?|| <  1  określamy odległość między ele­
mentami s c , y e B  formułą d(x ,y )  =  ||a? — y||*. Jeżeli ta przestrzeń me­
tryczna jest zupełna, to jest ona nazywana przestrzenią Saksa.

Definicja ta była modyfikowana i uogólniana przez różnych auto­
rów, zawsze jednak chodziło o dwie normy, dwie topologie itp. Czytel­
nika zainteresowanego tą problematyką odsyłamy do monografii [C].

Analizy funkcjonalnej dotyczą również prace [24] i [47], mające 
obecnie wyłącznie historyczną wartość. Z kronikarskiego obowiązku 
odnotujmy ich treść. W  pracy [24] autor pokazuje, że operator liniowy
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i ciągły U: lp - + l p jest suriekcją wtedy i tylko wtedy, gdy U(lp) jest 
drugiej kategorii, a także wtedy i tylko wtedy, gdy U* jest izomorficznym 
włożeniem (jest to szczególny przypadek ogólnych twierdzeń Banacha). 
Praca [47] zawiera inny dowód znanego już wówczas faktu, że każdy 
funkcjonał liniowy i ciągły na C(K),  К  metryczne i zwarte, może być 
przedstawiony jako całka względem pewnej miary na K.
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