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ROCZNIKI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEMATYCZNEGO
Seria II: WIADOMOSCI MATEMATYCZNE XXIV (1982)

HELENA RASIOWA (Warszawa)

Prace Romana Sikorskiego z logiki matematycznej*

Roman Sikorski jest autorem lub wspélautorem 20 prac (w tym jedne;j
ksigzki) z dziedziny logiki matematyeznej (*), opublikowanych w latach
1950-1970. Prawie wszystkie poS§wiecone 83 metodom mnogo$ciowym,
topologicznym i algebraicznym w metamatematyceiwiazasi¢z teorig algebr
Boole’a oraz ogdlniej — z teorig krat i algebra uniwersalng.

Poszukiwanie zwigzkéw miedzy logika a algebrs, zainicjowane juz
w pracach Boole’a i kontynuowane przez Peirce’a, Schrodera i innych
logikéw, doprowadzito do pojecia algebry Boole’a. Rézne poglady filozo-
ficzne na podstawy matematyki, ktore zrodzily sie w wyniku odkrycia
antynomii semantycznych i teoriommnogo$ciowych, staty sie przyczyna
krytyki logiki klasycznej i Zrédlem powstania réznych logik nieklasycz-
nych (intuicjonistycznej, modalnych, wielowarto$ciowych ZXukasiewicza
i Posta, minimalnej, pozytywnej). Obecnie znanych jest wiele logik skon-
struowanych z inspiracji filozoficznych lub praktycznych. Logiki nie-
klasyczne znajduja rézne zastosowania, np. w informatyce.

Logiki stworzone w pierwszym okresie badane byly intensywnie
w latach 1920-1940 za pomocg metod algebraicznych, szczegélnie w pol-
skiej szkole logicznej (J. Lukasiewicz, A. Lindenbaum, A. Tarski i inni).
Badania te dotyczyly najprostszych systemoéw logicznych, a mianowicie
rachunkéw zdan, Waznym narzedziem, a jednoczesnie pomostem miedzy
systemami logicznymi a metamatematyks tych systemoéw, byla metoda
interpretacji formutl jako wielomianéw odpowiednich algebr oraz metoda
wprowadzona przez Lindenbauma i Tarskiego traktowania zbioru formut
lub zbioru klas réwnowaznosci formul jako algebry abstrakcyjnej. Algebry

* W zwigzku z nadaniem profesorowi Romanowi Sikorskiemu tytulu czlonka
honorowego PTM (por. Wiadom. Mat. 22 (1980), str. 328), Redakeja zwroécila sie do
kilku es0b z proéba o napisanie artykuléw dotyczacych jego dzialalnodei naukowe;j.
Publikujemy otrzymane materialy, dolaczajac do nich karykatury L. Je§manowicza
(prayp. red.).

(1) Pozycje [26], [56], [63], [76], [83], [84], [86], [88], [98], i [21], [27], [34],
[36], [40], [47], [52], [57], [64], [71], [91], [107], [112], [L16].
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klas ré6wnowaznofci formul nazwane s3 obecnie algebrami Lindenbauma—
—Tarskiego. .

Wyzej wymienione metody pozwolily miedzy innymi ustali¢ zwiazki
miedzy teoriami zerowego rzedu logiki klasycznej, tj. opartymi na kla-
sycznym rachunku zdan, a teorig algebr Boole’a. Prace Stone’a (1937)
1 Tarskiego (1938) oraz péZniejsze Mc Kinsey’a i Tarskiego (1946, 1949)
ustalily podobne zwigzki miedzy rachunkami zdan logiki intuicjoni-
stycznej a kratami pseudokomplementatywnymi oraz miedzy rachun-
kami zdan pewnych logik modalnych (w szczeg6lnofcei logiki S4 Lewisa)
a topologicznymi algebrami Boole’a, zwanymi takze algebrami domknieé.
Przykladami krat pseudokomplementatywnych sa pseudociata zbiordéw,
tj. algebry wszystkich podzbioréw otwartych dowolnej przestrzeni topo-
logicznej 2 z operacjami teoriomnogo§ciowymi sumy i iloczynu oraz
operacjami =, ~|, zdefiniowanymi réwnosciami

Y »Z =Tnt ((£—Y)vZ), ~1Y =Int(Z—7),

oraz podalgebry takich algebr. Powyzsze przyklady wyczerpuja wszystkie
kraty pseudokomplementatywne z dokladno$cig do izomorfizmu. Topo-
logiczne algebry Boole’a reprezentowalne s przez topologiczne ciala
zbior6w, czyli ciala podzbioréw dowolnej przestrzeni topologicznej zamk-
niete ze wzgledu na operacje wnetrza Int. Operacja wnetrza interpretuje
funktor modalny ,koniecznie”, a operacja domkniecia — funktor modalny
,mozliwie”.

Nastepujace twierdzenie formuluje wyzZej wspomniane zwigzki mie-
dzy rachunkiem zdan 8, logiki intuicjonistycznej a kratami pseudo-
komplementatywnymi. Dla kazdej formuly o« nastepujace warunki sg
réwnowazne: (i) a jest twierdzeniem w 8,, (ii) a interpretowane jako
wielomian ay dowolnej kraty pseudokomplementatywnej A jest toz-
samosciowo réwne elementowi najwiekszemu \/ (tzn. ayg = V), (iii) a trakto-
wane Jako wielomian agyg, dowolnego pseudociala G(Z) podzbioréw
otwartych dowolnej przestrzeni topologicznej 2 jest tozsamosciowo
rébwne calej przestrzeni &, (iv) agq) = Z tozsamosciowo w pseudociele
G(Z) wszystkich podzbioréw otwartych ustalonej normalnej, w sobie
gestej przestrzeni topologicznej % (np. prostej euklidesowej).

Analogiczne twierdzenie zachodzi dla rachunku zdan S, logiki modal-
nej S84 oraz topologicznych algebr Boole’a (Me Kinsey, Tarski).

Jednym z wynikéw pracy [34] bylo algebraiczne scharakteryzowanie
system6éw 8, rachunkéw zdan logiki minimalnej przez klase u-algebr.
Ich przykladami sa algebry (G(%Z), v, N, =, ~]) wszystkich podzbio-
réw otwartych dowolnej przestrzeni topologicznej Z z teoriomnogoscio-
wymi operacjami U, N, = zdefiniowanymi tak jak w pseudocialach
i operacja | zdefiniowang réwnofcia 1Y = ¥Y="1 %, gdzie 1%
jest dowolnym ustalonym zbiorem w G (Z). Te algebry i ich podalgebry
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wyezerpujy wszystkie u-algebry z dokladnofcia do izomorfizmu. W tej
same]j pracy réwniez scharakteryzowano algebraicznie systemy S, rachun-
ku zdan logiki pozytywnej przez klase wszystkich krat relatywnie pseudo-
komplementatywnych. Wszystkimi przykladami tych krat z dokladno$cia
do izomorfizmu sg algebry wszystkich podzbioréw otwartych oraz wszyst-
kich otwartych i gestych podzbioréw dowolnej przestrzeni topologicznej
Z z operacjami U, n, = zdefiniowanymi tak jak w pseudocialach.

Gléwnym nurtem badawezym prac omawianych w tym artykule
jest uogdlnienie metod algebraicznych, teoriomnogosciowych i topolo-
gicznych stosowanych w badaniach rachunkéw zdan na bogatsze systemy
logiczne, a mianowicie rachunki predykatéw pierwszego rzedu i teorie
elementarne. Uogélnienie to dotyczy pewnej klasy logik zawierajacej —
miedzy innymi — logike klasyczng, intuicjonistyczna, pewne logiki mo-
dalne, w szczegélnofci S4 Lewisa, logike minimalng i pozytywna.

Poszukujac metod dowodzenia niewyprowadzalnodei formul w intui-
cjonistyeznym rachunku predykatéw A. Mostowski (1948) zaproponowat
interpretacje algebraiczna takich formul w zupelmych kratach pseudo-
komplementatywnych. Predykaty (symbole relacji) interpretowane sa
jako funkeje o odpowiedniej ilosei argumentéw z ustalonego uniwersum
U # @ w ustalong, zupelng krate pseudokomplementatywng %, spdjniki
zdanjotwéreze jako odpowiednie operacje w A, a kwantyfikatory ogdlne
i egzystencjalne odpowiednio jako kresy dolne i gérne w U.

Interpretacje formul zaproponowana przez Mostowskiego mozna
latwo uogélnié na formuly rachunkéw predykatéw takich logik, ktérych
rachunki zdan scharakteryzowane s3 algebraicznie przez klasy krat
z pewnymi dodatkowymi operacjami. Dotyezy to w szeczegélnofei logik
klagyeznej, modalnej S4, minimalnej i pozytywnej.

W pracy [21] podany zostal pierwszy algebraiczny dowéd twierdze-
nia Godla o peinoéei rachunku predykatéw logiki klasycznej, wykorzy-
stujgcy odpowiednig algebraiczng interpretacje formul oraz topologiczne
wilasnofci algebr Boole’a. Dowéd opieral sie na uzyskanym w tej pracy
wyniku z teorii algebr Boole’a, znanym pézniej w literaturze pod nazwa
lematu Rasiowej-Sikorskiego. Glosi on, iz dla kaidej algebry Boole’a W,
Jjesli ¢ jest jej elementem réinym od elementu najwickszego \ 1 Q jest co naj-
wyzej przeliczalnym zbiorem kresow gornych i dolnych w A, to istnieje w A
Jiltr pierwszy V, taki se ¢ ¢ V © V zachowuje wszystkie kresy nalezace do Q.
Znaczy to, iz w algebrze ilorazowej A/V, |¢| = A i warunek: a = sup a,,

teT
b = inf b, naleza do @, implikuje ze

veV '
la] =sup |a| oraz |b] =inf (b, w A/V.

teT veV

Dla dowodu lematu pokazano, iz zbiér wszystkich filtréw pierwszych
algebry Boole’a %A, ktére zachowuja przeliczalny zbiér ustalonych kre-
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sow dolnych i gérnych tej algebry, jest gesty w przestrzeni topologicznej
Stone’a wszystkich filtrow pierwszych w 2A. Powyizsza wlasnosé jest
wnioskiem z twierdzenia Baire’a o zbiorach pierwszej kategorii. Omawiany
lemat znalazt liczne zastosowania. Na szczegdlng uwage zastuguje fakt,
iz Dana Scott — znakomity logik amerykanski — otrzymal nowy dowdd
niezaleznoci hipotezy continuum (slynnego wyniku w podstawach teorii
mnogosci uzyskanego przez Cohena) stosujaec w nim powyzszy lemat.

Praca [27] przyniosla nowy dowéd twierdzenia Lowenheima—Sko-
lema—~Godla. W pracach [57] oraz [86] zbadane zostaly warunki repre-
zentowalnod§ei w cialach zbior6w algebr Lindenbauma—Tarskiego dla
klasycznych nieprzeliczalnych teorii pierwszego rzedu oraz ustalone
zostaty zwigzki miedzy reprezentowalnoscia a istnieniem uogdlnionych
modeli odpowiednich mocy. Wyzej wspomniane algebry Lindenbauma-—
—Tarskiego sa algebrami Boole’a, w ktéryeh istniejg kresy wyznaczone
przez kwantyfikatory. Przy reprezentowalno§ei tych algebr w ciatach
zbioréw wymaga sie, aby kresy dolne i gérne wyznaczone przez kwanty-
fikatory przechodzity odpowiednio na iloczyny i sumy teoriomnogosciowe.

WV pracach [76] i [84] Sikorski przyporzadkowal kazdej sformalizo-
wanej teorii matematycznej (opartej na logice klasycznej) pewng przestrzen
topologiczng. Wykorzystal przy tym pewne wiasnosci topologiczne algebry
Lindenbauma—Tarskiego danej teorii. GlI6wnym wynikiem tych prac jest
.twierdzenie, iz przestrzenr topologiczna przyporzadkowana danej teorii
jest zwarta wtedy i tylko wtedy, gdy teoria jest otwarta, tzn. gdy moze
by¢ zaksjomatyzowana za pomocy formul nie zawierajacych kwantyfi-
katoréw. Wykorzystujac ten wynik Sikorski [66] podal nowy topolo-
giczny dow6d twierdzenia Herbranda o teoriach otwartych, wyjasniajacy
sens mnogosciowy tego twierdzenia.

W cyklu prac [34], [36], [40], [62], [64] metody algebraiczne, topolo-
giczne i mnogo$ciowe zastosowane zostaly do badan dotyczacych pewnej
klasy logik nieklasycznych, obejmujacej logiki: pozytywng, minimalng,
intuicjonistyczng i modalng S4. Wprowadzono dla rachunkéw predy-
katow tych logik algebraiczne pojecie spelniania w ustalonym uniwersum
oraz w odpowiednich algebrach zbioréw i przy zastosowaniu lematu
Rasiowej—Sikorskiego ndowodniono twierdzenia o pelnosei analogiczne
do twierdzenia.Godla dla logiki klasycznej. Metodami algebraicznymi
i topologicznymi uzyskano w pracach [40], [562] twierdzenia o formulach
egzystencjalnych dla powyzszych logik. Glosza one, iz formula postaci
a v B jest twierdzeniem rachunku predykatéw logiki intuicjonistycznej
(minimalnej, pozytywnej) wtedy i tylko wtedy, gdy « jest twierdzeniem
lub 8 jest twierdzeniem. W przypadku logiki 84 formula [Jav [Of
(gdzie [ jest funktorem zdaniotwérczym ,koniecznie”) jest twierdze-
niem wtedy i tylko wtedy, gdy a jest twierdzeniem lub £ jest twierdze-
niem. Ponadto twierdzenia te moéwia, iz formula ¥a(w) jest twierdze-
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niem logiki intuicjonistycznej (minimalnej, pozytywnej) wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje term 7 w jezyku rozwazanego rachunku predykatow
tej logiki taki, ze formuta a(r) jest twierdzeniém. W przypadku rachunku
predykatéw logiki modalnej S4 formula >E/ COa(x) jest twierdzeniem

wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje term v taki, ze formula a(z) jest twier-
dzeniem.

Dla logiki intuicjonistycznej Sikorski udowodnit ([63], zob. réwniez
[64]) twierdzenie o pelnofei ze wzgledu na interpretacje w pseudociatach
podzbioréw otwartych przestrzeni topologicznej %, bedacej pewnym
zbiorem liczb niewymiernych. W dwa lata pézniej Dyson i Kreisel (1961)
udowodnili analogiczne twierdzenie o pelnofei ze wzgledu na interpre-
tacje w pseudociatach podzbioréw otwartych przestrzeni topologicznych
bedacych podzbiorami domknietymi discontinuum Cantora.

‘Wyzej wymienione oraz inne wyniki staly sie punktem wyjscia ksiazki
The mathematics of metamathematios [91] przedstawiajacej nowe, jednolite
ujecie duzego fragmentu logiki matematycznej. Wyrdznia sie ono silng
matematyzacja aparatu uzywanego w metamatematyce, stosowaniem
algebry uniwersalnej, teorii krat, teorii zbioréw i.topologii oraz tendencja
przedstawiania twierdzen metamatematycznych jako konsekwencji pew-
nych twierdzent matematycznych. Ksiazka doczekala sie trzech wydan
w jezyku angielskim (1963, 1968, 1970) oraz przekladu na jezyk rosyjski
wydanego w Moskwie (1972).

TApEUSZ TrRACZYK (Warszawa)

Prace Romana Sikorskiego z teorii algebr Boole’a

Topologiczno-mnogo§ciowe wyksztalcenie i podobny — jak mnie-
mam — sposOb myslenia matematycznego prof. Sikorskiego wycisnety
Swoje pietno na jego wezesnych pracach z teorii algebr Boole’a [4], [5],
[10], [12], [15], [25], [30], [39]. Ogélnie méwige, chodzi w tych pracach
0 zbadanie, z jakich pojeé i twierdzen topologicznych da si¢ wyelimino-
waé pojecie punktu przez zastapienie zbioru elementem algebry Boole’a.
Z tego punktu widzenia Autor bada takie pojecia, jak domkniecie, ciaglo$é,
zbieznodé, mierzalno§é (#) i inne.



