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niem logiki intuicjonistycznej (minimalnej, pozytywnej) wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje term 7 w jezyku rozwazanego rachunku predykatow
tej logiki taki, ze formuta a(r) jest twierdzeniém. W przypadku rachunku
predykatéw logiki modalnej S4 formula >E/ COa(x) jest twierdzeniem

wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje term v taki, ze formula a(z) jest twier-
dzeniem.

Dla logiki intuicjonistycznej Sikorski udowodnit ([63], zob. réwniez
[64]) twierdzenie o pelnofei ze wzgledu na interpretacje w pseudociatach
podzbioréw otwartych przestrzeni topologicznej %, bedacej pewnym
zbiorem liczb niewymiernych. W dwa lata pézniej Dyson i Kreisel (1961)
udowodnili analogiczne twierdzenie o pelnofei ze wzgledu na interpre-
tacje w pseudociatach podzbioréw otwartych przestrzeni topologicznych
bedacych podzbiorami domknietymi discontinuum Cantora.

‘Wyzej wymienione oraz inne wyniki staly sie punktem wyjscia ksiazki
The mathematics of metamathematios [91] przedstawiajacej nowe, jednolite
ujecie duzego fragmentu logiki matematycznej. Wyrdznia sie ono silng
matematyzacja aparatu uzywanego w metamatematyce, stosowaniem
algebry uniwersalnej, teorii krat, teorii zbioréw i.topologii oraz tendencja
przedstawiania twierdzen metamatematycznych jako konsekwencji pew-
nych twierdzent matematycznych. Ksiazka doczekala sie trzech wydan
w jezyku angielskim (1963, 1968, 1970) oraz przekladu na jezyk rosyjski
wydanego w Moskwie (1972).

TApEUSZ TrRACZYK (Warszawa)

Prace Romana Sikorskiego z teorii algebr Boole’a

Topologiczno-mnogo§ciowe wyksztalcenie i podobny — jak mnie-
mam — sposOb myslenia matematycznego prof. Sikorskiego wycisnety
Swoje pietno na jego wezesnych pracach z teorii algebr Boole’a [4], [5],
[10], [12], [15], [25], [30], [39]. Ogélnie méwige, chodzi w tych pracach
0 zbadanie, z jakich pojeé i twierdzen topologicznych da si¢ wyelimino-
waé pojecie punktu przez zastapienie zbioru elementem algebry Boole’a.
Z tego punktu widzenia Autor bada takie pojecia, jak domkniecie, ciaglo$é,
zbieznodé, mierzalno§é (#) i inne.
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Gléwng praca w tej grupié jest Closure algebras [12]. Przedmiotem
jej badan jest algebra domknigé, tzn. przeliczalnie addytywna algebra
Boole’a (zwana dalej o-algebra) z dodatkowg operacja domkniecia spel-
niajacg 4 aksjomaty Kuratowskiego. Odpowiednikiem przestrzeni-osrod-
kowej metryzowalnej jest tu algebra domknieé z przeliczalng bazg ele-

mentéw otwartych, nazwana przez Autora C-algebrq. Kazida C-algebra
jest slabo homeomorficzna z C-algebry powstalg z przestrzeni metrycznej
ofrodkowej przez podzielenie ciala wszystkich jej podzbioréw przez
pewien o-ideal; algebry domknieé nazywaja sie slabo homeomorficzne,
gdy podalgebry ich borelowskich elementéw sa izomorficzne oraz ich

izomorfizm % spelnia warunek h{(a) = h(a). Algebry domknieé znalazly
ciekawe zastosowanie w logice nieklasycznej, o czym wspomina poprzedni
artykul H. Rasiowej. '

Réwnolegle — niejako na marginesie tego topologicznego nurtu ba-
dan — w latach ezterdziestych powstalo kilka niezwykle interesujacych
prac Sikorskiego poswieconych algebraicznym wiasno$ciom algebr Boole’a.
Mam tu na myS$li pozycje [6], [9], [10], [17], [20].

Twierdzenie zwane twierdzeniem Loomisa—Sikorskiego zostato odkryte
niezaleznie przez'_Loomisa i Sikorskiego mniej wiecej w tym samym czasie,
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okolo 1948 r., patrz [6]. Méwi ono, ze kazda o-algebra Boole’a jest c-repre-
zentowalna, tzn. — z dokladnodcig do izomorfizmu — ma postaé algebry
ilorazowej F[A, gdzie F jest o-ciatem zbioréow i 4 jest s-ideatem. Twier-
dzenie to jest znakomitym uzupelnieniem stynnego twierdzenia Stone’a
o reprezentacji algebr Boole’a, moéwi bowiem takze, jakie sa topologiczne
charakteryzacje o-ciala F i o-ideatu 4 (I' jest o-cialem generowanym przez
zbiory otwarto-domknigte w przestrzeni Stone’a, A jest ideatem zbioréw
pierwszej kategorii nalezgcych do F).

Twierdzenie to nie daje sig nogélnié na m-algebry dla m >N,. W rok
poézniej Sikorski [13] podaje natomiast proste warunki konieezne i do-
stateczne na to, aby m-algebra Boole’a byla m-reprezentowalna. Dla
m >N, istnieja algebry Boole’a, ktére tych warunkéw nie speliaja.

Wydaje sie, ze prof. Sikorski pierwszy zwréecil uwage na wyjatkows
role o-algebr w teorii algebr Boole’a oraz na ich specyfiezne wlasnosei,
czesto rozne od whasnoei m-algebr Boole’a dla m >N,. Ujawnilo si¢ to
nie tylko w teorii algebr domknie¢ i w teorii m-reprezentowalno$ci, ale
takie w kilku innych fragmentach teorii algebr Boole’a.

Z badaniami Profesora w teorii reprezentacji algebr Boole’a jest
blisko zwiazany slynny ,Lemat Rasiowej i Sikorskiego” zamieszczony
w pracy [21] wspélnej z H. Rasiowa. M6owi on, Ze w dowolnej algebrze
Boole’a istnieje filtr pierwszy zawierajacy z gory zadany rézny od zera
clement algebry i zachowujgey z géry zadang przeliczalng rodzine sum
i iloczynéw w tej algebrze. Lemat ten znalazl interesujace zastosowania
w logice (por. artykul H. Rasiowej, str. 161-165) i w teorii mnogoseci.
Jest blisko zwigzany z metoda forcingu i aksjomatem Martina (zob.
T. Jech, Set theory, lematy 17.5 i 23.2).

Czesto twierdzeniem Sikorskiego jest takze nazywane inne twier-
oddaje jezyk teorii kategorii: obiektami iniektywnymi w kategorii algebr
Boole’a sq algebry zupelne (tzn. m-addytywne dla kazdej liczby kardynal-
nej m). Oto dwa wazne wnioski z tego twierdzenia. Algebra zupchma B
jest minimalnym rozszerzeniem (completion) algebry A wtedy i tylko
wtedy, gdy zawiera gesty podalgebre B, izomorficznag z A. Minimalne
rozszerzenie algebry A jest zupelnym ciatem zbioréw wtedy i tylko wte-
dy, gdy algebra A jest atomowa. Analogiczne twierdzenia o minimal-
nych o-rozszerzeniach i ogélnie o minimalnych m-rozszerzeniach zostaty
sformutowane pdzniej ([20], [90]) i zastosowane w teorii ¢-produktéw
i m-produktéw boole’owskich.

Nastepnag dziedzing badan prof. Sikorskiego o podstawowym znacze-
niu sy produkty wolne algebr Boole’a oraz o-produkty i m-produkty ([17],
{20], [31]). Wprowadzona w pracy [20] definicja produktu wolnego
rodziny (B),.r w klasie wszyrtkich algebr Boole’a okazala sie réwno-
wazna z definicjy koproduktu w kategorii algebr Boole’a. Jest wiec tyko
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jeden taki produkt (z dokladnoscig do izomorfizmu). Natomiast nmi-pro-
dukty rodziny (B,);.r m-algebr Boole’a dla m >N, nie maja juz tej wias-
nosei. Istniejg nieizomorficzne m-produkty. Tworzg zbidr czesciowo
uporzgdkowany w naturalny sposéb. Szczegélnie interesujace sa jego
elementy maksymalne i minimalne. Np. minimalny o-produkt ¢-ciat
zbioréw jest izomorficzny ze znanym z teorii miary produktem o-ciat.
Maksymalny o-produkt ma natomiast bardzo uzyteczng i elegancks
wlasno§é wspdlnego rozszerzania o-homomorfizméw. Dlatego jest tez
nazywany o-produktem wolnym. -

Poniewaz minimalne o-rozszerzenie produktu wolnego w klasie wszyst-
kich algebr Boole’a (tzn. koproduktu) rodziny (By),.r jest izomorficzne
z minimalnym o-produktem tej rodziny, nasuwa si¢ przypuszczenie,
ze minimalny o-produkt jest najmniejszym elementem w klasie wszyst-
kich o-produktéw tej rodziny. Tak jest w przypadku, gdy B, jest o-cia-
lem zbioréw (ogdlniej o-dystrybutywna o-algebra Boole’a) dla kazdego
t € I'. Dotychezas nie wiadomo jednak, czy to przypuszczenie jest praw-
dziwe ogdlnie.

Minimalny o-produkt nie jest izomorficzny z maksymalnym o-pro-
duktem nawet w przypadku rodziny (B,);.r 2zlozonej z dwoéch o-ciat
zbioréw.

Te niezwykle wazne wyniki zawarte sa w pracy [20]. Zostaly one
potem uogélnione na m-produkty dla m > N, w pracy [90].

Na odrebne oméwienie zashiguje napisana przez prof. Sikorskiego
w jezyku angielskim monografia Boolean algebras [69], ktérej pierwsze
wydanie ukazalo sie nakladem Springer-Verlag w 1958 roku, a drugie
uaktualnione [99] w 1964. Byla to pierwsza ksigzka w literaturze §wia-
towej zawierajaca doskonale uporzgdkowane, monograficzne opracowa-
nie aktualnej, §wietnie wyselekcjonowanej, wiedzy o algebrach Boole’a.
Selekcja byla bardzo surowa, ale dokonana z niezwyklym wyczuciem
hierarchii waznosci wynikéw. Choé¢ wykorzystano ponad 500 pozycji
bibliograficznych, nie weszly do niej prace slabe, ani takie takze prace
z pogranicza teorii algebr Boole’a i innych teorii oraz te prace o znaczeniu
stosowanym, ktére nie wnosity wiele do samej teorii. Bezlito§nie Profesor
obszedl si¢ np. z wlasnymi pracami o algebrach domknieé, po§wiecil im
2 stronice w Dodatku, omawiajac nie wyniki, a jedynie ich zastosowania
w logice intuicjonistycznej i modelowej, gdzie odgrywaja one wazng
role (zob. [91]).

Monografia ta zawiera tez wiele nigdzie nie publikowanych odkryé
Autora. Dotyezy to gléwnie przykladéw i kontrprzykladéw, ktorych
pomystowo§é zawsze mnie zadziwiala. Szezegélnie wysoka warto§¢ ma
nastepujacy kontrprzyklad ([99], str. 175). Wykorzystujac podstawowe
twierdzenie o zbiorach analitycznych na prostej Profesor skonstruowal
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o-reprezentowalny o-algebre Boole’a A 1 takie dwa o-izomorfizmy &,
i hy, z pewnych o-ciat F, i F, w A, ze nie istnieje wspoélne rozszerzenie
izomorfizméw h, i h, na o-produkt o-ciat F¢ i F,. Wynika stad np., Ze nie
kazda o-reprezentowalna algebra Boole’a ma wlasno§é silnego o-roz-
szerzania, [11].

Ksigzka cieszy sie olbrzymim powodzeniem, o czym Swiadcezy szybkie
wyczerpywanie sig kolejnych wydan i tlumaczenia na inne jezyki.

Niech mi wolno bedzie zakonezyé artykul wspomnieniem osobistym.
W potowie lat pieédziesigtych zglositem si¢ do Profesora z prosba o opie-
ke naukowsa. Profesor — jak mi to pdzniej powiedzial — wyznaje za-
sade, ze mlodym adeptom matematyki nalezy stawia¢ trudne zadania,
poniewaz nie dysponujac zbyt rozlegly wiedzg nie sa w stanie u$wiadomié
sobie w pelni trudnoéci zadania. Nie§wiadomogé trudnodei ulatwia im
zaatakowanie problemu z wiekszg sila i wiarg w sukees. Dostalem wige
temat — zgodnie z tg zasada — nalezycie trudny. Poddatem sie po dwdéch
latach zmagan. Wspominam to jednak nie bez satysfakeji, poniewaz 6w
problem do dzi§ nie znalazl pelnego rozwigzania. Mozna go sformulowaé
nastepujaco (zob. [16]): dla dostatecznie wielkiej liczby kardynalnej
znalezé taki o-ideal I w ciele P(X) wszystkich podzbioréw zbioru X mocy
m, by zawieral wszystkie jednoelementowe podzbiory zbioru X oraz by
algebra ilorazowa P(X)/I byla zupelna.

E. GRZEGOREK i C. RYLL-NARDZEWSKI (Wroclaw)

Prace Romana Sikorskiego z teorii miary

Profesor Roman Sikorski jest matematykiem o bardzo wszechstron-
nych zainteresowaniach. Jedng z gléwnych dziedzin, ktérej na przestrzeni
lat przeszto dwudziestu poswiecil wiele publikacji i uzyskal rdézine re-
zultaty dobrze znane i cenione na catym S§wiecie, jest teoria miary i roz-
maite jej powigzania, przede wszystkim z topologig, algebrami Boole’a
i funkcjami rzeczywistymi. Wiekszo§é prac Sikorskiego z teorii miary
powstata we wezesnych latach pieédziesigtych. W tym czasie profesor
Sikorski utrzymywal szezegdlnie zywe kontakty z wroclawskim osrod-
kiem matematycznym i wielokrotnie brat czynny udzial w posiedzeniach



