Prace Romana Sikorskiego fmfum p%

o-reprezentowalny o-algebre Boole’a A 1 takie dwa o-izomorfizmy &,
i hy, z pewnych o-ciat F, i F, w A, ze nie istnieje wspoélne rozszerzenie
izomorfizméw h, i h, na o-produkt o-ciat F¢ i F,. Wynika stad np., Ze nie
kazda o-reprezentowalna algebra Boole’a ma wlasno§é silnego o-roz-
szerzania, [11].

Ksigzka cieszy sie olbrzymim powodzeniem, o czym Swiadcezy szybkie
wyczerpywanie sig kolejnych wydan i tlumaczenia na inne jezyki.

Niech mi wolno bedzie zakonezyé artykul wspomnieniem osobistym.
W potowie lat pieédziesigtych zglositem si¢ do Profesora z prosba o opie-
ke naukowsa. Profesor — jak mi to pdzniej powiedzial — wyznaje za-
sade, ze mlodym adeptom matematyki nalezy stawia¢ trudne zadania,
poniewaz nie dysponujac zbyt rozlegly wiedzg nie sa w stanie u$wiadomié
sobie w pelni trudnoéci zadania. Nie§wiadomogé trudnodei ulatwia im
zaatakowanie problemu z wiekszg sila i wiarg w sukees. Dostalem wige
temat — zgodnie z tg zasada — nalezycie trudny. Poddatem sie po dwdéch
latach zmagan. Wspominam to jednak nie bez satysfakeji, poniewaz 6w
problem do dzi§ nie znalazl pelnego rozwigzania. Mozna go sformulowaé
nastepujaco (zob. [16]): dla dostatecznie wielkiej liczby kardynalnej
znalezé taki o-ideal I w ciele P(X) wszystkich podzbioréw zbioru X mocy
m, by zawieral wszystkie jednoelementowe podzbiory zbioru X oraz by
algebra ilorazowa P(X)/I byla zupelna.
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Prace Romana Sikorskiego z teorii miary

Profesor Roman Sikorski jest matematykiem o bardzo wszechstron-
nych zainteresowaniach. Jedng z gléwnych dziedzin, ktérej na przestrzeni
lat przeszto dwudziestu poswiecil wiele publikacji i uzyskal rdézine re-
zultaty dobrze znane i cenione na catym S§wiecie, jest teoria miary i roz-
maite jej powigzania, przede wszystkim z topologig, algebrami Boole’a
i funkcjami rzeczywistymi. Wiekszo§é prac Sikorskiego z teorii miary
powstata we wezesnych latach pieédziesigtych. W tym czasie profesor
Sikorski utrzymywal szezegdlnie zywe kontakty z wroclawskim osrod-
kiem matematycznym i wielokrotnie brat czynny udzial w posiedzeniach
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seminarium poniedzialkowego (E. Marczewskiego i H. Steinhausa) oraz
w posiedzeniach Wroctawskiego Oddzialu PTM, na ktérych byl czesto
zapraszanym referentem. Do dzi§ dnia wyniki Sikorskiego sa bardzo
dobrze znane matematykom wroclawskim (réwniez mlodszej generacji)
i stale wptywaja stymulujaco na aktualnie prowadzone badania w tej
dziedzinie. :

W niniejszym artykule ograniczamy si¢ do omoéwienia najbardziej
reprezentatywnych prae Sikorskiego, z koniecznosci pomijajac niektére
rezultaty rownie wazne, ale ktérych zreferowanie wymagaloby doklad-
niejszego wejscia w szczeglly techniczne bardziej zrozumiale tylko dla
specjalistow.

W pracy [2] (1948) wspdlnej z E. Marczewskim zostalo udowodnione,
ze w przestrzeni metrycznej X kazda miara borelowska o-skonczona ma
nofnik (najmniejszy zbiér domkniety miary pelnej) wtedy i tylko wtedy,
gdy typ ofrodkowosci przestrzeni X jest mniejszy od pierwszej liczby
kardynalnej rzeczywiScie mierzalnej. To daje, dla kazdej miary borelow-
skiej o-skonczonej u w przestrzeni metrycznej X, ktorej typ ofrodkowosci
jest mniejszy od pierwszej liczby rzeczywiscie mierzalnej, rozbicie prze-
strzeni X na zbiér ofrodkowy i zbidr otwarty miary p zero.

Autorzy dowodzg tez, ze jest prawdziwy analogon powyzszego twier-
dzenia dla miar dwuwarto$ciowych, przy czym odpowiedni warunek
na typ ofrodkowosci X moze byé zastgpiony przez warunek: moc X jest
mniejsza od pierwszej liczby kardynalnej (0, 1)-mierzalnej. W szczegdl-
nosci kazda dwuwartosciowa miara borelowska w przestrzeni metryecznej
mocy 2% jest trywialna, tzn. jej nosnik jest zbiorem jednopunktowym
lub pustym. Pewne uogélnienia tego dla przestrzeni dziedzicznie para-
zwartych zostaly uzyskane przez M. Katétowa (Fund. Math. 38 (1951)).

W roku 1962 V. V. Sazonov opublikowal ciekawy wynik na podobny
temat. Udowodnit mianowicie, ze miara o-skonezona borelowska w prze-
strzeni metrycznej, ktérej moc jest nie wieksza od 2%, jest doskonata
wtedy i tylko wtedy, gdy jest skoncentrowana na zbiorze o-zwartym.
(Przypomnijmy, ze kazda dwuwarto§ciowa miara jest zwarta w sensie
Marczewskiego, wiec doskonala.) G. Koumoullis w pracy doktorskiej
(1978) udowodnil, ze twierdzenic Sazonova jest prawdziwe dla dowolnej
przestrzeni metrycznej, ktorej moc jest mniejsza od pierwszej liczby
kardynalnej (0, 1)-mierzalnej. -

W pracy [14] (1949) wspolnej z E. Marczewskim autorzy stawiaja
zagadnienie rozkladu przestrzeni topologicznej z miarg borelowsky na
zbiér I kategorii i zbiér miary zero. Autorzy daja prosty dowdd, ze taki
rozklad istnieje dla wszystkich a-wymiarowych miar Hausdorffa w prze-
strzeniach metrycznych osrodkowych. Opierajac sie¢ na swej pracy [2]
dowodzg tez istnienia takiego rozkladu dla kazdej o-skonezonej miary
borelowskiej znikajacej na zbiorach jednopunktowych, okreslonej w prze-
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strzeni metrycznej, ktérej typ ofrodkowosei jest mniejszy od pierwszej
liczby rzeczywiseie mierzalnej. Zalozenie metryzowalnofci jest tu istotne.
Jak pokazali autorzy, istnieje przestrzen zwarta X i skoticzona miara
borelowska, znikajgca na zbiorach jednopunktowych i taka, ze dla kaz-
dego zbioru A = X, u*(4) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy A jest zbiorem
pierwszej kategorii w X ; przy tym X ma baze zbiorow otwartych mocy 2M,

/

-

W pracy [15] (1949) Sikorski okre§la w naturalny sposéb catke dla
o-homeomorfizmow B, w dang o-algebre Boole’a z miarg; wykorzystuje
w tym celu twierdzenie Loomisa—Sikorskiego [6] (1948) oraz wlasne
twierdzenie o indukowaniu o-homeomorfizméw By w A przez punktowe
funkcje rzeczywiste, [10] (1949). Wszystkie wlasnosci zdefiniowanej
przez autora catki w o-algebrze Boole’a z miara sg natychmiastowa kon-
sekwencja wlasnofei, jakie ma zwykla calka Lebesgue’a w przestrzeni
miarowe;j.

Pewne proby definiowania calki w o-algebrze Boole’a prowadzili
weze$niej Carathéodory, Olmsted, Bischof i Ridder.

Warto zauwazyé, ze omowiony wyzej wynik _Sikorskiego ma swdj
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odpowiednik dla calki typu Bochnera (metoda jest dokladnie ta sama,
a prostag R zastepuje sie¢ dowolng osrodkows przestrzenia Banacha).

W pracy [17] (1950) Sikorski wyjasnil definitywnie zwiazki miedzy
iloczynami kartezjanskimi o-ciat a o-niezaleznymi rodzinami ¢-cial.
W szczegdlnofei pokazat, ze twierdzenie Banacha o rozszerzaniu o-miar
zdefiniowanych na o-niezaleznych o-ciatach (Studia Math. 10 (1948)) wynika
z twierdzenia o istnieniu miary produktowej. Réwnoczeénie podobny
rezultat uzyskal niezaleznie S. Sherman (Amer. J. Math. 72 (1950)).

W pracy [20] (1950) Sikorski przeprowadzil szczegdélowa analize
rozmaitych definicji pojecia o-produktu kartezjanskiego o-algebr Boole’a
spelniajacego pewne naturalne warunki o rozszerzaniu miar lub o rozsze-
rzaniu o-homeomorfizméw. Badania te wiazg sie §cisle z praca [23] (1951),
w ktoérej Sikorski, podajagc odpowiedni przyklad, wykazal bledno§é pewnej
konstrukeji Kapposa produktéw miarowych algebr Boole’a. Ten sam przy-
klad wykazuje — jak zauwazyl Sikorski — ze twierdzenie Banacha o roz-
szerzaniu miar zdefiniowanych na o-niezaleznych o-cialach nie jest ogdlnie
prawdziwe dla miarowych o-algebr Boole’a.

W pracy [3] (1948) twierdzenie Cantora—Bernsteina zostalo uogdlnio-
ne przez Sikorskiego na przypadek o-algebr Boole’a.

Praca [28] (1951) wspdlna z Marczewskim pofwiecona jest twierdze-
niu typu Cantora—Bernsteina dla miarowych algebr Boole’a, a miano-
wicie jeSli x i » sg Scifle dodatnimi miarami na o-algebrach Boole’a A
i B odpowiednio oraz jedli A, < A, B, = B s3 o-podalgebrami takimi,
ze algebra miarowa (A, u| A,) jest izomorficzna z (B, ») oraz vice versa
(Bo, v| B,) jest izomorficzna z (A4, u), to algebry (4, p) i (B,») sa izo-
morficzne. Dowéd wykorzystuje twierdzenie D. Maharam o strukturze
algebr miarowych.

W pracy [48] (1955) autor podaje nowy oryginalny dowod klasycz-
nego twierdzenia o zwigzkach funkeji addytywnych figury elementarnej
w R™ z miarami przeliczalnie addytywnymi.

Od Tarskiego pochodzi stary problem istnienia skonczonej, skon-
czenie addytywnej fcifle dodatniej miary w dowolnej algebrze Boole’a
spetniajacej warunek c.c.c. (kazda rodzina niezerowych parami rozlgcz-
nych elementéw jest co najwyzej przeliczalna). W latach sze§édziesia-
tych odpowiedZ negatywng dat Gaifman. O. M. Nikodym wykazal w ro-
ku 1955, w skomplikowany sposéb, ze odpowiedz jest pozytywna dla
dowolnej algebry Boole’a, jesli dopuszeza sie miary o wartodciach w cia-
lach niearchimedesowskich. W pracy [113] (1971) wsp6lnej z K. Woycicka
autorzy podaja odmienny i bardzo krétki dowdd twierdzenia Nikodyma.

R. Sikorski jest autorem oryginalnego podrecznika Funkcje rzeczy-
wiste [60], [67]. Powszechnie ceniona monografia Sikorskiego Boolean
algebras zawiera bardzo wicle wynikéw wlasnych z pogranieza teorii
miary i algebr Boole’a.
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- Wyniki Sikorskiego z teorii miary weszty na stale do literatury. Tak
na przyklad w znanej ksigzce J.C. Oxtoby’ego Measure and category
znalazlo sie miejsce na omoéwienie prac [2] i [1%]. Nieduza ta ksigzka za-
wiera tylko najladniejsze, a zarazem ciekawe dla szerokiego kregu ma-
tematykéw rezultaty dotyeczace analogii miedzy miarg a kategorig Baire’a.

Prorr Antosik (Katowice)

Prace Romana Sikorskiego z teorii dystrybucji

Prof. R. Sikorski byl w latach pieédziesigtych jednym z tych ma-
tematykéw, ktorzy odczuwali potrzebe oparcia teorii dystrybucji na
prostszych pojeciach niz to zrobili S. L. Sobolew i L. Schwartz. Punktem
wyjscia definicji dystrybucji podanej w jego pracy [38] jest pojecie pary
uporzadkowanej (p,f), gdzie p jest nieujemng liczba catkowity, a f jest
funkeja ciagla w zbiorze otwartym . Dwie takie pary (p,f) i (g, 9) sa
réwnowaine, gdy p>q, pochodna fP 9 jest ciagla i réznica f®~2—g
jest wielomianem stopnia mniejszego od ¢ lub ¢ > p i réznica g=? —f
jest wielomianem stopnia mniejszego od p. Dystrybucje rzedu skoviczonego
w ) jest klasa par rownowaznych w . Rozwiniecie tej teorii jest podane
w ksigzce Funkcje rzeczywiste [60], str. 425.

Zaleta metody algebraiczno-rézniczkowej wprowadzenia dystrybuecji
przez prof. Sikorskiego jest jej bezposrednio§é i elementarno§é. Jezyk
tej metody jest blizszy jezyka analizy klasycznej niz jezyk oryginalnej
teorii Schwartza. Dalsza jednolito§é jezyka i metod analizy i teorii dystry-
bucji wystepuje w ciggowej teorii dystrybueji, ktéra zostala przedsta-
wiona w pracach [65] i [82] napisanych wspélnie z prof. Janem Mikusini-
skim. W pracach tych dystrybucjami sg klasy réwnowaznosci podstawo-
wych ciggéw funkeji.

W przypadku dystrybucji rzedu skonczonego jednej zmiennej okreglo-
nej na calej prostej wystarczy przyjaé, ze ciag funkeji gladkich f,, tj.
funkeji majacych pochodne dowolnego rzedu, jest podstawowy, jesli
istnieja funkecje F, i rzad k (K =0,1,...), takic ze F® = f, i ciag F,
jest niemal jednostajnie zbiezny na prostej. Dwa ciagi f, 1 g, sa réwno-
wazne, gdy ciag przeplatany fy, g,,f.; gs ... jest podstawowy. Klasy
ciggdéw réownowaznych sa nazywane dystrybucjami. Sposéb wprowadze-



