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ROCZNIKI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEMATYCZNEGO 1897
Seria II: WIADOMOSCI MATEMATYCZNE XXIV (1982)

ErNsT HOLDER (Moguncja)

Dzialalno§é naukowa Leona Lichtensteina *
(z okazji 100 rocznicy urodzin)

1. 7Z okazji setnej rocznicy urodzin Lichtensteina bardzo waznym
zadaniem jest przypomnienie jego osiggnieé w dziedzinie matematyki;
zadaniem nielatwym wobec bogactwa publikacji naukowych Lichten-
steina, ktorych liczba wynosi okolo 125 (1). Przedstawie nizej kilka swych
wilasnych uwag bibliograficznych badz historycznych.

Przede wszystkim uwazam, ze publikacje Lichtensteina sg rzadko cyto-
wane; szezegélnie dotyczy to obszernych jego prac drukowanych w czaso-
pismach duzego formatu (Abh. d. Preuss. Akad. d. Wiss. [1], Crelles
Journal, Acta Math. [2]-[3]). Byé moze przyczyna lezy w tym, ze wiele
miejsca zajmujy tam subtelne rozwazania — te, ktére Bers i Schechter
we wprowadzeniu do swego opracowania poSwieconego réwnaniom
eliptycznym i ich rozwigzaniom (2) nazywaja osobliwosciami specjalnego
rodzaju (obszary nieograniczone, osobliwo$ei rozwigzan); dzi§ moga byé
one zastgpione przez stosowanie bardziej abstrakeyjnyeh przedstawien
funkejonalno-analityeznych.

Wryjatkiem moze jest czesto wspominane twierdzenie Korna i Lichten-
steina. Twierdzenie to méwi o mozliwosei konforemnego odwzorowania
nieanalitycznego plata powierzchniowego na kolo w plaszezyznie ([1],
{10]). Zasadniczo mozna wiee powiedzieé, ze kazdy plat powierzchniowy
w przestrzeni jest powierzchnig Riemanna.

3

* Artykul niniejszy jest przekladem, dokonanym przez Adama Piskorka, tekstu
powielonego w 1979 r. na Uniwersytecie w Bonn, pod tytulem Lichtensteins wissen-
schafiliche Wirksamkeit (zum 100. Geburistag von Leon Lichtenstein) i przestanego do
Wiadomosei Matematycznych przez autora za poérednictwem Danuty Przeworskiej-
-Rolewicz. Por. jej artykut o Lichtensteinie, Wiadom. Mat. 22 (1979), str. 107-113
(preyp. red.).

(") Por. notke (') ze str. 200.

(®) L. Bers, F. John, M. Schechter, Partial Differential Equations, Inter-
science Publishers, New York-London-Sydney 1964, str. 133.
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Fakt ten odgrywal rowniez pewng role w Owczesnych badaniach
powierzehni minimalnych i powierzehni o zadanej §redniej krzywiZnie,
ktérymi zajmowali sie R. Courant, S. Hildebrandt i ich uczniowie. Tutaj
i w innych jeszeze miejscach znalazl tez zastosowanie kolejny wynik
Lichtensteina z zakresu analizy zespolonej: dowdd analityeznosei roz-
wiazania pewnego (nie-) liniowego réwnania rézniczkowego czastkowego
([11]), co zostato podkreslone we wspomnieniu poS$miertnym o Lichten-
steinie () opracowanym przez O. Holdera (4).

Chetnie czytane dwa artykuly Lichtensteina o charakterze encyklo-
pedyeznym ([127], [13]) mialy wieloraki wplyw zaréwno na teori¢ po-
tencjatu i uniformizacji, jak i na zagadnienia brzegowe 1 zagadnienia
na wartosci wlasne dla réwnan czastkowych. Zawieraja tez one bardzo
szczegOlowy przeglad calej Owczesnej literatury. Swego rodzaju konty-
nuacja drugiego artykulu znajduje sie w opracowaniu C. Mirandy Fqua-
zioni alle derivate parziali di tipo ellittico (Ergebn. d. Math., Neue Folge,
Heft 2 (1955)).

Lichtenstein przybyl (z Minster w Westfalii, a faktycznie raczej
z Berlina) na Uniwersytet w Lipsku — jako nastepca geometry K. Roh-
na — do swych kolegéw O. Holdera i Herglotza, ktérzy spowodowali
powolanie go przez Wydzial Filozoficzny. W roku 1928 Lichtenstein
zostal dziekanem tego Wydzialu.

Az do odejscia Herglotza (1925) utrzymywala si¢ harmonia pomiedzy
trzema pradami matematycznymi, ktora moéj ojciec wezedniej przezywal
podezas swych studiéw w Berlinie, ukierunkowanych przez trzech Wiel-
kich: Weierstrassa, Kroneckera i Kummera.

Uczniowie

2. Podezas swego pobytu w Lipsku Lichtenstein mial wielu ucz-
niéw, ktérych promowal w nastepujacej kolejnosei: E. Holder, E. Kahler,
V. Garten i K. Maruhn, H. Boerner, F. Neumann, H. Schubert. O ich
rozprawach doktorskich, dotyczgcych zagadnien hydromechaniki i figur
réwnowagi oraz zagadnien brzegowych i na wartodei wlasne, wspomne
jeszcze przy omawianiu ksigzek Lichtensteina.

Lichtenstein miat dwa etaty dla asystentéw. Pierwszy, ktéry przede
mng miat L. Neder (pdzniejszy profesor w Miinster), byl w instytucie
matematycznym w Lipsku; drugim etatem dysponowal Lichtenstein
jako redaktor ,Fortschritte der Mathematik” i ,Mathematische Zeit-
schrift” J. Springera w Berlinie. Weze$niej asystentami byli A. Wein-
stein, G. Szegd, prawdopodobnie réwniez Miintz, a za moich czaséw
V. Garten i K. Maruhn.

(3) Ber. Sichs. Akad. d. Wiss. z. Leipzig, Math.-Phys. KI1. 76 (1934), str. 307-314.
(4) Otto Holder — to ojciec Ernsta Holdera (przyp. red.).
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A. Wintner i J. Schauder przebywali i pracowali naukowo u Lichten-
steina jako stypendy$ci fundacji Rockefellera (jak to wynika z wypowie-
dzi W. Orlicza, cytowanej w odczycie wygloszonym przez D. Przewor-
skg-Rolewicz podezas uroczystodei w Lipsku 1978, ktory ukaze sie w Wiss.
Zs. Univ. Leipzig). Poza wyzej wymienionymi, jako goSeie zagraniczni
przebywali u Lichtensteina przez pewien okres mlodzi, ale juz wyraZnie
uksztaltowani matematycy, jak J. Niklibore, J. von Neumann, J. Leray (°).

Niezaleznie od recenzentéw Lichtenstein sam dokladnie studiowal
wszystkie prace, ktore wplywaty do redakeji Mathematische Zeitschrift.
Pracowal nad nimi zar6wno pod wzgledem merytoryeznym, jak i for-
malnym, az do przyslowiowej kropki nad 4, co Landau ganit.

3. Wintner zajmowal si¢ w Wiedniu i Budapeszcie (u F. Riesza)
przede wszystkim teorig nieskonczenie wielu nieliniowych réwnan [licz-
bowych] i réwnan roézniczkowych. Lichtenstein umozliwil Wintnerowi
kontynuowanie tych badan w Lipsku, a w szczegélno$ci napisanie ksigzki
Spektraltheorie der unendliche Matrizen (Lipsk 1929). Do jej powstania
przyezynil sie Lichtenstein, ktéry napisal do niej wstep. Ksigzka ta oraz
wiele prac Wintnera, powstatych bezposrednio po ukazaniu sie dwu
encyklopedycznych artykuléw Hellingera i Toeplitza, daty nowy pocza-
tek tej teorii. Do spotkania Wintnera i J. von Neumanna, mimo jego
bytnosci u Lichtensteina, niestety nie doszlo.

Lichtenstein dbal o Wintnera prawie jak ojciec; jednakze nie udalo
mu sie doprowadzi¢ — moze na szczeScie — do habilitacji Wintnera
w Lipsku.

Wintner stosowal metody nieskonczenie wielu zmiennych do twier-
dzen o istnieniu zaburzen w mechanice nieba, do teorii Hilla zmienno$ci
orbity ksiezyca i ksiezyea z ,maksymalng lunacjg” oraz teorii malych
planet. Wintuner podat réwniez podstawy matematyczne dla rodzin roz-
wigzatt (,grup”) zagadnienia 3 cial, ktére E. Stromgren (wéwezas w Ko-
penhadze) po raz pierwszy traktowal nowoczesnymi metodami nume-
rycznymi, oraz sformulowal dla nich zasade zamkniecia.

Dokladne oszacowania Schaudera potencjalu warstwy podwdjne;j
i pojedynczej, ktoére ukazaly sie w Math. Z. 33, 35 (1931/32), traktowatl
Lichtenstein jako nowy wazny przyczynek w rozwijaniu metody H-wa-
runku (%), zapoczatkowanej pracami O. Holdera, Liapunowa, Korna i jego
samego, ktorej Lichtenstein nadal takze nazwe. Te wyniki zapewne
staty si¢ dla Lichtensteina okazja rozszerzenia jego wlasnych oszacowan
potencjalu newtonowskiego ([22], [23], [24]) i zastosowania ich do innych
obszaréw ([25]), dla ktorych twierdzenia o istnieniu uwazat on za wazne.

(®) Informacja o J. Lerayu jest mylna, co wynika z jego wlasnej wypowiedzi;
por. réwniez jego artykul Mon Ami Jules Schauder, Wiadom. Mat. 23 (przyp. red.).

(8) W dzisiejszej terminologii nazywa sie warunkiem Héldera (przyp. red.).
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Pewng role odegraly przy tym funkejonalno-teoretyczne rozwazania
Lichtensteina dotyczace pomocniczych pa.mmetrow, dla ktérych dopusz-
czal on warto§ei zespolone.

Zarowno dla Schaudera, jak i Leraya, ktérzy wspdlnie napisali funda-
mentalng prace Topologie et équations fonctionnelles (7), te oszacowania
(pierwotnie odlozone na poézniej, ale nieopublikowane ze wzgledu na
ukazanie si¢ wezesniejszej pracy O.D. Kelloga) stanowily przygotowa-
nie do nowej metody przedluzania za pomocy nieréwnosci a priori
dla réwnan rézniczkowych czastkowych.

Ksiazki Lichtensteina

4. 7 mySla o czytelnikach, ktérzy pragneliby blizej poznaé dziela
Lichtensteina przedstawie teraz — bardziej systematycznie i w sposéb
uporzadkowany wedlug dziedzin — trzy obszerne ksigzki Lichtensteina.
Ukazywaly si¢ one co dwa lata nakladem J. Springera:

(H) Grundlagen der Hydromechanik (1929), [14T;

(I) Vorlesung iiber einige Klassen nichtlinearer Integr alglewhwngen und
Integro-Differentialgleichungen mnebst Anwendungen (1931), [15];

(G) Gleichgewichisfiguren rotierender Fliissigkeiten (1933), [16].

Hydromechanika

Jezeli chodzi o dzieto (H), to ogranicze sie przede wszystkim do przy-
toczenia mojej opinii napisanej w zwigzku ze wznowieniem go w 1968 r.
Ukazata si¢ ona w Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung
74 (str. 32-33, B. G. Tenbner, Stuttgart); cytuje ja za pozwoleniem Wy-
dawnictwa: -

Po 40 latach ukazato si¢ wznowienie L. Lichtensteina Grundlagen der
Hydromechanik (1929) jako tom 30 zO6itej serii. To bardzo dobrze.

Dla mnie, jednego z uczniow Lichtensteina, ktéry i dzi§ stosuje jego
metody teorii potencjalu do zagadnien przeplywow nie jest latwo dzielo
to ocenié¢ krytyczuie.

Po pierwszym rozdziale przygotowaweczym, zawierajacym materiat,
ktéry dzi§ — w innym przedstawieniu i ukierunkowaniu topologicznym
— nazywa si¢ topologiq réémiczkowq, oraz po drugim rozdziale, ktory
dotyczy! podstawowych kwestii teorii form rézniczkowych zamknietych
i catek harmonicznych, nastepuje trzeci gltéwny rozdziat Vorbereitendes
aus der Potentialtheorie.

(") J. P. Schauder, Oeuvres, Warszawa 1978, str. 320-348, oméwiona w L’oeuvre
de Jules Schauder, ibidem, str. 14; por. Wiadom. Mat. 13 (1959), str, 13-19 oraz
23 (1980), str. 75-83.
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Lichtenstein, ktéremu zawdziecza sie — procz podstawowyeh roz-
praw — réwniez artykul encyklopedyczny o teorii potencjalu, mial za-
miar poswiecié tej teorii podrecznik. Chyba dobrze sie¢ stalo, ze swego.
zamiaru nie urzeczywistnil. Wszystko bowiem, co jest najwazniejsze
dla hydromechaniki z tej dziedziny, mozna znalezé¢ w tym rozdziale.
Jak pokazujg twierdzenia Lichtensteina o istnieniu, ktére on w jede-
nastym rozdziale jedynie przytacza, te pomocnicze Srodki teorii po-
tencjalu nie wystarczajg w zaden sposéb. Dla przykladu, wlasnosei ciag-
loSci potencjatu, ktére byly przedmiotem badan O. Hoéldera, Korna,
Kelloga, Schaudera i Lichtensteina, powinny by¢ rozszerzone na obszary
nieograniczone. W swej ksigzce wspomina Lichtenstein réwniez o réwno-
leglych obszernych badaniach hydrodynamicznych, ktére prowadzil
N. Gunter w zwiazku z pracami Lapunowa (a ktérym w Mathematische
Zeitschrift nadal wiekszy rozglos). Dzi§ te pomocnicze §rodki teorii po-
tencjatu, w zmodyfikowanej formie i w polgczeniu z innymi metodami
(wariacyjnymi, z funkejami uogélnionymi), wkraczaja w teorie Morreya.
(Muliiple Integrals in the Calculus of Variations, Berlin 1966), dajac szezy-
towe osiagniecia w tej dziedzinie.

Po krétkim rozdziale czwartym, zawierajacym ogdlne podstawy me-
chaniki, rozdzial piaty przedstawia — mniej aksjomatycznie niz w ujeciu
pozytywistyeznym Gustawa Kirchhoffa — kinematyke osrodka cigglego.
W tym rozdziale i w rozdziale siédmym o tensorze napie¢ pojawiaja sie
réozne formalne ulepszenia, wykorzystujace teorie macierzy i teorie form
rézniczkowych, ktére czeciowo znajdowaly sie juz w wykladach Her-
glotza o mechanice ofrodka cigglego (1925/26) w Getyndze.

Dotad nie wykorzystano bardzo subtelnych 1 szczegdélowyceh roz-
wazan kinematycznych o propagacji niecigglo§ci w rozdziale széstym:
zastosowania do gazodynamiki, ktéra rozwinela si¢ burzliwie po ukazaniu
sie ksiazki, nie zostaly jeszcze zrobione. Zagadnienia hiperboliczne (ba-
dane juz przez Hadamarda) zostaly calkiem opuszezone. Wyniki no-
wych badan w tej dziedzinie znalazly si¢ w pracach i ksigzce Guderleya,,
Schallnahe Strémungen, Berlin 1957.

Hydrostatyka w rozdziale 6smym zostata przez Lichtensteina przed-
stawiona interesujaco dzieki zastosowaniom nowoeczesnych metod wa-
riacyjnych, w szczegélnosci w wyprowadzeniu starego prawa Archime-
desa, gdzie zostal wykorzystany lemat Haara. ROwniez do tego kregu
nalezg ,figury réwnowagi wirujacej cieczy”, ktére stanowig gléwngy
dziedzine pracy Lichtensteina. PoSwiecil on im swg ostatnia monografie
(Berlin 1933). W podobny sposob, starannie opracowana jest w rozdziale
dziewiatym zasada Hamiltona.

Wyprowadzenic twierdzenn o wirach dla cieczy niejednorodnych,
w szczegolnofei réwnania czgstkowego eliptycznego na ciénienie, przed-
stawione — znowu formalnie, niezbyt zadowalajaco, ale bardzo ogélnie —
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w rozdziale dziewiagtym, staly sie podstawsg dla twierdzen o istnieniu
omoéwionych w rozdziale jedenastym. Twierdzenia te Lichtenstein oglosit
w trzech obszernych pracach o zagadnieniach poczatkowych dla jedno-
rodnyeh i niejednorodnych niescisliwych cieczy idealnych, natomiast
w swej ksiazee podal je jedynie w zwiezlej postaci i bez szezegdlowych
dowodéw. Czytelnik ksigzki z trudem moze tu ocenié¢ trudnoéei, jakie
musiatl pokonaé Lichtenstein.

Von Miges (1929) w swej blyskotliwej opinii o ksiazce — pisanej, gdy
Lichtenstein byt ciezko chory — stwierdzil: ,,W kazdym razie znaczenie
-dzieta, Lichtensteina, o ktérym chetnie wyrazamy sie z uznaniem, polega
nie na tym, ze tkwi ono w mechanice 1870 roku, lecz na tym, ze wykazuje
ono warto§ei matematyki 1930 roku”.

Lichtenstein w matematyeznych dowodach istnienia widzial nie-
.odzowny dowdd na to, ze siegajace Eulera zalozenia mechaniki ofrodka
cigglego sa wewnetrznie niesprzeczne. Lichtenstein i von Mises w swych
wymaganiach matematyeznych byli calkowicie rézni; dzi§ poziom ma-
tematyczny prac z mechaniki i fizyki matematycznej jest znacznie wyzszy,
moze w czesci zawdzieczamy to dzielu Lichtensteina ...

Jezeli chodzi o teorie cieczy lepkiej, to ostatni paragraf ksigzki Lichten-
steina zatytulowany Permanente Bewegung einer homogenen inkompres-
siblen zdihen . Fliissigkeit, zawiera wklad zasadniczy, chociaz dotyczy on
tylko matych liczb Reynoldsa. Teoria ta zostala rozwinigta (po eczesci
dzieki pojeciu rozwigzan uogdlnionyeh) przez Leraya, Hopfa i innyech,
a gléwnie przez O. A. Tiadyzenska, ktérej zawdziecza sie takze podstawy
matematyczne w tej dziedzinie.

Podobnie moze znalezé zastosowanie aktualna dzi§ teoria stabilnosci
i bifurkacji, ktéra réwniez byla osobno przedstawiona przez Lichten-
steina (por. Lichtenstein, Vorlesungen iiber einige Klassen nichtlinearer
Integralgleichungen ..., Berlin 1931).

. Calkowicie nierozwiazane s3 jeszeze w chwili obecnej zagadnienia
ruchu powierzechni swobodnej (gdy np. obserwuje si¢ ustalone fale Levi-
-Civity lub inne). Tu nie dziala juz metoda kolejnych przyblizen, dia
powierzchni swobodnej bowiem ging wiasnosei cigglosei. Takie jest
w istocie wazne i nierozwigzane zagadnienie, z ktorego von Mises miatl
pokpiwaé¢ méwiac: ,mozliwosé, by zakrzywiona w sposob eciagly po-
wierzehnia ograniczajaca przeszta na powierzehnig, 'ktérej normalna
jest ciagla i spelia »warunek Holdera«, budzi zgroz¢ u czytelnika”.

Obszerne opracowania Lichtensteina z dziedziny hydrodynamiki, na
ktérych opierala sie jego ksiazka, sa nastepujace:

I. Uber einige Ewistenzsitze des Anfangswertproblems der Hydrody-
namik fir homogene Flissigkeiten, [17], [18].

II. To samo dla niejednorodnych cieczy; twierdzenie o wirach, [19].
III. Ustalony (swobodny) ruch pewnej... cieczy lepkiej, [20].
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1V. Twierdzenia o cigglodci, stacjonarne prostoliniowe wldkna wiréw
Helmholtza-Kirchhoffa, [21];
dalsze, niezbedne do tego prace, to Twierdzenia pomocnicze teorii po-
tencjalu I-1V ([227-[25]).

Praca [26] dotyczgca ruchu niekoherentnej materii w rozeciggajacej
si¢ nieskonezenie przestrzeni obala zarzut (postawiony przez H. Seeligera)
niestosowalnofci newtonowskiego prawa grawitacji w nieskonezonej
przestrzeni. Lichtenstein pokazal, ze nawet w przestrzeni nieskonczonej
1 wypelnionej materig, jesli przyjaé wlaseiwe zalozenie o gestosei, mozna
poprawnie okreli¢ sile przyciagania.

Wréémy jeszeze do prac stanowigeyeh podstawe omawianej ksigzki.
Prace te zawierajg, précz rozwigzan zagadnien poczatkowych, réwniez
badanie ruchéw stacjonarnych. Opracowanie Lichtensteina (metodycznie
zwigzane $cifle z jednorodnymi i niejednorodnymi figurami réwnowagi)
stacjonarnego ruchu wir6w powinno byé, jak zauwazyl Maruhn (Proc.
IX. Cong. Int. Méc. Appl., Bruxelles 1957, 1, str. 173-176), skorygowane
z powodu koniecznej zaleznosei ,obrotu” od odleglosci od osi. Istnienie
globalnego rozwigzania udowodnili Fraenkel i Berger (Acta Math. 132
(1974), str. 13-51) przez sprowadzenie do zagadnienia wariacyjnego za
pomoca symetryzacji Steinera.

Te pierScieniowe figury (réwnowagi wirujgcej cieczy lub tez stacjo-
narnych wirdw) wydaja sie mi podstaws (z uwzglednieniem zmiennej
gestodel, w sensie ,figury ziemi”) traktowania pierscieni toroidalnych
plazmy, jak réwniez pierscieni nadprzewodnikéw; obydwa te zagadnienia
odgrywaja pewng role w nowoczesnych urzadzeniach technieznych,
badz tez maja teoretyczng warto$é dla dowoddw istnienia skwantowa-
nych wplywéw magnetyeznych.

Wspomne jeszeze o rozprawie Uber einige Lichtensteinsche Hilfssitze
der Potientialtheorie und thre Anwendung auf die Hydrodynamik H. Schu-
berta. Zainicjowal ja Lichtenstein, a zakonczona zostala w 1935 u munie.
Rozprawa ta przenosi skomplikowane oszacowania teorii potencjalu
w przestrzeni na przypadek plaski, dwuwymiarowy z pewnym warunkiem
i stosuje je do zagadnienia poczatkowego dla plaskiego przeplywu cieczy
niescisliwej.

W ostatnich latach zycia Lichtensteina dowledzielisSmy sie o sensacji
hydrodynamicznej: mlody polski matematyk Wolibner rozwigzat globalnie
wzgledem czasu dwuwymiarowe zagadnienie poczatkowe. O tym opo-
wiadal Lichtenstein, a ja samodzielnie znalazlem potem inne wyprowa-
dzenic jego oszacowan. W koneu Schaefer podat dla ruchu szeregi pote-
gowe wzgledem czasu ¢, ktére sa zbiezne bez ograniczen.

Za pomocg oszacowan pochodnych potencjaléw w nieograniczonych
obszarach plaszezyzny rozwiazatem podezas wojny zagadnienie stacjo-
narnego gazodynamicznego oplywu wokél znajdujacego sie w plaszezyz-

4 — Wiadomosci Matematyczne XXIV,2
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nie R? profilu z katami, przy matlej liczbie Macha (Por. méj: Bericht
IBFZ BS 72/1, Beitrige zur mathematischen Behandlung des Umstrémungs-
problems der Gasdynamik, DFGLR, 1972).

Globalnie, dla szybkosci dowolnie bliskich szybkosei dZzwieku, dowdd
istnienia mozna przeprowadzi¢ tylko dla obszaréw ograniczonych i pro-
filéw bez katéw, metoda przediuzania pochodzgea od Schaudera i Leraya
(w tomie Math. Z. 72 (1960) poswieconym pamieci Lichtensteina).
Bers badal to zagadnienie w nieograniczonych obszarach przeptywu,
stosujac metody odwzorowan konforemnych (Comm. Pure Appl. Math.
7 (1954), str. 441-504). Réwniez badane przez Bersa drugie zagadnienie
brzegowe dla powierzchni minimalnyeh w dopelnieniu walca (Trans.
Amer. Math. Soec. 70 (1951), str. 466—-491) stanowi pewne rozsgdne adia-
batyczne przyblizenie zagadnienia oplywu wokél profilu.

Klasyczne prace Miintza i Korna zwiazane z zagadnieniami brze-
gowymi powierzchni minimalnych, ktore Lichtenstein znacznie rozsze-
rzyl i uogélnil na regularne powierzchnie ekstremalne mozna znalezé —
jak wlagciwie wszystko o powierzehniach minimalnyeh — w Kksiazee:
J. C. C. Nitsche, Vorlesungen iiber Minimalfldchen (Berlin—-Heidelberg—
-New York 1975).

Réwnania calkowe

5. Monografia Lichtensteina (I) Integro- und Differentialgleichungen
wprowadza w klasyczny sposéb (uogélniona teoria E. Schmidta) w ana-
lize nieliniowa i daje wiele zastosowan. Przede wszystkim rozwigzania
w otoczeniu znanego (ewentualnie trywialnego) rozwigzania byly otrzy-
mywane metoda kolejnych przyblizen. Réwniez byly badane zagadnienia
globalne. Postawiony mi raz jeszeze przez Schaudera zarzut, ze Lichten-
stein w kazdym przypadku szezegélnym dowodzil metoda kolejnyeh
przyblizeni tego, co wynika obecnie z twierdzenia Banacha o punkeie
statym, nie dotyezy ksigzki (I). W owych czasach pojecia uksztattowane
przez Banacha stosowano bojazliwie. o

Taki sposéb przedstawienia dat Lichtensteinowi okazje zreferowania
swoich wezedniejszych badan ([4], [b]) dotyezacych liniowych réwnan
czastkowych, gléwnie w przypadkn dwu zmiennych niezaleznych,
a w szczegdlnodei pierwszego i drugiego zagadnienia brzegowego oraz
zagadnienia na wartoSci wlasne.

Nieliniowe zagadnienia, w szezegélnosei zagadnienia wariacyjne ([30],
[31]), prowadza w tzw. ,przypadku osobliwym” do dyskusji réwnan
bifurkacji, z czym mozna wiaza¢ dyskusje stabilnodei i jej zmiany. Gra
to dzi§ wielkg role. Przypadek osobliwy zachodzi, gdy pojawiajace sie
tu liniowe réwnania wariacyjne Jacobiego maja funkcje wlasng. Dla
takich wlasnie liniowych réwnan rézniczkowych (zwyeczajnych iczastko-
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wych) Lichtenstein badal zagadnienia brzegowe i na wartoSci wlasne,
korzystajac z metody Hilberta nieskonczenie wielu zmiennych ([27],
[28]). Rozszerzone ta metoda przez Lichtensteina kryterium wartosei
wlasnych liniowych réwnan roézniezkowych Jacobiego w zagadnieniu
minimum powierzchni ekstremalnyeh ([29]-[317) stanowi wuogdlnienie
stynnyeh badann H. A. Schwarza (%) dotyczaeych powierzehni minimal-
nych.

" Badania Lichtensteina zwyczajnego jednowymiarowego zagadnienia
wariacyjnego ([29]) zostaly rozszerzone w rozprawie H. Boernera (%)
‘m. in. na jednowymiarowe zagadnienia wariacyjne wyzszych rzedow.
Potem ueczynil to E. Holder w przypadku ekstremali zagadnienia wa-
riacyjnego Lagrange’a badanego przez Carathéodory’ego (w poswieco-
nym pamieci Lichtensteina tomie Prac Matematyczno-Fizycznych 43
(1935), str. 307-346, réwniez w Acta Math. 70 (1939), str. 193-242, Math.
Ann. 148 (1962), str. 214-225).

Badania Lichtensteina dwuwymiarowych zagadnien wariacyjnych
([28], [31]), w szczegélnosei liniowego zagadnYenia na wartosei wlasne,
przeniést pézniej w Moguneji E. Holder na wielowymiarowe eliptyczne
zagadnienia wariacyjne (wiele niezaleznych zmiennych i wiele poszuki-
wanych funkeji, Math. Ann. 148 (1962), str. 214-225). Nadto S. Hilde-
brandt podal samodzielnie ostateczne wyniki (Math. Ann. 148 (1962))
przez zastosowanie rezultatéow Hestensa dotyczacych eliptyeznogei.

W przypadku nieliniowych zagadnienn wariacyjnych lokalna metoda
rozwigzywania moze prowadzi¢ do globalnych rozwiazan za pomocy
metody przedluzania przez zastosowanie oszacowan Schaudera przy
przyjetych a priori ograniczeniach.

Réwnaniami ezgstkowymi w przypadku, gdy liczba zmiennych nie-
zaleznych przewyzszala 2, a funkeji niewiadomych bylo wiele, Lichten-
stein zajmowal si¢ malo. Dziedzine te rozwinal w swych pracach przede
wszystkim Morrey. Stosuje sie tu gléwnie metody wariacyjne, ktérych
Lichtenstein uzywal tylko wyjatkowo. Réwniez pojawily sie calkiem
nowe przestrzenie funkeji z uogélnionymi pochodnymi (dystrybucje,
przestrzenie Sobolewa). W tych przestrzeniach najpierw poszukuje sig
(metodami wariacyjnymi) rozwigzania slabego, a nastepnie pokazuje
jego regularnosé.

W ksigzee (I) podane sg konkretne zastosowania dotyezace figur
rownowagi i hydrodynamiki, dla ktérych ta metoda pasuje jak ulal, np.
fale wodne Levi-Civity, ktérych potencjalno-teoretyczne badania za po-
mocg nieliniowych réwnan catkowych Lichtenstein dat jako temat roz-

(8) W uroczystym tomie poéwigconym Weierstrassowi, Acta Soc. Scient. Fen-
nicac 15 (1888), str. 315-362.

(°) Math. Zs. 34 (1931), str. 293-319 i Math. Z. 35 (1932), str. 161-189, zagad-
nienia na wartodei wlasne,
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prawy F. Neumannowi (Lipsk 1930, ustalone, bezwirowe ciecze w ka-
nalach), a nastepnie uproscit w swej ksigzce.

Do tego rodzaju zagadnienn o swobodnym brzegu stosuje si¢ — rzecz
jasna — rowniez inne metody. Wspomne tu o tych, ktore opisal H. Bec-
kert, a nadto przedstawil E. Zeidler w nowej monografii Beitrige zur
Theorie und Praxis freier Randwertaufgaben (Schriftenreihe d. Inst. f.
Math. bei der DAW(A)Z, Berlin 1971), ktora w wielu miejscach opiera
sie na klasycznej monografii Lichtensteina.

Poza tym monografia ta zawiera rozmaite inne zagadnienia, ktoére
sa sklasyfikowane pod katem stosowania przedstawionych metod, oraz
rozwaza fale wystepujace w praktyce.

Figury réwnowagi

6. Okres lipski Lichtensteina rozpoczal jego wyklad inauguracyjny
[32] pt. Astronomia i matematyka w wzajemnym oddzialywaniu (1923).
Pézniej (1928) miat — dObrze przygotowany przez uprzednie wyklady
z teorii potencjalu, mechaniki i hydromechaniki — wyklad o hipotezach
kosmologicznych; w tym wykladzie Lichtenstein szkicowal zagadnienia
cial niebieskich, ktére péZniej czesciowo jego uczniowie, w kierowanych
przezen rozprawach badali i dalej rozwijali.

W zwigzku z figurami réwnowagi Lichtenstein zainteresowal sie
mlodym matematykiem w swej ojezystej Polsce. Byl to Niklibore. Udo-
wodnil ogélnie on ograniczenie szybkodci katowej (potowa Poincarégo),
ktorg Crudeli znalazl tylko dla figur wypuklych, oraz znalazt ograniczenia
dla splaszczenia (Math. Z. 31 (1929), str. 366-377 i Math. Z. 34 (1931),
str. 74-90). Topolog Mazurkiewicz podal ograniczenie €268%5° na, rozciag-
niecie osi figury réwnowagi, ktére ja (tamze, str. 7564) nieistotnie obnizy-
lem dn wartosci 200, chociaz prawdopodobnie wynosi ona 1; jednakze
to Nikliborc osiggnat w tej dziedzinie istotny sukces.

Kostitzin rowniez przyczynit sie do ksiazki (G) poprzez swoj artykul
o réwnaniu Clairauta w teorii ziemi. )

Mozna wydzielié trzy grupy badan, ktére stanowily podstawe ksigzki
(G) Lichtensteina:

(a) Badania figur rownowagi, gdzie nalezg:

I. ciecze jednorodne [33];

II. poprawno$é i przede wszystkim stabilno$é¢ [34]; -

ITI. niejednorodne ciecze; ksztalt ziemi [35].

Do I dochodza jeszcze motywacje wyrazone w [30].

(b) Pod tytulem Badania nad ksztaltem cial miebieskich pojawily sie:

I. teoria Laplace’a ksiezyca ziemi [36];

II. ,gwiazdy podwoédjne” [37];

II1. pierScieniowe figury roé6wnowagi (bez cial centralnych) [38];
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IV-VI. teoria Maxwella piericieni Saturna [39], [40], [41];
VII. ponadto jeszeze pewne zagadnienie poczatkowe [42].

(c) Z zakresu Badan Fkosmologicznych ukazata sie tylko

I. O dwu masach jednostkowych skupionych w jednym punkcie [43].

Oprocz tego istnieja jeszeze badania oceanu, ktére Lichtenstein —
przy mocniejszych zalozeniach — jeszcze raz uprodeil i umiesecil w wyktla-
dach przeznaczonych do wygloszenia w Adorf w Szwajecarii; praca ta
zostala wydana przez K. Maruhna, patrz nizej.

Lichtenstein, na krétko przed §miercia w 1933 r., skonczyl swe ostat-
nie dzielo o figurach réwnowagi. W tym dziele podat on bardzo dobry.
przeglad wszystkich badan — zaréwno swoich, jak i swych wspélpra-
cownikéw — w tej dziedzinie.

F. W. Levi uwazat, ze jedyna pociecha po $mierci Lichtensteina jest
to, ze dzielo swego zycia zdolal zakonczyé ksigzks o figurach réwnowagi.
Tak jest rzeczywiscie, nie dotyczy to jednak specjalnych dziedzin figur
réwnowagi i1 cial niebieskich oraz innych jego zamierzen naukowych
(w rodzaju teorii spektralnej osobliwych réwnan rdézniczkowych).

Wielka niespodziankg bylo dla mnie, gdy pani Lichtenstein po $Smierci
meza przekazala mi dwa rekopisy wykladow, ktore zamierzat on wyglosié
w Adorf. Te dwa opracowania [44], [45], ktore wydaliSmy wspolnie
z K. Maruhnem, przyniosly calkowicie nowa metode dowodu istnienia
figury réwnowagi. Dotycheczas prowadzilo sie subtelne wyznaczanie
odleglo§ei ¢ od figury sgsiedniej za pomoca metod geometrii rézniczkowej,
teraz natomiast okazalo sie, ze wystarczy tylko wyznaczyé H-warunek
dla {, a pochodne sg zupelnie niepotrzebne. Wszystko sie znakomicie
uprofcito. :

J.F. G. Auchmuty w swej pracy FExistence of Awxisymmetric Equi-
librium Figures (Arch. Ration. Mech. 65 (1977)) rozwinal calkowicie nowa,
bezposredniag metode wariacyjna badania figur réwnowagi wirujacych
cieczy, jednak tylko symetryeznyeh wzgledem osi obrotu. Z uczniéw
Lichtensteina E. Kihler i E. Holder zajmowali sie ogdlng teorig figur
rownowagi. Pierwszy z nich w swej rozprawie (Math. Z. 28 (1928), str.
220-237), badajac zagadnienie 3 cial w mechanice nieba zwrécil uwage
na to, ze figury réwnowagi na ogo6t nie maja plaszezyzny symetrii prze-
chodzacej przez of obrotu; maja one tylko plaszezyzne symetrii prosto-
padla do osi obrotu, ktoérej istnienie wykazal ogélnie jako pierwszy
Lichtenstein.

E. Holder w swej rozprawie o figurach réwnowagi z napieciami po-
wierzchniowymi (Math. Z. 25 (1926), str. 188-208), ktére wydaja sie
wlasciwym modelem dla ciata niebieskiego ograniczonego stata skorupa,
podal przyczynki do ogélnej teorii: o traktowaniu trywialnych réwnan
rozgatezienia, ktore pochodzg z niezmienniczofei zagadnienia wzgledem
grupy Liego przeksztalcen, dzieki ezemu sy one ,trywialne” i pozwalaja



198 E. Holder

si¢ badaé; to prowadzi do zamkniecia uzasadnionej przez Lichtensteina
teorii ksiezyca ziemi (Leipz. Berichte 1926, str. 21-36).

Od E. Holdera pochodzg réwniez przyezynki do teorii Lichtensteina
stabilnodci figur rownowagi (tamze, str. 23), ktére w przypadku niejedno-
rodnych figur nie byly do tego czasu podejmowane. Rozprawa habilita-
cyjna E. Holdera (Math. Z. 31 (1927), str. 197-257) zawiera- badania
okresowych torow w zagadnieniu wielu cial (male planety, Hilla. waria-
cyjne tory ksiezyca). W rozprawie jest przedstawiona metoda badania
réwnan rozgalezienia za pomocy funkcji (nogélnionej) Greena, stosowanej
do czlon6w liniowych réwnania, oraz metody kolejnych przyblizen,
a nastepnie réwnan rozgalezienia, stosowanej do czlondéw nieliniowych;
tak postepowal Lichtenstein w teorii pierfcieni Saturna. Metoda ta r6znli
sie od metody nieskoniczenie wielu zmiennych Hilla i Wintnera oraz
od metody cigglosci Poincarégo.

7. W epilogu swej monografii [G] méwi Lichtenstein o ,rozszerze-
niach tej ksiazki”, ktore ,prawie wylacznie beda mialy charakter mate-
matyezny ...”, ale ,powstaly one z badan kwestii astrofizycznych czy
kosmologicznyeh”: ,By¢é moze wyniki i metody przedstawione w tej
ksigzce ... w dalszej rozbudowie teorii atmosfery planet, powstawania
satelitow, a mozliwe ze i teorii gwiazd podwdéjnych itp. uzyskaja w astro-
nomii bardziej praktyczne znaczenie. W zwigzku z tym ... wprowadza-
nie dalszych parametréw fizycznych w przechodzeniu od jednej konty-
nuacji do nastepnej... rozpatrywanych konfiguracji rozwoju wedlug
pewnego ladcucha quasi-stacjonarnych stanoéw jest pozadane”. W taki
sposéb prawdopodobnie nalezy rozwija¢ model gwiazdy znajdujacej sie
w glownym eciagu.

Garten, a szczegélnie Maruhn zajmowali si¢ satelitami Rochego,
pierScieniowymi figurami réwnowagi z cialami centralnymi i bez, nie-
jednorodnymi figurami réwnowagi o charakterze gwiazdy podwojnej,
ktore skupiaja sie w jednym punkcie, oraz figurami rownowagi z kantem.

W owym epilogu obiekty swoich badan nazywa Lichtenstein ,pra-
cialami Laplace’a” [36]; w zwiazku z tym powstala praca Maruhna (Math.
Z. 37 (1933), str. 463—-478), w ktorej bada sie niejednorodne figury réwno-
wagi z kantem. To znakomicie pasuje do modelu rozwinietego przez
O. Struve jun. w 1931 dla gwiazd bardzo szybko wirujacych, tzw. typu
Be i z otoczka, ktére na réwniku stale traca energie; sg one bliskie ,pier-
Scieniowym” modelom saturnopodobnym i zwartym gwiazdom podwoj-
nym z wymiang materii; roéwniez Lichtenstein i Maruhn rozwazali tego
typu modele. Poré6wnaj w zwiazku z tym: A. Slettebak (redaktor), Be
and Shell Stars, IUA Symp. 1976, cyt. na podstawie opinii D. Lemkego
o tej ksiazce zamieszczonej w czasopiSmie Zeitschrift fiir Flugwissenschaf-
ten und Weltraumforschung 1 (1977). )

Lichtenstein w zakonczeniu swej ksigzki Hydromechanik, (H), str.
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338, po omdwieniu stacjonarnej kuli gazowej Emdena powiada: ,Takze
Eddington zadowala sie rozwazaniami stacjonarnej masy gazowej. Sy-
stematyczne badanie zagadnienia rownowagi gwiazdy z réwnowagg
promieniowania przy uwzglednieniu sily odsrodkowej stanowi w chwili
obecnej otwarty problem”. Tu wlasnie Lichtenstein wskazuje.w swoim
przypisku na prace: H. von Zeipel, Zum Strahlungsgleichgewicht der Ster-
ne. Praca ta, wobec istnienia wirowania i wytwarzania energii, sthu-
mila entuzjazm Lichtensteina zwigzany z odkryciem Emdena, ze mozna
by zbadaé¢ réwnowage promieniowania w gazie politropowym (o stalym
wykladniku » = 3).

W istocie przy obliczeniach dotyczacych nowoczesnych modeli
gwiazd robi si¢ rozne realistyczne zalozenia dotyczace strefy promienio-
wania lub réwnowagi konwekcyjnej (politropowej), réwnania stanu,
nieprzezroczystosei » 1 wytwarzania energii ¢ ktoére zalezg od innych
jeszcze parametréow, jak np. od czastek wodoru X i helu Y.

O tym wszystkim daje pelny obraz piekne przedstawienie M. Schwarz-
schilda Structure and Hvolution of the Stars (Princeton, New Jersey 1958;
por. moj zarys w Mitt. Mat. Sem. Giessen 123 (1977), str. 195-227).
Teoria ta odnosi sie glownie do stacjonarnej kuli gazowej i niewiele ulega
wplywowi klasyeznej teorii figur réwnowagi wirnjacych cieczy.

Oczywiscie przy strukturach takich mas gazowych wirowanie figury
ma drugorzedne znaczenie dla astrofizyki. Jednakze odksztalcenie uwar-
stwienn poprzez obrot wraz z rozbiezno$cig strumieni promieniowania
powoduja trudnosel oraz zapoczatkowujg procesy mieszania w gwiezdzie,
ktére cheiatoby sie pomingé¢; réwniez wywolany tym zakléceniem obrot
linii absyd toru eliptycznego gwiazdy podwojnej stanowi test jej struktury,
ktory jest stosowany praktycznie, p. M. Schwarzschild, str. 1541 175.

W zwigzku z tym Schwarzschild sam powiadas: ,Odleglo$é poziomic
odksztatconych przez wirowanie w stosunku do poezatkowego stanu
stacjonarnego jest malg rzedu 1. Dlatego tez dla pozostatych wielkosei
mozna przyja¢ zerowy rzad przyblizenia, jak réwniez i dla wielkosei
wyjsciowych z niezakléconego modelu w stanie stacjonarnym — bez
obawy o zaklicenie termicznej réwnowagi gwiazdy”.

Zatem mozna — w przyblizeniu pierwszego rzedu — za wyjsciowy
figure (ktéra poprzednio byla numerycznie obliczona wedlug nowoczes-
nego modelu) przyjaé strukture kulistg. Wowezas jednak otrzymuje
sig, jak to wykazalem w ostatnio cytowanej pracy — z Kklasycznej teorii
niejednorodnych figur réwnowagi Clairauta~Liapunowa-Lichtensteina —
dokladnie réwnania rdézniczkowe dla przyblizenia pierwszego rzedu od-
ksztalcenia poziomic, wartosci splaszezenia gwiazdy czy tez ruchu absyd
gwiazdy podwdjnej. Teoretycznie, z przyblizonych obliczenn wylania sie
problem, jak ustalié zwiazek miedzy cyrkulacja wywolana rozbieznoseig
strumienia promieniowanio (jako stacjonarnego ruchu w wirujacej gwiez-
dzie) a postaeciy powierzehni stalej gestosei.
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Zakonczenie

8. Oméwilem tu badania Lichtensteina, jak réwniez to, co sie z nimi
wiazalo. Ocene tych badan wyraza posmiertne wspomnienie o nim
opracowane przez Imego ojca, Otto Holdera (1°). W przygotowywaniu
tego wspomnienia bylem pomocny i ja, dzieki dokladnej znajomoSeci
wielu prac Lichtensteina. Niestety, Akademia Saska pominela w druku
spis publikacji Lichtensteina (opracowany wlasnorecznie przez O. Hol-
dera). Cytuje jedynie wspomniane przeze mnie prace Lichtensteina
(w nowej numeracji) (11). ’
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