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Rozwigzanie zadania

263. Niech F: R, xR, —~ R, , gdzie R, oznacza zbidr wszystkich
nieujemnych liczb rzeczywistych, bedzie dzialaniem speniajacym na-
stepujace warunki:

1° F(a, F(b,c)) = F(F(a,bd),c),

2° F(a,b) = F(b, a),

3° I'(a,0) =a i F(0,b) =0,

4° funkeja F jest ciagla i niemalejaca ze wzgledu na kazda ze zmien-
nych.

Niech k: R, — R, bedzie takg funkecja, ze k(u) > 0 dla kazdej do-
datniej liczby «. Méwimy, ze funkcja k jest F-superaddyiywna, gdy

F(k(a), k(b)) < k(a+b) dla dowolnych a,beR,.
Czy dla kazdego dzialania F istnieje funkeja F-superaddytywna? Jezeli

tak nie jest, to scharakteryzowa¢ zbiér tych F, dla ktérych istniejg
funkecje F-superaddytywne.

J. Musielak (Poznani), J. Peetre (Lund)

(Rozwiazanie czedciowe). Rozwazmy nieré6wnoséé funkeyjna
(1) k(a+b)> F(k(a), k(b)) dla a,beR,,
oraz réwnanie funkeyjne
(2 p(a+bd) = Fp(a), p(d)) dlaa,beR,,

gdziek: R, - R, ig: R, - R, s3 funkcjami niewiadomymi. Zalozenia 1°-3° ozna-
czaja, ze struktura (R, F) jest pélgrupg przemienngy z jednoscig. Jednoseig tej pol.
grupy jest 0. Rozwazmy nastepujace przypadki:

I. Funkecja F jest §ci§lerosngca ze wzgledu nakazda ze zmiennych. Przy zalozeniach
1°-49°, wtym przypadku mozemy powtérzyé fragment rozumowania zamieszezony w mo-
nografii J. Aczéla Lectures on functional equations and their applications, Academic
Press, New York and London 1966, str. 54-56, dowodzacego istnienia &cile rosna-
cego -rozwigzania réwnania (2) w klasie funkeji ciaglych i nieujemnych. Konstruo-
wane tam rozwigzanie jest rozwigzaniem ,na” i jest ono oczywiscie rozwigzaniem
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242 . Zadania

nieréwnosci (1) w R, . Za pomocs skonstruowanego rozwigzania réwnania (2) mozna
zresztg wyznaczyé wszystkie rozwigzania nieréwnosdei (1) w zadanej klasie funkeji.
rawdziwe jest bowiem nastepujace twierdzenie:
Jeseli funkecja F: Ry x Ry — R, spelnia warunki 1°-3°, a ponadio jest ciqgla
1 $cisle rosmagca ze wegleduw na kaéda ze amiennych, to ogblne rozwiqzanie nieréwnoées
(1) dane jest wzorem

k@) =f(h(m)), xeR,,

gdzie f: R, — R, jest ciaglym ¢ $cisle rosnqeym rosziqzanieﬂ:& réwnania (2) o warloé-
ciach na calym R, za$ h: Ry — R, jest dowolng funkcja madaddytywna.
Twierdzenie to mozna otrzymaé z nieco ogdlniejszego wyniku dowodzonego
w rozprawie doktorskiej autora z 1978 roku.
II. Funkcja F: R, xR, -> R jest ciagla i niemalejaca na kazdg ze zmiennych
oraz istnieje przynajmniej jeden element « > 0, taki ze

F(uw, u) = u.
Wtedy szukang w zadaniu funkejg k: R, — R jest np. funkeja
k) =u, xeR,.

Zauwazmy, ze jezeli funkcja F ma wiecej niz jeden dodatni idempotent, to istnieje
niestale rozwigzanie nieré6wnosei (1). Tak jest np. dla funkeji F(a, b) = max{a, b);
funkeja k& dana jest wtedy wzorem

k() =2, zeR..

I11. Pozostaje jeszcze jeden mozliwy przypadek. Funkeja F spelnia warunki
1°-4° i ma jedynie idempotent réwny zeru (lecz nie jest cisle rosngea na kazda ze
zmiennych). Nie wiem, czy taka funkcja F istnieje, a jeéli tak, to nie wiem, czy nie-
réwno$é (1) ma rozwiazanie w 2zadanej klasie funkeji.

Podane powyzej rozwazania mozna krétke wypowiedzie¢ w jezyku teorii réw-
nai funkeyjnych wielu zmiennych. W tym celu zauwazmy najpierw, ze zalozenia
1°-4° implikujg nastepujace fakty:

(a) Kazde niestale i nieujemne rozwiazanie réwnania (2) w R, jest funkejg
niemalejacy.

(b) Kazde rozwigzanie réwnania (2) powtarzajace zero w R jest funkejg toz-
samosciowo réwna zeru.

Zatem: Jezeli funkcja F spelniajaca warunki 1°-4° dopuszeza niezerowe roz-
wigzanie réwnania (2) w R, , to rozwazany problem ma pozytywne rozwigzanie.
Jezeli taka funkeja I dopuszeza tylko rozwigzania zerowe, to nie wiadomo, czy
nieréwnosé (1) ma rozwiazania w zadanej klasie funkeji. Nie wiadomo takze, czy
taka funkeja istnieje.

W zwigzku z podanym rozwigzaniem nasuwa sie jeszcze jedno pytanie, a mia-
nowicie, jaki jest opis wszystkich rozwigzan nieréwnofei (1), gdy funkeja F spelnia
warunki 1°-4° i ma przynajmniej jeden idempotent rézny od zera ? Czy wtedy réw-
nanie (2) ma rozwiazanie niestale ?

Z. Powqzka (Krakéw)



