e}
ROCZNIKI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEMATYCZNEGO L:{}mpm

Seria 11: WIADOMOSCI MATFMATYCZNE XXV (1983)

StanistAw HARTMAN (Wroclaw)

Przeglad wspolczesnych problemow przemiennej
analizy harmonicznej

Na tle ksiazki: Colin C. Graham 1 O. Carruth McGehee, Essays in
Commutative Harmonic Analysis, Grundlehren der mathematischen Wissen-
schaften, Band 238, Springer-Verlag, Berlin-Heidelberg-New York 1979, str.
XXI+464, cena DM 88,—. ISBN 3-540-90426-3.

Przemienna analiza harmoniczna wyrosia z teorii szeregéw Fouriera
i z teorii dualno$ci Pontriagina. To uproszczenie. Nalezaloby wymieni¢
jeszcze Bohra, Weila, Gelfanda, Wienera, Sidona... Trudno wiedzie¢, gdzie
si¢ zatrzymacé szukajgc genezy teorii matematycznej. Ale odkrycie Pontria-
gina, wiazace szeregi i catki Fouriera z algebra i topologia, stworzylo wyzszy
punkt widzenia. Dzigki niemu elementy harmoniczne, jakimi sa funkcje
wykladnicze o urojonym argumencie, ukazaly si¢ jako charaktery grupy kota
lub grupy liczb rzeczywistych, a twierdzenia takie jak réwnos$¢ Parsevala
lub nier6wno$¢ Hausdorffa—Younga jako przypadki ogoélnych prawidlowosci
zwiazanych ze struktura algebraiczna 1 topologiczna grupy przemienej
lokalnie zwarte;j.

Glowna korzyscia plynaca z tego szerszego spojrzenia jest nie tyle objecie
badaniami calej tej klasy grup, ile powstanie nowych metod, ktére wzboga-
city analize harmoniczna juz w przypadku kota i prostej. W pierwszych
dziesiecioleciach po II wojnie $swiatowej dawano tej nowej analizie harmo-
nicznej przydomek ,abstrakcyjna”, teraz juz rzadko uzywany (ale zachowany
np. przez Mathematical Reviews), bo abstrakcji w tym nie tak znow wiele,
a kto chciatby sie¢ wyrzeka¢ skuteczni¢jszych metod w imi¢ ,konkretu™?
Chodzi zatem naprawde nie o ,abstrakcyjng”, lecz o wspodlczesna analizg
harmoniczng. Jej to wladnie jest poswigcona ksiazka Grahama i McGehee.

Essays... Stownik oksfordzki podaje znaczenie podobne do polskiego
Jeseju” — utwor proza, zwykle krotki, na dowolny temat. Eseje matematy-
czne —tego chyba jeszcze nie bylo, ale autorzy dobrze wybrali tytul, poniewa?,
jak sami w przedmowie pisza, porzadek rozdzialdéw w ksigzce nie ma takiego
znaczenia, jak zwykle, i mozna je czytaC niezaleznie, jesli si¢ tylko zna
symbole i terminy. Dodajmy, ze dlugy list¢ symboli wraz z ich wyttuma-
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czeniem podali autorzy na poczatku. W wigkszosci sa one zrozumiale dla
tych, ktorzy znaja dziela przez nich polecane w krotkim wstepie zatytulo-
wanym Prerequisites (np. Rudina, Hewitta-Rossa, Katznelsona, Kahane’a).

Mamy wigc 13 esejow o przemiennej analizie harmonicznej na 412
stronicach. W przedmowie czytamy: This book considers various spaces and
algebras made up of functions, measures, and other objects — situated always on
one or another locally compact abelian group, and studied in the light of the
Fourier transform. The emphasis is on the objects themselves, and of the
structure-in-detail of the spaces and algebras. A mathematician needs to know
only a little about Fourier analysis on the commutative groups, and then may
go many ways within the large subject of harmonic analysis — into the beautiful
theory of Lie group representations, for example. But this book represents the
tendency to linger on the line, and the other abelian groups, and to keep asking
questions about the structure thereupon. That tendency, pursued since the early
days of analysis, has defined a field of study that can boast of some impressive
results, and in which there still remain unanswered questions of compelling
interest. ’

Dalej autorzy wymieniaja kilka nazwisk odkrywcow, ktorzy wywarli naj-
wigkszy wplyw na ich wlasna droge naukowa: J.-P. Kahane’a, Y. Katznel-
sona, P. Malliavina, .Y. Meyera, J. Taylora, N. Varopoulosa. W kilku
stowach charakteryzuja tez dzielo naukowe S. Drury’ego, G. Browna
i W. Morana oraz T. Kornera, z ostatniej dekady. Nawiazujac do uwag, od
ktorych zaczalem te¢ recenzjg, powtOrzg¢ jeszcze, jak autorzy si¢ odnosza do
dylematu: czy dowolna grupa abelowa lokalnie zwarta, czy tylko koto lub
prosta? Pisza mianowicie, ze czgsto musieli wybiera¢, poniewaz czasem lepiej
widac istote rzeczy, gdy si¢ ograniczy¢ do-konkretnej grupy (w domysle
bardzo klasycznej), oszczgdzajac sobie czysto technicznych komplikacii,
a czasem pozyteczniej jest i ,estetycznie)” uja¢ kwesti¢ szerzej.

Po ostatnim trzynastym eseju nastepuja jeszcze 52 stronice. W Appendix
przypomina si¢ niektore dobrze znane pojecia i twierdzenia, np. iloczyny
Riesza, nier6wno$¢ Bernsteina, rozszerzanie transformaty miary z podgrupy
na caly grupe. Potem znajdujemy 25 stronic bibliografii (References), po
25-30 pozycji na kazdej. Liczba cytowanych autorOw wynosi okoto 400.
Z polskich znalaztem (wedlug alfabetu): Banacha, Hartmana, Marcinkie-
wicza, Milicer-Gruzewska, Rajchmana, Rylla-Nardzewskiego, Steinhausa
i Zygmunda. Zaledwie o$miu i przewaznie dawnych. Wida¢ stad, ze prze-
mienna analiza harmoniczna we wspoélczesnym ksztalcie to nie jest ,,polski”
temat. 15 stronic zawiera indeks, w ktoérym umieszczone sg terminy razem
z odsylaczami do odpowiednich stronic tekstu i nazwiska z odsylaczami do
bibliografii, i takze do tekstu.

Z olbrzymia literatura autorzy obeszli si¢ moim zdaniem najlepiej, jak
mogli, nie przerywajac wykladu ustawicznymi odsylaczami, lecz umieszczajac
po kazdym paragrafie Uwagi (Remarks) lub Uznania i uwagi (Credits and
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Remarks), w ktorych informuja, od kogo pochodza przedstawione wlasnie
wyniki i gdzie je mozna znalezd.

Ksigzka Grahama i McGehee ma cechy dobrego pisarstwa matematy-
cznego. Napisana jest tresciwie i zwigzle, ale nie nazbyt sucho i bez modnej
dzisiaj przesadnej oszczgdnosci wykladu, ktora zmusza czytelnika do ciaglego
uzupelniania rozumowan. Tylko gdzieniegdzie przydaloby si¢ wiece] wyja-
$nien. Te 13 esejow nie sklada si¢ ani na encyklopedi¢ przemiennej analizy
harmonicznej, ani na traktat, ani nawet na jedna monografic. Do ich
czytania wystarcza, formalnie rzecz biorac, poza ,analiza I” podstawowe
wiadomosci o grupach, o przestrzeniach liniowo-topologicznych i o alge-
brach Banacha, pewne obeznanie z teoria miary i z pojgciami teorii prawdo-
podobienstwa i znajomos$¢ tylko gldéwnych poje¢ 1 wynikoéw analizy harmo-
nicznej. Jest to jednak dzieto, ktore si¢ zrodzito na wysokim pigtrze bardzo
juz rozwinigtej teorii i ma na celu ukazanie jej obecnego stanu, a przez to
zdaje sprawg z wielu badan szczegdtowych, finezyjnych, kwantytatywnych.
Aby odczu¢ smak tych zagadnien, trzeba by¢ z analiza harmoniczng troche
bardziej obeznanym. Dlatego ksiazka nie nadaje si¢ na podrecznik tego
przedmiotu. Za to dla matematyka juz wen wprowadzonego stanowi.znako-
mita pomoc, gdyz zawiera imponujacy zasOb wiedzy, a takze otwarte proble-
my, ktérym poswigcony jest nawet specjalny rozdzial (ostatni).

Ksiazka zostala napisana przez autorow Sledzacych bez przerwy postepy
analizy harmonicznej, do ktdérych zreszta sami znacznie si¢ przyczynili. Mimo
to, i mimo ze ksiazka wyszla zaledwie rok temu, jest juz mi€jscami przesta-
rzala (przyklady podam pdzniej). Tak by¢ musi, gdyz matematyka w Zadnym
swoim zywym fragmencie nie da si¢ schwyta¢ i umknie kazdej rejestracji.

Teraz postaram si¢ opowiedzie¢ o tresci kolejnych rozdzialéw. Moze
z tego wynikna¢ co$ w rodzaju artykulu przegladowego o obecnym stanie
przemiennej analizy harmonicznej.

Tytul rozdzialu 1 brzmi: Zachowanie sie transformat (znaczy : transformat
Fouriera). Centralnym punktem pierwszych trzech paragraféw jest twierdze-
nie Cohena o idempotentach i nastgpujaca stynna hipoteza Littlewooda: dla
kazdego skoriczonego zbioru E < Z mocy N

2n
m IS el = {13, é™ldx > Clog,
neE 0 neE
gdzie C jest stalg uniwersalng. To oszacowanie nie moze byé wzmocnione,
gdyz prawa strona daje dokladny rzad wielkosci lewej, gdy E = [1, N]. Gdy
A jest dowolnym zbiorem liczb calkowitych uporzadkowanym wedlug wiel-

kosci, to szereg ) €™ jest szeregiem Fouriera-Stieltjesa miary (borelowskiej
neA

na kole), dla ktorej

2n
An) = [e ™du()
0
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jest rtowne 1 lub O zaleznie od tego, czy ne A czy n¢ A. Taka miara nazywa
sie idempotentna, gdyz zachodzi oczywiscie rowno$¢ u*pu = p, gdzie * ozna-
cza splot. Z (1) wynika, ze sumy czgéciowe tego szeregu daza w normie L' do
nieskonczonoéci. Sprawa wyznaczenia wszystkich miar idempotentnych na
kole. a tym bardziej na dowolnej grupie Ica (tj. abelowej lokalnie zwartej) nie
jest latwa. Niech I' oznacza G czyli grupe (topologiczna) charakteréw G.
Przez pierscien warstw (cosel ring) grupy rozumie si¢ najmniejsza rodzing
zbioréw zamknieta wzgledem dopetnien i skonczonego dodawania (mnogo-
$ciowego) oraz zawierajaca wszystkie warstwy wszystkich otwartych podgrup
I'. Dowodzi sie tatwo, ze jesli zbiér E nalezy do pierscienia warstw, to jego
funkcja charakterystyczna jest transformata miary, oczywiscie miary idem-
potentnej. Znacznie trudniej jest dowiesé, Zze innych miar idempotentnych nie
ma. Udowodnil to H. Helson w przypadku I' = T, a potem P. Cohen
ogdlnie. Autorzy podaja pdzniejszy krotszy dowod.

Hipoteza Littlewooda dotyczy oczywiscie norm (w przestrzeni C*(T))
miar idempotentnych. Cohen byt pierwszym, ktory udowodnil, ze jesl
miary uy (na okregu) maja gestos¢ Y € i |Ep =N, to |iull =

neE N
= || Y €"dx - . Faktycznic udowodnil wigcej, a mianowicie, ze
neE
nier(’)wnlz)éé (1) bedzie prawdziwa, jesli po prawej stronic napisac
C(log N/loglog N)'/®, a wtedy sume¢ pod calkag po lewej stronie mozna
zastapi¢ przez che‘”", gdzie |c,| = 1. Davenport podwyzszyt wykladnik
neE

w oszacowaniu Cohena do 1/4. Autorzy przedstawiaja jego dowod z uogol-
nicniem na inne grupy. Pichorides poprawil ten wynik zastgpujac 1/4 przez
1/2, a pozniej osiagnal C(log N)'/2. Autorzy podaja dowdd tego twierdzenia
z nieznacznym wzmocnieniem. Dzi$ caly ten rozdziat napisaliby inaczej, gdyz
kilka miesigcy temu (pisz¢ w maju 1981) jeden z nich (McGehee) wraz
z L. Pigno 1 B. Smithem. udowodnit (1). Ich dowod jest znacznie krotszy od
wszystkich poprzednich.

W rozdziale 1 szacuje si¢ takze (od dolu) normg¢ miary ciagtej, dla ktorej
|i(n)] = 1 zachodzi dla ,wielu” n. Wiadomo, ze moze tak by¢é nawet dla
nieskonczenie wielu n. Zbior tych n moze by¢ nawet gesty w uzwarceniu
Bohra (wracamy do tego przy omawianiu rozdzialu 7), ale ma zawsze gg-
stos¢ 0. Dalej znajdujemy twierdzenie Rajchmana: je$li lim fi(n) = 0, to

n=x
lim ji(n) = 0. Twierdzenie to jest obecnie znane w roznych ostrzejszych
postaciach, np. w formie iloSciowych zwigzkéw miedzy lmsup ji(n)
B -
a limsup fi(n).
n—>— %

Nastepuje wazny dla analizy harmonicznej dow6d nierbwnowaznosci
dwoch norm dla miary na grupie nieskoniczonej, mianowicie normy |ul| czyli
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Hles 1 Nlullpae = il - Oczywiscie druga nigdy nie przekracza pierwsze;.
Znana konstrukcja Rudina i Shapiry prowadzi do ciagu miar y,, dla ktorych
(/111 pas = 5. Probabilistyczne oszacowania tego ilorazu (z dotu) dla
miar na grupach skonczonych zostaly uzyte przez Daviego do dowodu; ze
przestrzen [? dla p > 2 zawiera podprzestrzen bez wlasnosci aproksyma-
cyjnej. To wzmocnienie twierdzenia Enflo (za ktdore jego autor otrzymal
w nagrode zywa ge$, warta w tym wypadku tyle, co medal Fieldsa) stanowi
zaskakujace zastosowanie analizy harmonicznej do zagadnien pochodzacych
z innej sfery matematyki. '

Ostatni paragraf rozdzialu 1 poswigcony jest pewnym warunkom dosta-
tecznym na to, zeby funkcja mierzalna na danym zbiorze mierzalnym E < I
byla prawie wszedzie rowna transformacie jakiej§ miary. Autorzy podajg taki
warunek : jesli dla kazdej miary p o no$niku skonczonym zawartym w E jest
Hﬁluf < Cllfl] .. to istnieje taka miara v na G, ze f =9|E pw. i [pl] < C.
W przypadku, gdy E =T = R i f jest ciagla, dostateczno$é tego warunku
udowodnit juz Bochner. Dodajmy. 7¢ badanie zwezen transformat Fouriera
funkcji catkowalnych lub miar do danego zbioru, zwykle do zbioru zamknig-
tego, stalo si¢ zrodlem wielu glebokich problemow i twierdzen. Zwezenia te
tworzg algebre¢ Banacha z punktowym mnoZeniem oznaczang przez A(E) (dla
funkcji) lub B(E) (dla miar). Dla zbioréw zwartych mamy A(E) = B(E),
gdyz algebra grupowa L! = L' (G) jest regularna i stanowi ideal w algebrze
wszystkich miar M = M(G) (z mnozeniem splotowym). Algebry A(E) 1 B(E)
sa obrazami homomorficznymi algebr A(I') ~ L'(G) i B(I') ~ M(G). (Za nor-
my w A(E) i B(E) przyjmuje si¢ normy indukowane przez I! i M.)

Wiasnie pewnym aspektom przestrzeni A(E) poswiecony jest rozdzial 2.
Zbioér E nazywa si¢ zhiorem Helsona, gdy A(E) = Co(E) (Cy — przestrzen
funkgji ciaglych dazacych do zera w nieskonczonosci). Gdy E jest zbiorem
zwartym, mozna réwnie dobrze napisa¢ A(E) = C(E). Gdy grupa G jest
zwarta, a wigc I' jest dyskretna, definicja zbioru Helsona przybiera postaé
A(E) = co(E), a od czasow Banacha wiadomo, Zze to jest rOwnowazne
z warunkiem B(E) = I (E); z kolei zbior spetniajacy ten warunek w jakiej-
kolwiek grupie Ica nazywa si¢ zhiorem Sidona.

Pytanie, czy suma mnogosciowa dwoch zbioréow Sidona jest zbiorem
Sidona, dlugo pozostawalo otwarte. Odpowiedzial na nie twierdzgco
S. Drury w 1970 r. uzywajac metod probabilistycznych. Zaraz potem Varo-
poulos przeniost t¢ metode na zbiory Helsona w grupach metrycznych,
a pani F. Lust na dowolne grupy. Autorzy podaja w rozdziale 2 inny dowod,
pochodzacy od Herza. Uzyskuje si¢ przy tym pewna forme kwantytatywng
twierdzenia o sumie dwoch zbioréw Helsona, mianowicie mozna oszacowac
dla niej tzw. stala Helsona, tj. sup(l| |lyg/ll llcqe) W zaleznosci od stalych
Helsona sktadnikow.

Przedmiotem rozdzialu 3 jest synteza spektralna, jedno z kluczowych
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zagadnien analizy harmonicznej. W przemiennej algebrze Banacha mozna
wyr6zni¢ takie ideaty (zamiknigte), ktore sa przekrojami wszystkich zawiera-
jacych je idealow maksymalnych regularnych. Zdarza sig, ze innych nie ma.
Wtedy mowi sig, ze algebra ma synteze. Latwo dowies¢, ze taka jest np.
algebra C(X) dla zwartej przestrzeni X i algebra grupowa L'(G) grupy
przemiennej zwartej. A jesli grupa jest lokalnie zwarta, ale niezwarta? Tu
odpowiedz jest przeczaca. Pierwszy przyklad idealu w L' (G), ktory jest
mniejszy od przekroju zawierajacych go ideatdéw maksymalnych regularnych,
znalazt L. Schwartz w przypadku G = R>. Jest to ideal utworzony przez
funkcje catkowalne, ktorych transformata Fouriera znika na sferze x?+
+y2+z% = 1 wraz z pierwsza pochodng w kierunku normalnej. Trudniejsza
do zbadania pod tym wzglegdem okazala si¢ algebra L' (R). Pierwszy Mallia-
vin udowodnil, ze L'(G) nie ma syntezy dla Zzadnego niezwartego G. Potem
pojawily si¢ inne dowody i rézne wyniki szczegélowe. Dokladniejsza historig
tych odkry¢ napisali autorzy we wstgpie do rozdziatu 3.

Funkcjonaly na algebrze A(I') nazywaja si¢ pseudomiarami. Sa to dystry-
bucje, ktorych transformaty Fouriera leza w przestrzeni L*(G). Wiadomo
dobrze, ze grupa I jest przestrzenia Gelfanda algebry L' (G), a transformaty
Gelfanda jej elementéw sa transformatami Fouriera. Regularnos¢ tej algebry
oznacza, ze kazdy zbiér zamknigty E < I' jest zbiorem wspolnych zer
transformat Fouriera funkcji tworzacych pewien ideal zamknigty. Zbior E
nazywa si¢ kospektrum tego ideatu.

Jesli E jest kospektrum jednego tylko ideatu, to mowi sig, Zze E spelnia
(obeys) synteze. Kazdy zbidr zwarty o rozproszonym brzegu ma t¢ wlasnosc.
Dowodzi si¢, Zze najmniejszy ideal o kospektrum E, oznaczany przez J(E),
powstaje przez domknigcie w normie A4 (I') zbioru funfccji z A(I') znikajacych
w pewnym otoczeniu E. O funkcji fe 4(I') mowi sig¢, ze spelnia synteze, jesh
nalezy do J(E), gdzie E = f~!({0}). Najwigkszy ideal o kospektrum E, I(E),
sklada si¢ ze wszystkich funkcji z A(I') znikajacych na E, czyli jest przekro-
jem zawierajacych go idealow maksymalnych regularnych.

Mowi sig¢, ze pseudomiara S dopuszcza (admits) synteze, jeShi lezy
w anihilatorze ideatu I(E), gdzie E = suppS. Znaczy to, ze funkcja
Sel”(G) lezy w *-stabym domknieciu kombinacji liniowych tych charakte-
row grupy G (czyli elementow grupy I'), ktore naleza do nosnika S, innymi
stowy, w *-stabym domknigciu wielomianow trygonometrycznych o widmie
w suppS. Inaczej jeszcze mozna to tak wyraziC: S lezy w *-slabym domknig-
ciu w przestrzeni pseudomiar PM (I) zbioru miar o nos$niku skonczonym
zawartym w supp S. Nie znaczy to, ze S jest wtedy granica *-stabo zbieznego
ciagu takich miar. Ten mocni¢jszy warunek jest przy zalozeniu o$rodkowosci
grupy G dokladnie wtedy spetniony, gdy S mozna aproksymowac #*-stabo
przez ograniczone co do normy wielomiany trygonometryczne o widmie
w suppS. Zachodzi to w szczegolnosci, gdy S jest miarg.

Zbior E spelnia syntez¢ wtedy i tylko wtedy, gdy kazda pseudomiara
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w PM(E) (tj. o nosniku w E) lezy w *-stabym domknigciu miar o nosnikach
skonczonych lub (co na jedno wychodzi) miar dyskretnych nalezacych do
M(E), tj. do przestrzeni miar o nos$niku w E. Moéwi si¢, ze E spetnia
ograniczong syntez¢ przez miary dyskretne, jesli miary dyskretne na E leza
*-stabo ciagowo gesto w PM(E).

Autorzy podaja bez dowodu nast¢pujace twierdzenie Katznelsona 1 Mac-
Gehee: dla kazdej liczby porzqdkowej a < w, istnieje taki zbiér E < T spelnia-
jacy synteze, ze dla otrzymania calej przestrzeni PM (E) przez iterowany proces
dolgczania granic *-slabo zbieinych ciggow, poczynajqc od miar w E, trzeba
ten proces prowadzi¢ az do a-go rzedu.

Autorzy przytaczaja takze wraz z dowodem znany warunek Herza dosta-
teczny na to, zeby zbior zamknigty w T spelnial ograniczona syntez¢ przez
miary dyskretne. Jest to pewien warunek o charakterze metrycznym,
z ktorego w szczegolnosci wynika, ze triadyczny zbioér Cantora spelnia taka
synteze, a rowniez, ze do kazdego zbioru zamknigtego na kole mozna
dotaczyé taki zbidr przeliczalny, zeby powstal zbior z ograniczona synteza
przez miary dyskretne. Omdwiony jest tez pewien wariant kryterium Herza
pozwalajacy wskaza¢ inne jeszcze zbiory o tej wlasnosci. W tymze rozdziale
znajduja si¢ dowody kilku twierdzen o zwiazku migdzy regularnoscia funkcji
z A(T) a spelnianiem przez nie syntezy. Syntez¢ spelniajg np. wszystkie
funkcje klasy Lip3 n A(I') i klasy Lipa z a > 4 (te juz zawsze naleza do
A(I'), a takze wszystkie funkcje o wahaniu skofnczonym w A(I).

W koncu znajdujemy dwa twierdzenia o niesyntetycznosci algebry A(T):
Malliavina oraz Katznelsona i Salema. To drugie orzeka, ze kazdy zbior
postaci

{Yet;eg=01Mb 1}, gdziet;>0, Y t,<t; oraz Y t;<2n

jt+1

zawiera podzbidr nie spelniajacy syntezy. Autorzy zapowiadaja inne jeszcze
metody dowodow dalej w ksigzce. Dotyczy to w szczegdlnosci dowodu
Varopoulosa w rozdziale 11. _

Rozdzial 4 nazywa si¢ Sets of uniqueness, Sets of multiplicity. Sa to pojgcia
dopelnicze dajace pewna klasyfikacje zbiorow zamknigtych w T. Nie bardzo
umiem przstlumaczy¢ stowo multiplicity (,,zbiory wieloznacznosci” brzmi zbyt
intrygujaco). Zbiory jednoznacznosci nazywaja si¢ U, a pozostale M. Zbior
jest U, jezeli nie niesie zadnej niezerowej pseudofunkcji, a pseudofunkcjq
nazywa si¢ pseudomiara, ktoérej transformata Fouriera dazy do zera
w nieskonczonoéci. W symbolach: E jest typu U, jesli PF(E) = {0}. Ta
definicja jest tylko przekiadem na jezyk ,,dystrybucyjny” klasycznej definicji,
ktéora brzmi: zbiér E jest typu U, jeSli kazdy szereg trygonometryczny
o wspolczynnikach dazacych do 0, zbiezny do 0 w kazdym punkcie poza E,
ma wszystkie wspolczynniki réwne 0. Wiadomo od dawna, ze nie kazdy
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zbior miary O jest typu U, ale np. zbiér triadyczny Cantora jest zbiorem U.
Pigkne twierdzenie Salema glosi, ze zbior

x
(Y griigg=0lb 1} (r>2)
j=1
jest U wtedy i tylko wtedy, gdy r jest liczbq Pisota, to znaczy taka liczba
algebraiczng catkowita, ze wszystkie liczby z nia sprzgzone leza wewnatrz
kota jednostkowego (a wigc w szczeg6lnosei, gdy r jest catkowite wymierne
— warunek Pisota jest wtedy spetniony w proznig).

Najciekawszym moze punktem w rozdziale 4 jest twierdzenie o istnieniu
zbioroOw Helsona bez syntezy spektralnej. Zbudowal taki zbior T. Korner
we wczesnych latach siedemdziesiatych. Problem byt znany na dtugo przed-
tem. Przypomnijmy, Zze zbior zwarty E w grupie nazywa si¢ zhiorem Hel-
sona, jeSli A(E) = C(E). Inaczej mozna to wyrazi¢ roéwnoscig dualng
N(E) .= A(E)* = M(E). Zbior zamknigty spetnia syntez¢ dokladnie wte-
dy, gdy PM(E) = N(E). Dla zbioru Helsona warunek ten pisze si¢
PM(E) = M(E); na odwro6t, wobec inkluzji M(E) < N(E) < PM(E) (dla
kazdego zbioru zamknigtego), ostatnia roéwnos¢ implikuje, ze E jest zbiorem
Helsona z syntezg.

Wiadomo bylo od dawna, ze Zzaden zbior Helsona nie jest typu M,, to
znaczy nie niesie niezerowej miary, ktorej transformata znika w nieskonczo-
nosci ; inaczej: nie niesie miary, ktora jest pseudofunkcja. Jesli zatem pewien
zbiér Helsona niesie jakas niezerowa pseudofunkcjg, to ona nie jest miarg,
a stad wynika, ze PM(E) # M(E), wigc ze E nie spetnia syntezy. Zbior
Helsona zbudowany przez Kornera jest wlasnie zbiorem niosacym niezerowa
pseudofunkcje. W dodatku jest to zbior niezalezny. Dowdd Kornera byt
bardzo dlugi. Potem powstaly krotsze dowody (Kaufman, Korner, Saeki).
Jeden z wariantow przedstawiaja autorzy. -

W tymze rozdziale dowiedzione jest twierdzenie, ze kazdy zbior Kro-
neckera spetnia syntezg. Zbiorem Kroneckera nazywa si¢ taki zbidér zamknigty
E, ze kazda funkcja z C(E) o module rownym 1 moze by¢ aproksymowana
jednostajnie na E przez charakter grupy. Kazdy zbior Kroneckera jest
niezalezny i jest zbiorem Helsona! W kazdej grupie, w ktorej elementy rzedu
nieskonczonego leza gesto, istnieje zbidér Kroneckera.

Rozdzialy 5-8 poswigcone sa algebrze miar (skonczonych borelowskich)
na grupie Ica z mnozeniem ‘splotowym. Ta algebra Banacha M(G) jest
przedmiotem wnikliwych badan juz od kilkudziesi¢ciu lat. Jest to bardzo
kaprysna algebra. Na jej dobro powiedzie¢ mozna, ze jest polprosta (gdyz juz
transformata Fouriera wyznacza miar¢ w zupelnosci, a transformata Gelfan-
da jest przediuzeniem fourierowskiej), ale niewiele ponadto. Funkcjonaly
liniowo-multyplikatywne na M(G) trudno opisac. Regularnosci nie ma, gdyz
np. domkniecie grupy I' jako zbioru w przestrzeni Gelfanda A (M (G)) nie jest
kospektrum zadnego ideatu. Symetrii takze brak, gdyz warunek (u*)" = L,



Problemy przemiennej analizy harmonicznej . 11

gdzie p*(E) = pu(—E), zachodzi wprawdzie dla transformaty Fouriera, ale
nie dla transformaty Geltanda. Brzeg Szylowa algebry M (G) trudno wyzna-
czyc¢ itd.

Pierwszym. k1ory scharaktervzowal w pewien sposob funkcjonaly linio-
wo-multyplikatywne (idealy maksymalne) w M(G) byl J. Srejder (1950).
Opisal je manowicie jako tzw. charaktery uogdlnione, tj. funkcje na G zalezne
od parametru' ¢ przebiegajacego M (G) i spelniajgce takie warunki:

1° dla kazdego o & M (G) funkcja y, jest mierzalna wzglgdem uzupelnionej
miary o,

2° x.(ty +13) = x,(t;) y,(t2) dla prawie kazdego punktu przestrzeni G x G
Z miarg ¢ xo. ,

3° jeshi o0, < o, (tzn. jesli miara o, jest absolutnie ciagla wzglgdem a,), to
Xoy (1) = 24, (1) 0y-prawie wszedzie,

4° sup esssup|y, (1) = 1.
geM(G) teG
Wartoscia funkcjonalu y na mierze p jest

{7, (0 dp(n) = i),

gdzie 1 oznacza transformat¢ Gelfanda. Kazdy charakter jest charakterem
uogdlnionym, wiec G = A(M(G)). a ulG jest transformatg Fouriera miary u.

Inaczej terpretowal przestrzen Gelfanda dla M(G) J. L. Taylor (196)5).
Jego interpretacja dotyczy szerszej klasy algebr splotowych, ktérych elemen-
tami sg miary. Mianowicie zamiast miar na grupie Ica moga to by¢ miary na
dowolnej przemiennej polgrupie péttopologicznej H, a algebre M (H) wszyst-
kich miar na If zastagpi¢c mozna dowolng jej tzw. L-podalgebra, to jest taka
zamknieta podalgebra B, ze jesli pe B i v <y, to ve B. Wtedy istnieje zwarta
przemienna potgrupa S, ktorej podlcharaktery rozdzielaja punkty, i taki
horomorfizm ¢ algebry B na =*-slabo ggsta podalgebrg algebry M (S), ze

1° jesli u=0, to ¢(w) =0,
C2°5esli u=0, 0<v< @(u), to ved(B) oraz
3° dla kazdego i € 4 (B) istnieje dokladnie jeden taki potcharakter feS, ze
A(w) = [ fd(p ().

Jesli algebra B jest polprosta, to ¢ jest izomorfizmem. W ten sposob
przestrzen Gelfanda A4(B) zostaje zastapiona przez S. W przypadku
B = M(G) znaczy to, Zze przestrzen charakterow uogolnionych grupy G
zostala zastapiona przez polgrupe polcharakteréw pewnej polgrupy zwartej S
(zwanej polyrupq strukturalng algebry M(G)).

W rozdziale 5 wprowadza si¢ tez inne pojgcia dotyczace algebry M(G)
oraz dowodzi si¢ lub przytacza pewne twierdzenia oparte na konstrukcjach
Taylora. Na podstawie jednego z nich autorzy podaja inny niz poprzednio
dowdd twierdzenia Cohena o idempotentach, niezbyt jasno i raczej szkicowo
przedstawiony.
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Dlugi (57-stronicowy) rozdzial 6 traktuje o miarach, ktérych potegi
splotowe sa wzajemnie ortogonalne. Miary probabilistyczne hermitowskie
o tej wlasnosci istnieja w T, w R i w roznych innych grupach Ica,
w szczegOlnosci w takich, ktore zawieraja doskonale zbiory niezalezne. Jesh u
jest taka miara, to promien spektralny miary v = §,— u? jest rowny 2, a stad
wynika, Ze widmo miary u, oznaczone przez spec u, zawiera liczbe i. Dzieki
symetryczno$ci miary y mamy u = pu* wigc transformata Fouriera miary u
jest rzeczywista. Wynika stad od razu niesymetryczno$¢ algebry M (G),
a réwniez tzw. zjawisko Wienera—Pitta, polegajace na tym, Ze istnieje miara
u, ktorej transformata Fouriera nie przyjmuje wartosci z pewnego otoczenia
zera, chociaz jej widmo zawiera 0. Nie istnieje zatem miara v, dla ktorej
u*v = 6y. Zaré6wno niesymetrycznos¢ algebry M(G) jak i zjawisko
Wienera-Pitta dowodza, ze G nie jest zbiorem gestym w przestrzeni 4(M(G)).

Latwo dowies¢, ze jezeli miara probabilistyczna ma niezalezne potegi, to
jej widmem jest tarcza kola jednostkowego. Z tego tez mozna wywniosko-
waé, ze G nie jest geste w A(M(G)), a stad znow wynika zjawisko Wie-
nera—Pitta.

Zbior E < G nazywa si¢ algebraicznie rozproszony, jesh dla kazdego
xeGp(E), x # 0, istnieje taki zbidr przeliczalny Y < G, ze x¢Gp(E\Y).
Miary ciagle skoncentrowane na o-zwartym zbiorze E algebraicznie rozpro-
szonym, spelniaja warunek

2 O *u™ Lo, *pu", jesli x #y lub m # n.
Mozna to uogdlni¢ na sploty n potgg miar ciaglych y,,..., u, o dowolnych

wykladnikach, a stad wywnioskowacl, ze ||y, *...*pu,| = H gl T dalej:

i=1 :
jesli f jest ciaglym funkcjonalem liniowym w przestrzeni miar cigglych
skoncentrowanych na E, o normie < 1, to f da si¢ rozszerzy¢ do elementu
przestrzeni 4(M(G)). Podobne wlasno$ci maja miary ciagle skoncentrowane
na zbiorze zdysocjowanym. To pojecie gra znaczng rolg w analizie harmo-
nicznej, zwlaszcza w teorii iloczynéw Riesza i1 zbioréw szczuplych (thin

sets). Zbior E nazywa si¢ zdysocjowany, jesli z warunkow
mxi+ ...+mx, =0, xeE m=0,x1,+2; 1 <i<k)

wynika n; = ... = n, = 0. Zdysocjowany jest np. ciag liczb naturalnych, dla
ktoérego infn,, /n, = 3. Pojecia ,algebraicznie rozproszony” i ,,zdysocjowa-
ny” krzyzuja sie. ,

Czgscia algebry miar ciaglych jest algebra miar, ktorych transformaty
daza w nieskonczonosci do 0. Oznacza si¢ ja przez M,. Takie sa
w szczegOlnosci miary absolutnie ciggle. Nosnik niezerowej miary absolutnie
ciaglej oczywiscie nie moze by¢ miary Haara 0, natomiast jest to mozliwe dla
miary z M,: istnieja nawet zbiory niezalezne niosace niezerowa miar¢ z M,
(Korner). Graham 1 McGehee przytaczaja ostrzejszy jeszcze wynik Saekiego.
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Inny godny zanotowania wynik przytoczony w tym paragrafie brzmi: istnieje
taka miara dodatnia pe M(R), ze u®> L I!(R) (tj. u® jest miara osobliwa),
chociaz pxp*e ! (R).

Produkty nieskoficzone miar probabilistycznych na grupach zwartych od
dawna byly badane w teorii miary i w teorii prawdopodobienstwa. Autorzy
koncentruja si¢ na zaleznosciach migdzy wlasnosciami miary produktowej
(takimi, jak ciaglo$¢ lub nalezenie do M) a wlasno$ciami miar zadanych na
osiach. Dowodza np., ze jesli w; = ;6 (0)+(1 —a;)m;, gdzie 0 < a; < 1, a m,
jest miara Haara na G;, to miara @ = [|w; na [] G, nalezy do M, dokladnie
wtedy, gdy grupy G; sa skonczone i lima; = 0. Miara u nazywa si¢ lagodna
(tame), jesli dla kazdego Y ed(M(G)) istnieje taka liczba ae[0,1] i taki
charakter yeG, ze ¥, = ay p-prawie wszedzie. Pojecie to czesto wystepuje
we wspolczesnych badaniach algebry M(G). Okazuje sig, ze przy zalozeniu
skonczonosci grupy G; miara o jest lagodna wtedy i tylko wtedy, gdy
limsupa; = 1.

Nieskonczone sploty miar czyli lim(py *...*uy) w topologii #-sla-

bej (inaczej: rozklady graniczne sum Nniezaleinych zmiennych losowych)
omowione s3 glownie w przypadku G = R lub G = T Zaakcentowano
najpierw twierdzenie o ,,czystosci” (purity theorem) Jessena—Wintnera, ktorego
autorzy dowodza w nastgpujacej wzmocnionej formie: jesli u jest splotem
miar dyskretnych, to zachodzi jeden (i tylko jeden) z czterech przypadkow:

1° miara u jest dyskretna,

2° miara p jest absolutnie ciagla,

3° dla pewnego k miary u" (1 < r < k) sa osobliwe, ciagle i wzajemnie
osobliwe, a u**1el!(G),

4° miara p jest ciagla i spelnia warunek (2).

Antvsymerrycznym splotem Bernouilliego na prostej nazywa si¢ splot
*[ 3(0)+35(r)] (r; > 0), dobrze okreslony, jesli Xr < . Poza zbiorem
I kategorii w I' (R") kazdy zbiezny szereg Z r; okresla przez taki splot miarg
o nastgpujace] wlasnosci: dla kazdej hczby z #0 z kota |z| < 1 istnigje
w R\R (gdzie R jest domknigciem R w A(M(R)) uogélniony charak-
ter i, dla ktorego Y, = z p-prawie wszedzie. Oczywiécie Zadna potega takiej
miary nie jest absolutnie ciagla, wigc na podstawie twierdzenia o czystosci jej
potegi sa niezalezne. Pierwszy przyklad miary p, dla ktorej istnieje uogol-
niony charakter i € R\ R sprowadzajacy si¢ do stalej u-prawie wszedzie, dat
Srejder.

Sploty *((1—r)6(0)+r 3(27%) (rzuty moneta z prawdopodobienstwem
reszki kolejno r;€[0,1]) i podobne maja rozwinigta teorig, z ktore) za
pomoca twmrdzema o czystosci mozna wywnioskowac, ze algebry M (R)
i My(T) zawieraja hermitowskie miary probabilistyczne lagodne o niezalez-
nych potggach. Mozna to uogoini¢ na wszystkie niedyskretne grupy lca. Ma
to ciekawe konsekwencje dla przestrzeni Gelfanda algebry M (G). Poniewaz
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algebra M, jest wicksza niz I', przeto powstaje pytanie, czy jeSli ue M. to
u = 0 wszedzie poza I', podobnie jak to jest dla miar absolutnie ciaglych,
a inaczej mowiac, czy M, = Rad I}, gdzie Rad ' to przekrdj wszystkich
ideatow maksymalnych zawierajacych I!. Poniewaz hermitowskie miary pro-
babilistyczne o niezaleznych potegach sa ortogonalne do Rad !, czego
Graham i McGehee w omawianym rozdziale dowodza, wigc z przytoczonego
przed chwila twierdzenia wynika odpowiedz przeczaca na zadane pytanie.
Istnieje zatem miara pu, ktérej transformata znika na zbiorze I'' I, ale jest
rézna od 0 w pewnym punkcie zbioru A(M)\TI. Niech v bedzie miara
absolutnie ciagla, dla ktéorej 0 < v <11 v =1 w zbiorze (zwartym)

el gl = nj,
gdzie y = sup|fi(y)| na zbiorze 4(M)\T'. Wtedy funkcja (u—pu=*v)" przyjmu-

je bezwzglegdne maksimum poza I, a wiec brzeg Szylowa algebry M (G)
okazuje si¢ wigkszy niz I.

Rozdzial 7 poswigcony jest iloczynom Rlesza — jednemu z podstawowych
narzedzi analizy harmonicznej. Niech G bedzie grupa przemienng zwarta,
a E =(4){ I = G zbiorem zdysocjowanym. Wtedy kazdy element grupy
I’ wyraza si¢ w co najwyzej jeden sposdéb w postaci

[T 47, gdzie 4;€E, ¢5= %1, a ¢ =1, jesli i} =1
i=1

(dzialanie grupowe w I' oznaczamy tu jako mnozenie). Oznaczmy przez a
pewna ustalong funkcje E -~ (—1,1), przy czym a(i)e[—}, }], jeshi A% # 1.
Piszemy q; = 1+a(A)i+a(A) 4 jesti A2 # 1 lub 1+a(A) 4, jesli A2 = 1. Wte-

dy otrzymamy dobrze okreslony iloczyn-Riesza jako miar¢ u = []g;. Ilo-
AeE
czyn w definiensie faktycznie jest zbiezny =*-stabo, gdyz czg¢sciowe iloczyny

maja jako funkcje z I! (C) norme 1, a ich wspotczynniki Fouriera sg zbiezne

na elementach postaci w = [] 4/ do liczb, ktére od razu obliczyé mozna z
j=1

warunku zdysocjowania nalcj)ionego na E, poza tym zas do O lub 1 (dla w

= 1).

Za pomocy iioczynu Riesza tatwo konstruowac zbiory osobliwe. Widac
od razu. 7e cigg zdvsocjowany jest zbiorem Sidona. Znane jest nastepujace
twierdzenie Zygmunda: jesli G = T i Z|a(}t)|l = ¢, to iloczyn Riesza przed-
stawia miar¢ osobliwa (przy tym ciagla), o ile Y [1—|a(A)] = x, a jezeli
ZIa(}.)l2 < o0, to przedstawia miare absolutnie ciagla o gestosci catkowalnej
z kwadratem. Autorzy dowodza pewnego ogolniejszego twierdzenia. Podaja
takze warunki dostateczne na to, by miara okreslona przez iloczyn Riesza
miala niezalezne potegi. Dowodza tez, ze iloczyn Riesza przedstawia miarg
lagodna wtedy 1 tylko wtedy, gdy lixyn_’supl gyl < 1.



Problemy przemiennej analizy harmonicznej 15

Z rozdzialu 7 powtorzmy jeszcze wynik Katznelsona dotyczacy zbiorow
E < Z. dla ktorych istnieje taka miara ciagla, ze iIFlf [i(y)l > 0. Nazwijmy je

zbiorami Ka (na czes¢ Kaufmana). Zbior Ka ma zawsze w Z gestos¢ 0
(twierdzeniec Wienera). Katznelson dowiédl, ze moze on by¢ jednak w pew-
nym sensie duzy, mianowicie moze by¢ gesty w grupie Z w topologii
indukowanej przez jej uzwarcenie Bohra.

Autor tego referatu oglosit kiedy$ problem (naiwny), czy zbér Ka moze
nie by¢ zbiorem Sidona. W odpowiedzi przyszto kilka niezaleznych pozytyw-
nych rozwiazan. Najdalej szto rozwiazanie Grahama: jezeli p nie dazy do
0, to istnieje takie & >0, ze zbior {neZ: |ji(n)] > ¢} nie jest zbiorem
Sidona. Wynik ten (faktycznie byl on jeszcze nieco ostrzejszy) nie jest
w omawianej ksiazce przytoczony. Zapuszczajac si¢ troche w dziedzing
naukowej plotki dodam w koncu, Zze Katznelson usitowal zbudowa¢ zbidr
Sidona w Z gesty w topologii Bohra, ale mu si¢ to nie powiodlo; ten
problem dalej jest otwarty.

W rozdziale 8 mowa jest o brzegu Szylowa algebry M(G) oraz o zbiorze
2 (M) idealéw symetrycznych w 4 (M (G)) dla niedyskretnej grupy G. Idealem
symetrycznym nazywa si¢ tu taki ideal maksymalny y, ze dla kazdej miary u
jest (u*)* (W) = a(y), gdzie du*(x) = du(—x). Oczywiscie X (M) o I'. Oka-
zuje sig, ze jest to inkluzja wlasciwa. (Przypomnijmy, ze tak samo wlasciwa
jest inkluzja ~ < 4, to znaczy algebra M(G) jest niesymetryczna.) Najpierw
uzyskuje si¢ analogiczny wynik dla algebry M,(G). Poniewaz nie ma ona
jednosci, wigc przestrzen 4(M,) nie jest zwarta. Poniewaz M, jest idealem
w M, wigc 4(M,) jest otwartym podzbiorem A(M). Dowodzi sig, ze zbior
2(My) nie jest zawarty w brzegu Szylowa algebry M,, a stad mozna
wywnioskowaé, ze X (M) # I oraz, ze brzeg Szylowa CM algebry M (G) nie
jest calyg przestrzenia 4 (M). Okazuje si¢ on identyczny z domknigciem zbioru
CMy w tej przestrzeni.

Odwréceniu twierdzenia Wienera—Lévy’ego poswiccony jest rozdziat 9.
Twierdzenie to moéwi, ze funkcje analityczne ,,operuja™ na algebrze A(T):
znaczy to, ze jesli funkcja F jest analityczna w obszarze U, feA(T),
f(TYc U.to FofeA(T). Wynika to natomiast z podstawowych twierdzen
o algebrach Banacha, wtedy jeszcze nie znanych. Wynik ten mozna wzmoc-
ni¢ zadajac od F tylko, zeby byla “real-analytic” w U (polskiego terminu nie
znam, ani utworzy¢ nie umiem; ,rzeczywiscie analityczna” nie do przyjecia).
Znaczy to, ze w otoczeniu kazdego punktu (xq, yo)eU funkcja F ma byé
przedstawialna przez absolutnie zbiezny szereg '

Z amn(x _XO)m ()’_yo)" (amn € C)

mn>0

Mozna przy tym zastapi¢ T przez dowolng grupe I'elca, ale jesli ona nie
jest zwarta, to trzeba zazada¢, by 0eU 1 F(0) = 0. Stabsze warunki na F,
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ktore jednak gwarantuja, ze Fofe A(T) przy pewnych ograniczeniach nalo-
zonych na f, znalazt Marcinkiewicz.

Zagadnienie koniecznosci zalozen w twierdzeniu Wienera-Lévy’ego
i w podobnych twierdzeniach wyplynglo juz dawno, a jego rozwiazanie
kojarzy si¢ przede wszystkim z czterema nazwiskami: Helsona, Kahane’a,
Katznelsona i Rudina, ktorzy w kilku pracach i w roznych konstelacjach
udowodnili kilka twierdzen w tym rodzaju, co nastgpujace: jesli I jest grupa
niedyskretna, U obszarem w C, F: U—C, 0eU, gdy I niezwarte, to
z zalozenia, ze Fofe A(I') dla kazdego fe A(I') o wartosciach w U wynika,
ze F jest real-analytic w U. Jezeli U zastapi¢ odcinkiem osi rzeczywistej, to F
rozszerza si¢ do funkcji analityczne) w otoczeniu O.

Gtéwna idee dowodu Helsona i jego wspotautoréw mozna przedstawic
nastepujagcym grubym szkicem w jednym z badanych przypadkow:

Szacuje sie |[e”]|4 (reZ7) dla fe A(D), ||fil4 < 1, f(IN = [—1, 1] otrzy-
mujac jako kres gorny €. O funkcji F: [—1,1] - C zaklada sig, ze
FofeA(I), ilekroc¢ f spetnia powyzsze warunki. Wtedy mozna tak dobrac a,
zeby dla tychze f i xe[0, 2n] zachodzila nieré6wno$é

|F,o(f+x 1|, < K, gdzie F(t) = F(xsint).

Chcac udowodnié, ze funkcja F jest analityczna w 0, wystarczy to udowod-
ni¢ dla funkcji F,. W tym celu szacuje si¢ jej wspdlczynniki Fouriera
korzystajac z obu przytoczonych tu oszacowan i ze wzoru

F, (kyexp(ikf () = (2m) ™1 g F,y (f6)+ x)e~ ™ dx.

Otrzymuje si¢ |F, (k)| e < K dla kazdego k, a wigc szereg Y F, (k)€™ jest
zbiezny absolutnie w pasie |[Imz| < 1, skad wynika, ze F, jest istotnie funkcja
analityczng w otoczeniu zera.

Oczywiscie funkcje catkowite operuja takze na algebrze B(I'). Wymienieni
tu autorzy dowiedli, ze i na odwroét: jesli grupa I' jest niezwarta, U jest
obszarem w C i FofeB(I') ilekro¢ feB(I') i f(I) = U, to F daje si¢
rozszerzy¢ do funkcji, ktora jest real-analytic w calej plaszczyznie. Jezeh’
zastapi¢ tu obszar U przez odcinek osi rzeczywistej, to F musi by¢ zweze-
niem funkcji calkowitej. Varopoulos udowodnil analogiczne twierdzenie dla
algebry B, = BN C,.

Ostatni paragraf rozdzialu 9 dotyczy funkcji operujacych na funkcjach
dodatnio okreslonych o normie 1. ‘

Rozdzial 10 dotyczy mnoznikéw. To jest jeden z tradycyjnych tematow
w analizie harmonicznej, ktéremu poswigcono wiele pracy, prac i co najmnie;j
jedna monografie. Mowiac ogélnikowo, chodzi o to, zeby majac pewna
przestrzeri funkcyjna na grupie Ica zbadaé, przez jakie funkcje mozna jej
elementy mnozy¢ nie wychodzac poza obrgb tej przestrzeni. Badania kon-
centrowaly si¢ przede wszystkim na przestrzeniach E(I') (1 < p < o).
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Definicj¢ mnoznika odnosi si¢ jednak zwykle do przestrzeni I£(G), chociaz
wtedy nie ma a priori mowy o mnozeniu. Nazywa si¢ operator liniowy
(ciagly) U: E — I¥ mnoznikiem na [%, jesli jest przemienny z translacjami:
Ur, = 7, U. Wtedy, je$li p < oo, U przemienne jest rowniez ze splotem oraz
istnieje taka funkcja Uel*(I'), ze (Uf)" = Uf. Tak wiec ,prawdziwym”
mnoznikiem jest U. Jezeli grupa G nie jest zwarta, to transformat¢ Fouriera
dla p > 2 nalezy rozumie¢ w sensie dystrybucji, a dla pe(l,2) w sensie
operacji interpolujacej (na podstawie twierdzenia Riesza-Torina).

Mnoznikiem na F jest kazda miara, to znaczy, ze jesh pue M(G), to
f*pucl dla kazdego fe . Dowodzi sie tatwo, Zze w przestrzeni L' kazdy
mnoznik jest miara. Dla I? mnoznikiem jest kazda pseudomiara. Wynika to
od razu z twierdzenia Plancherela. Dla pe(l, 2) sprawa jest daleko trud-
niejsza. Mnozniki na I tworza algebr¢ Banacha. Jesh zalozy¢ p < oo, to
wygodniej jest mowi¢ o transformatach mnoznikow niz o samych mnozni-
kach; tworza one algebrg, M,(I'), ze zwyklym mnozeniem. JeSli przyjac
w niej operatorowa norme¢ indukowana z B(If) (operatory liniowe na If), jest
to algebra Banacha. Wiadomo obecnie, ze

M, (2) G M, (2), jesli 1<p, <p,<2.

Dla pe(l,2) przestrzen M, okazuje si¢ izometrycznie izomorficzna z prze-
strzenia A7, dualna do przestrzeni A, wprowadzonej przez Herza. A, jest
projektywnym iloczynem tensorowym P ® I (1/p+1/q = 1), a dokladniej
uzupelnieniem w najwigkszej dopuszczalnej normie (cross-norm) zbioru funk-

cji postaci Y, fi*g;, gdzie fiel, g;e .
i=1

Glowna czescia rozdziatu 10 jest bardzo diugi i trudny dowod (z pomoca
teorii funkcji analitycznych) twierdzenia Zafrana orzekajacego, ze algebra
M, (Z) = M,(Z) " Cy(Z) jest calkowita. Znaczy to, ze jesh F: [—-1,1] »C
operuje na funkcjach z M,, o wartosciach w [—1, 1] (czyli Fofe M, dla
kazdej takiej funkcji), to F w pewnym rzeczywistym otoczeniu zera zgadza
si¢ z pewna funkcja catkowita. Wynika stad na przyklad, Ze algebra M, jest
niesymetryczna, a tym bardziej, ze grupa I, zawarta oczywiscic w przestrzeni
Gelfanda algebry M,,, nie jest w niej gesta. Autorzy bardzo eksponuja
twierdzenie Zafrana, lecz moim zdaniem nie wyjasniaja dostatecznie jego
konsekwencii.

W rozdziale 11 przedstawiona jest przede wszystkim metoda Varopoulosa
dowodu istnienia zbiorow bez syntezy spektralnej w kazdej niedyskretnej
grupie Ica. Varopoulos wymyslil ja okolo 1970 roku. Aparat, ktdory w tym
celu rozwingl, postuzyl takze do dowodow innych twierdzen i1 sam stal si¢
zrodiem nowych problemow. Pojecie algebry V(G) wraz z tym oznaczeniem
szybko rozpowszechnilo si¢ wsrdd zainteresowanych matematykow. Jesli
G jest grupg zwartg, to V(G) oznacza projektywny iloczyn tensorowy
C(G)® C(G). Jest to algebra Banacha gesta w C(G xG). Jej przestrzenia

2 — Wiadomosci Matemal};czne XXV
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Gelfanda jest G x G. Struktura grupowa w G nie odgrywa przy tym roli
Mozna podobnie zdefiniowaé V(H,, H,) jako analogiczny iloczyn tensorowy
dla dwoch przestrzeni zwartych hausdorffowskich, lecz tu interesuje nas tylko
przypadek H, = H, = G. ,

Wprowadza si¢ odwzorowanie M: C(G)— C(G x G) okreSlone przez

Mf(x,y) = f(x+Y) ’

i odwzorowanie P: C(G x G) — C(G) okreslone przez

Pf(x) = [ f(x—t,1)dr.

Pierwsze z nich odwzorowuje A(G) izometrycznie w V(G), a drugie odwzo-
rowuje V(G) na C(G) i ma norme¢ 1. Nadto P(g-Mf) = Pg-f dla kazdego
feC(G) 1 geC(G xQ).

Jesli X 1 Y sa rozlacznymi podzbiorami zbioru niezaleznego, to oczywis-
cie X +Y odwzorowuje si¢ kanonicznie na X x Y. Zatézmy, ze X i Y sa
homeomorficzne ze zbiorem Cantora D i ze X U Y jest zbiorem Kroneckera
(krotko zbiorem K) lub tzw. zbiorem K,. Przypomnijmy, ze zbiorem Kro-
neckera nazywa si¢ taki zbior zamknigty E, ze dla kazdej funkcji z C(E)
o module rownym 1 1 kazdego ¢ > 0 istnigje charakter y, dla ktoérego
llo—x| Ellcry <& Zbior K, to zbiér zamknigty w grupie Z, (Z, oznacza
grupe cykliczng rzedu p) o takiej wlasnosei, ze kazda funkcja ciagla E — Z,
przediuza si¢ do charakteru. Kazda grupa lca zawiera zbiér typu K lub K,,.
Ot6z, jesli X U Y jest takim zbiorem, to A(X + Y) jest izometrycznie izomor-
ficzne z V(D).

Na tych pojeciach i przeslankach opiera si¢ dowod istnienia zbioru bez
syntezy w kazdej grupie lca. Najpierw dowodzi si¢, Ze jesli algebra V(T™)
jest bez syntezy (tj. jeSli istnieje zbior zamknigty E < T® x T i funkcja
feV(T™) znikajgca na E, nieaproksymowalna przez funkcje znikajace
w otoczeniu E), to takze algebra V(D) nie ma syntezy. UZzywa si¢ w tym celu
naturalnego odwzorowania ciaglego D na T*. Dalej: skoro V(D) nie ma
syntezy, to A(G) nie ma syntezy, gdzie G jest dowolna grupa Ica niedyskret-
ng. Tu korzysta si¢ z izomorfizmu przed chwila opisanego mi¢gdzy A(X +Y)
a V(D). Nastepny krok, to dowdd (bez trudu), ze jesli 4(G) nie ma syntezy
dla jakiej§ grupy, to jej nie ma w przypadku G = T*. Korzystajac
z odwzorowan M i P wnosi si¢ stad, ze rowniez V(T®) jest bez syntezy.
Teraz juz wystarczy wiedzieC, zc istnieje algebra A4(G) bez syntezy, a to
wiadomo od dawna dzigki przykladowi Schwartza G = R®.

Naszkicowalem ten dowod dla jego niezwyklosci. Metody Varopoulosa
(transfer method — z A do V i z powrotem) uzywa si¢ w rozdziale 11 dalej do
udowodnienia, Zze algebra A(G) (G niedyskretne) zawiera ideal o dowolnie
przepisanej skonczonej liczbie generatordow, a takze ideal bez skonczonego
uktadu generatorow. Metoda ta moze stuzy¢ takze do udowodnienia oma-
wianych juz tu twierdzen typu odwrotnego wzglgdem twierdzenia Wie-
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nera-Lévy’ego o funkcjach operujacych na algebrze 4(G). Inne zastosowanie
algebr ¥V, to dowdd nastepujacego twierdzenia o zbiorach wltracienkich

(ultrathin): Zalozmy, ze t;10, Y (t;,4/t)* < oo i stale t; > Y 1,. Tworzymy
ji+1
zbior

E(t)) = {X &t g = 0,1}

1

Wszystkie tak otrzymane zbiory majg izomorficzne algebry Fouriera A(E).

W dowodzie uzywa si¢ tzw. zasady spodeczkéw, ktora ustala izomorfizm
mig¢dzy algebra Fouriera sumy mnogosciowej przystajacych odcinkéw na osi
x a algebra Fouriera sumy tych samych odcinkéw utozonych na ptaszczyznie
jeden nad drugim w tych samych odleglosciach.

Na pytanie, jakie warunki regularnoéci zapewniaja nalezenie funkcji
feC(T? do V(T), czeSciowa odpowiedzia jest np. twierdzenie, ze warunek
Lipschitza z wykladnikiem > 4 wystarcza. W tym samym rozdziale znajdu-
jemy tez pewne twierdzenia o tzw. zbiorach V-sidonowskich, ktore sg analo-
giczne do zbioréw Helsona w grupie zwartej, a takze o ,klasycznych”
zbiorach Helsona, tj. spetniajacych warunek A(E) = C(E). Moéwiac doklad-
niej, chodzi tu o stala Helsona (precyzujaca rownowaznos¢ norm || || 4k
il ller) a takZe o stopien rozproszenia zbioru Helsona. Dowodzi sig, ze dla
grup skonczonych mocy k (ktére same s3a zbiorami Helsona) stala Helsona
wynosi k172,

Giownym wynikiem dotyczacym drugiego zagadnienia jest tzw. twier-
dzenie Kns udowodnione w omawianej ksiazce metodami probabilistycznymi.
Brzmi ono tak: jeSli E jest zbiorem Helsona w T, to istnieje taka stala
K=>1, ze jesli y,,...,y,eT 1 s>2 to E zawiera najwyzej Kns elementéw

n n

postaci Y t;¥;, gdzie Y |t;] < 2°. Z tego twierdzenia wynika od razu, ze dla
1 1

zbioru Helsona istnieje zawsze taka stala, ze dla kazdego skonczonego
postepu arytmetycznego P zachodzi nieré6wnos¢

card(E n P) < Clogcard(P).

Wspomnijmy jeszcze, za autorami, o zbiorach V-interpolacyjnych. Sa to
zbiory w produkcie X xY o tej wilasnodci, ze kazda funkcja z [®(E) jest
zwegzeniem funkcji z l°°(X)®l°°(Y) (X 1 Y — przestrzenie zwarte). Jezeli
zamiast [® napisa¢ tu C, to otrzyma si¢ zbiory V-sidonowskie. Autorzy
podaja rozmaite charakteryzacje jednych i drugich.

Rozdzial 12 ma tytul Tilda algebras. To jeden z terminéw od znaku
graficznego, jak ,gwiazdka-stabo” (i co jeszcze?). Jezel grupa I' jest zwarta,
Sie A e <1 i |Ifi—flle 20, to feA(I'). Dowod jest bardzo tatwy.
Jezeli jednak zamiast A(I") napisa¢ tu A(E), gdzie zbior E < I' jest zamknig-
ty, to twierdzenie nie bedzie juz w ogoélnoéci prawdziwe. Dla dowolnej
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~grupy Ica i dowolnego zamknigtego E przez A(E) oznacza si¢ podalgebre
liniowa algebry C,(E) zlozona z funkcji, ktére sg granicami jednostajnymi
funkcji z A(E) wspodlnie ograniczonych w normie || | 4. Algebra Banacha
stanie si¢ ona, jeSh przyjac

1/ 1la@ = sup {I<fudl: ne M(E), ||ill, < 1}.

Dla grupy dyskretnej roznica migdzy A a A jest wyrazniejsza niz dla zwar-
tej, mianowicie A(I') # A(I'), jezeli tylko grupa I' jest nieskoriczona. Auto-
rzy zaczynaja wlaénie od przypadku grupy dyskretnej. Wtedy A(E)=
= Co(E)nB(E), a wiec A(E) sklada si¢ z funkcji dazacych na E ‘do zera
i przedtuzalnych do transformaty Fouriera—Stieltjesa. Nie jest jednak prawda,

7e zawsze A(E) = Bo(E) (gdzie Bo(E) = {i|E: hmu = 0}). Nie wia-

domo, czy rowno$é A (E) = A(E) zachodzi tylko d}a ZblOI‘OW Sidona. Dowo-
dzi sig, ze jesli zbior E w grupie dyskretnej nie jest zbiorem Sidona, to
istnieje taki zbior F c E, ze A (F) # A(F). Dowod tego twierdzenia jest
dtugi i trudny.

Dzicki wprowadzeniu pewnej modyfikacji algebry 4 w przypadku grupy
“dyskretnej mozna opisa¢ pewne zbiory w R pozbawione syntezy jako pod-
zbiory kompaktyfikacji Bohra proste;.

W grupach niedyskretnych istnieja zbiory doskonate, dla ktorych A(E) #
# A(E). W pierwszych znanych przyktadach (McGehee) A(E) bylo zamknie-
ta podprzestrzenia A(E) (odpowiada to przypadkowi, gdy ||/l =
= Bl fllag B > 0). Pozniej Katznelson i Korner zbudowali zbiér doskonaly
E < T, dla ktorego A(E) jest geste w A (E). Pewna modyfikacj¢ ich delikatnej
konstrukcji znajdujemy w omawianej ksiazce.

Jeden z paragrafow dotyczy tzw. zbioréw sigtunskich (od nazwy szwedz-
kiego miasta). Jest to pewien stabszy wariant pojgcia zbioru Helsona. Latwo
dowodzi sig, Ze zbiory Helsona mozna zdefiniowaé Zadajac, by dla pewnego
a >0 bylo ||jill, = «l|ul dla kazdej miary pue M(E), czyli zeby te dwie
normy w przestrzeni M (E) byly rOwnowazne. Zbior sigtunski to taki zbior,
dla ktérego ta réwnowaznos¢ zachodzi tylko dla miar cigglych o nosniku
w E, a nie dla calego M (E). Autorzy przedstawiaja konstrukcj¢ zbioru, dla
ktérego ||ill, =~ il dla peM.(E), ale A(E) # A(E), wigc A(E) # C(E).
Znaczy to, ze E nie jest zbiorem Helsona.

Rozdzial 13 zawiera okolo 20 otwartych problemow roznego rodzaju.
Niektore opatrzone sa dos$¢ dlugimi komentarzami, np. znany problem
dychotomii. Chodzi o to, jakie funkcje operuja na A(E) zaleznie od E. Jezeli
E jest zbiorem Helsona, to kazda funkcja ciagla F operuje na A(E)
(= Co(E)), z zastrzezeniem, ze F(0) =0, jesli zbior E nie jest zwarty. Jeslh
E =T, to mamy przytoczony tu juz wczesniej wynik, ktéry z grubsza znaczy,
ze tylko funkcje analityczne operuja na A(I). Czy sq mozliwe przypadki
posrednie?
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Przytocze¢ jeszcze dwa $cisle ze sobg powiazane i rOwniez znane problemy
dotyczace zbioréw Sidona w Z. Pierwszy: czy domknigcie zbioru Sidona
w kompaktyfikacji Bohra grupy Z ma zawsze miar¢ Haara zero? Drugi: czy
musi ono (nawet) by¢ zbiorem Helsona w tej kompaktyfikacji?

Pozwolg sobie podal jeszcze jeden, takze nienowy problem dotyczacy
zbiorow Sidona, ktdorego nie znalaztem w ksiazce;

Zalozmy, ze jeshi fe B(E) i inf | f(x)] > 0, to 1/fe B(E). Czy E jest zbiorem

Sidona? ot

W przemiennej analizie harmonicznej napotyka si¢ wiele klas zbioréw
o specjalnych wiasnos$ciach ,harmonicznych”, przewaznie zbioréw malych
(szczuplych), jak zbiory Sidona, Helsona, A, itd. Najwigksza karier¢ zrobity
zbiory Sidona, ktore maja bogata teori¢, z uogdlnieniami wykraczajacymi
poza analize harmoniczna i wciaz nastreczaja nowe problemy. Zbiorow
Sidona wlasnie w znacznym stopniu dotyczy teoria Pisiera funkcji losowo
ciaglych. Pisier potrafit da¢ odpowiedz (pozytywna) na pewne pytanie
A. Pelczynskiego. Ot6z w jednej z mozliwych definicji pojgcia zbioru Sidona
w grupic dyskretnej zada si¢, zeby dla kazdego wielomianu trygonometrycz-
nego P o widmie w E zachodzita nierownos¢ || P|l 4 < C||Pil,, gdzie stala C
zalezy tylko od E. Czy wystarcza si¢ w tej definicji ograniczy¢ do wielo-
mianOw trygonometrycznych o wspolczynnikach rownych 1?7

O tym w ksigzce Grahama i McGehee mowy nie ma. Autorzy nie zdazyli
(cytuja tylko wczesniejsze wyniki Pisiera). A wigc to jeszcze jeden przyklad
,przestarzatosci”, o ktéra mozna oskarzy¢ t¢ i kazda inna ukazujaca si¢
ksiazke. Pierwszy przyklad, dotyczacy hipotezy Littlewooda, podalem na
poczatku. ‘

Eseje Grahama i McGehee o analizie harmonicznej stawiajg przed ocza-
mi nie tylko rozmaitos¢ tematéw, ale i réznorodno$¢ metod, ktorymi postu-
guje sie ta dziedzina matematyki i ktore sama stwarza, nie tylko na swoj
wewnetrzny uzytek.

Na zakonczenie dodam, ze wada ksiazki jest nie do§¢ staranna korekta.
Bledow graficznych jest sporo; niektore sa typu zlosliwego: znieksztalcaja
wzory i dezorientuja czytelnika.



