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Wegierska kostka magiczna i jej zwiazek z teorig grup

Wstep

“Ponad sto lat temu, w roku 1873, zostala skonstruowana i wkrotce
zrobita ogromna karier¢ prosta zabawka znana pod nazwa ,gry w pigtnast-
k¢”. Dzisiaj podobne powodzenic zdobywa tzw. szescian magiczny, czy tez
kostka Rubika (od nazwiska wynalazcy, architekta wegierskiego, Erné Rubi-
ka). Mozna przy tym zrobi¢ uwage, ze idea zabawy jest w obu przypadkach
nieco podobna: chodzi o doprowadzenie zabawki do- umownego stanu
wyjsciowego za pomoca operacji elementarnych dopuszczanych przez jej
mechanizm. Kostka Rubika przewyzsza jednak pigtnastk¢ zarowno trudno-
Scia problemu, jak i1 elegancja mechanizmu oraz prostota okreslenia owego
stanu wyj$ciowego.

Na pierwszy rzut oka stwierdzamy, ze jest to szescian podzielony na 27
matych szescianikow (3 x 3 x3), ze Scianami pomalowanymi na sze$¢ kolo-
row, np. na bialo, z6lto, zielono, niebiesko, czerwono i brazowo (same kolory
i ich uktad moga by¢ rézne na roznych egzemplarzach). Na zewnatrz widac
oczywiscie tylko 26 szescianikow, a w §rodku nie ma faktycznie dwudziestego
siddmego, lecz genialnie prosty mechanizm (opatentowany w 1975 r.), ktory
pozwala dowolng warstwe 3 x3 x 1 obraca¢ wzgledem pozostalych, tak jak
to pokazuje rys. 1. '

Rys. 1
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Stan wyjsciowy to taki, w ktorym kazda S$ciana jest jednobarwna.
W takim wlasnie ulozeniu otrzymuje szeScian nabywca. Zabawka wyglada
wowczas niewinnie i latwo jest nieopatrznie zrobi¢ tych kilka obrotéow, po
ktorych powrdt do pierwotnego polozenia jest juz bardzo trudny. W kazdym
razie nie ma co liczy¢ na to, ze uda si¢ to osiagna¢ przypadkiem, mozliwych
ulozen jest bowiem okoto 4,3-10'°. _

Na temat szescianu napisano juz kilkadziesiat artykulow prasowych,
a takze powazniejszych prac, powielanych i1 rozsylanych zainteresowanym.
Przy pisaniu tego artykuiu szczegdlnie pomocna byla broszura D. Singmas-
tera Notes on Rubik’s magic cube (Mathematical Sciences and Compu-
ting, Polytechnic of the South Bank, London 1980, wydanie 5) oraz praca
P. M. Neumanna The group theory of the Hungarian magic cube (stanowigca
rozdzial 19 skryptu: P. M. Neumann, G. A. Stoy, and E. C. Thomson,
Groups and Geometry, Lecture Notes, University of Oxford, 1980)._

Matematyczny opis kostki

Dla matematyka najciekawszym aspektem szescianu magicznego jest jego
" naturalny, narzucajacy si¢ wrecz zwigzek z teoria grup. Kazdy, kto osiagnie
pewien stopien zaawansowania w ukladaniu kostki, staje przed problemem,
jak zapisywaé pewne juz opracowane operacje. Chyba wszystkim, bez wzgle-
du na wiek i wyksztalcenie, musi si¢ narzuci¢ pomyst, zeby oznaczy¢ jako$
elementarne obroty poszczegdlnych warstw szeScianu, 1 operacje zlozone
z pewnej liczby takich obrotow zapisywaé po prostu jako ciagi liter.

|7

—

Rys. 2

Oznaczmy zatem literami ¢, d, I, p, ¢, t obroty edpowiednio gornej,
dolnej, lewej, prawej, czolowej oraz tylnej warstwy szescianu o 3m (tzn.
oczywiscie w lewo). Obroty warstwami $rodkowymi mozna pomina¢ — np.
obrét oznaczony na rys. 2 literg s jest tym samym, co ztozenie p~ 'l jezeli
jako uklad odniesienia przyjaé¢ klocki $rodkowe, tzn. te, ktére maja jedna
zewnetrzna Scianke. Latwo zauwazyé, Ze jest to rzeczywiscie dobry uklad
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odniesienia — cokolwiek by robi¢, tych sze$¢ klockéw pozostaje tak samo
potozonych wzgledem siebie(?).

Kazda operacja przyporzadkowuje dowolnemu stanowi szeScianu jaki$
inny. Bede wiec traktowa¢ skladanie tych operacji tak jak skiadanie prze-
ksztalcen, w zwiazku z tym stosowany w tym artykule zapis nalezy czyta¢ od
prawej do lewej. Na przyklad ¢? p* oznacza najpierw dwa razy p, potem dwa
razy c. Rys. 3 pokazuje jak zmienia si¢ wyglad szescianu podczas wykony-
wania jednej z takich operacji, s~ csc?s™ ! cs.

Oczywiscie pewne operacje dziataja trywialnie, np. (¢*p?)® przeprowadza
szeScian z dowolnego stanu z powrotem w ten sam stan. I tak w naturalny
sposOb pojawia si¢ tu teoria grup. Jezeli w zbiorze ciggédw liter bedziemy
utozsamiac te, ktore zadaja takie same operacje 1 wprowadzimy mnozenie,
polegajace po prostu na napisaniu jednego ciagu za drugim, to oczywiscie
otrzymamy pewna grup¢ M. Mezemy to ujac precyzyjniej w. nastepujacy
sposOb: niech W bedzie grupa wolna nieabelowa o generatorach g, d, I, p, c,
t. Przyporzadkowanie tym generatorom odpowiednich obrotow zadaje pewne
dzialanie grupy W na zbiorze dopuszczalnych mechanicznie stanow szescia-
nu. Grupa M jest ilorazem grupy W przez jadro tego dzialania.

Przez dopuszczalne mechanicznie stany szescianu rozumiem OCZywiscie te,
do ktorych mozna dojs¢ z pozycji zerowej wykonujac pewna liczbg obrotow.
Mozna réwniez rozpatrywaé zbior stanow dopuszczalnych konstrukcyjnie.
Szescian daje si¢ dos¢ tatwo rozklada¢ na osiem osobnych klockéw naroz-
nych (majacych po trzy widoczne $ciany), dwanascie klockow krawedziowych
(majacych po dwie widoczne $ciany) i polaczonych na stale sze§¢ klockow
srodkowych (patrz zdjgcia na str. 27). Mozna go potem zlozy¢ w dowolny
spos6b z tym, ze klocki krawedziowe musza pozosta¢ krawedziowymi, a
narozne naroznymi — inna jest po prostu ich konstrukcja.

Oczywiscie grupa M dziala takze na zbiorze stanéw dopuszczalnych
konstrukcyjnie, pojawia si¢ wiec naturalnie pytanie, czy te dwa zbiory sg
rowne, tzn. czy dzialanie M na zbiorze standéw dopuszczalnych konstrukcyj-

(') Istnieja rdine sposoby notacji.‘Moina za punkt wyjscia przyja¢ kolory s$rodkowych
kostek poszczegdlnych $cian, np. z, moze oznaczaC obrot o 90° w prawo Sciany z zielona
kostka w srodku, z_ — obrét tej samej $ciany o 90° w lewo (zatem z_ = z3! = z3). Zaleta tego
systemu jest niezalezno$¢ interpretacji zapisu od sposobu trzymania kostki, co moze miec istotne
znaczenie w przypadku stosowania kostki do celow dydaktycznych (wprowadzenie w niektore
pojecia teorii grup, zapewne mozliwe juz na poziomie szkolnym). Wada tego systemu jest to, ze
wypisanych w takiej symbolice algorytmow nie mozna odczyta¢ na kostce o innym ukladzie
koloréw. Mozliwe jest wprawdzie mechaniczne przekodowanie, jednakze przyzwyczajenie do
myslenia o obrotach kostki w terminach koloréw utrudniatloby zapewne szybkie przechodzenie
na inne kostki. Inna wada jest uzaleznienie notacji od orientacji przestrzeni.

Najbardziej rozpowszechnione systemy notacji opieraja si¢ na ukladzie odniesienia typu
lewa — prawa, gora—dot itd., co wymaga odpowiedniego ustawienia kostki. Na ogol kazdy
matematyk stykajacy si¢ pierwszy raz z kostka wymysla swoja notacje i przyzwyczaja si¢ do niej
(przyp. red.).
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nie jest tranzytywne. Pytanie to jest o tyle istotne, ze kiedy po serii mniej lub
bardziej przypadkowych prob poradzenia sobie z zabawka probuje sig
bardziej racjonalnego podejscia, to narzuca si¢ pomysl, aby opracowaé kilka
operacji, ktore pozwolilyby uzyskaé¢ dowolny wzér. Wystarczyloby na przy-
klad mie¢ operacje dzialajace w nastgpujacy sposoéb:

1. zamiana miejscami dwoch klockow naroznych lezacych na jednej
krawedzi,

2. zamiana miejscami dwoch klockow krawedziowych stykajacych sig,

3. obrét jednego klocka naroznego o 3,

4. obrot jednego klocka krawedziowego o i,
przy czym we wszystkich czterech przypadkach nalezy to rozumie¢ w ten
sposob, ze ulozenie pozostalych szeScianikOw nie zmienia sig.

Okazuje si¢ jednak, ze zadna z czterech wymienionych operacji nie jest
mozliwa. Ograniczenia narzucane przez mechanizm kostki sa w rzeczywi-
stosci nastgpujace:

(I) grupa M realizuje jedynie parzyste permutacje zbioru kostek krawe-
dziowych i naroznych lacznie,

(IT) sposob ustawienia kostki naroznej jest dokladnie wyznaczony przez
ustawienie pozostatych siedmiu kostek naroznych,

(ITT) spos6b ustawienia kostki krawegdziowej jest dokladnie wyznaczony
przez ustawienie pozostalych jedenastu kostek krawedziowych.

Na podstawie tych informacji mozna latwo wyliczy¢ liczbe uktadow
dopuszczalnych konstrukcyjnie: jest ich (12! 81/2)37 2!t = 12! 8! 37219,
dwana$cie razy wigcej niz ukladéw dopuszczalnych mechanicznie.

Ograniczenie (I) jest wiasciwie oczywiste — wida¢ od razu, Zze kazdy
generator grupy M dziala jako permutacja parzysta.

Przypusémy teraz, ze na zewngtrznych $ciankach kazdej kostki naroznej
wypisane sa zgodnie z ruchem wskazowek zegara cyfry 0,1, 2, ktére be-
dziemy traktowaé jako elementy grupy Z;. Oznaczmy te kostki przez
K,,...,Kg. Niech w(K;) oznacza kostkg, na ktérg przechodzi K; przy
dzialanwu elementu we M z potozenia wyjsciowego. Przy dziataniu elementu
w s$cianka zerowa kostki K; przechodzi na miejsce, w ktorym w polozeniu
zerowym znajdowala si¢ j-ta Scianka pewnej kostki. Przyjmijmy fi (w) = j.
Latwo sprawdzi¢, ze zachodzi nastepujacy wzor (w Z,):

Jx, (W0) = foky W)+, (v).
Rozpatrzmy teraz funkcje F: M — Z; okreSlong wzorem:

F(w) = f, W)+ ... +fx (W),

Mamy  F(wo) = fg, (0)+ ... +fg, O+ foao, W o + fugg (W) = fx, (0 + ...
e F S, O+ Sk, W+ ...+ fx, (W) = F(w)+F (v). Funkcja F jest wiec homo-
morfizmem. Bezposrednie sprawdzenie pozwala stwierdzi¢, ze F przyjmuje
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warto$¢ 0 na generatorach grupy M, zatem jest homomoriizmem zerowym.
Stad w oczywisty sposob wynika (II). Otrzymaliémy ponadto sposéb wyzna-
.czania potozenia kostki naroznej przy znajomosci polozen pozostatych
stedmiu.

W analogiczny sposéb mozemy podaé metod¢ wyznaczania polozenia
kostki krawedziowej przy znajomosci polozen pozostalych jedenastu i tym
samym udowodni¢ (III).

Algorytm ukladania kostki

Ponizszy algorytm zostal napisany z mysla o kostce majacej taki uklad
kolorow jak na rys. 4. Ma to jednak minimalne znaczenie i przekodowanie
na inny uklad jest bardzo tatwe.

Polozenie matej kostki bedziemy oznacza¢ trzema literami oznaczajacymi,
ze znajduje si¢ ona w lewej (L), srodkowej (S) lub prawej (P) warstwie
pionowej, czotowej (C), srodkowej (S) lub tylnej (T) warstwie pionowej
i dolnej (D), $rodkowej (S) lub gornej (G) warstwie poziomej (patrz rys. 5).

czerwony
biaty /]
/]
()
= wn
[ o
-_% LCG | SCG | PCG
2
§ A Zotty c -
@ PCS
N
7 LCD
brgzowy
Rys. 4 Rys. §

Istnieje bardzo duzo sposobéw doprowadzenia kostki do pozycji wyjscio-
wej. Ten, ktéry chee tutaj podaé, jest wynikiem kompromisu migdzy daze-
niem do podania algorytmu gwarantujacego dojscie do celu w niezbyt duzej
liczbie ruchéw a checia podania prostego opisu. Poszczegdlne etapy sa
rozbite na ciag czynnosci, ktore nalezy wykonaé, jezeli sa spetnione odpo-
wiednie warunki. Jezeli ktérys warunek nie jest spelniony, przechodzi si¢ do
nastepnego punktu. Przypomnijmy w tym miejscu, Zze zapis operacji nalezy
czyta¢ od prawej do lewej.

Pierwszy etap polega na ustawieniu we wlasciwy sposob klockow krawe-
dziowych na gornej tafli. Przyjmijmy, ze na gérze ma si¢ znalez¢ biala $ciana.
Ustawiamy wiec caly szescian tak, aby srodkowy klocek w gornej warstwie
byt bialy. Oczywiscie klocek krawgdziowy o jednej Sciance bialej, a drugiej
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np. z6lte) musi si¢ znalezé nie tylko w gornej warstwie, ale takze bialg
Scianka do gory, a pod nim musi by¢ zohty klocek srodkowy. Ustawienie
wybranego klocka odbywa si¢ w nastgpujacy sposob:

1. Warunek. Klocek znajduje si¢ w gornej warstwie, ale w ztym miejscu
lub w zlej pozycii.

Postepowanie. Ustawi¢ caly szeScian tak, aby ten klocek znalazl si¢
w miejscu SCG i wykonaé c2.

2. Warunek. Klocek znajduje si¢ w srodkowej warstwie poziomej.

Postgpowanie. Ustawic caly szescian tak, aby ten klocek znalazt si¢ na
miejscu PCS i wykonaé p~!dp.

3. Warunek. Klocek znajduje si¢ w dolnej warstwie i jego pionowa
scianka jest biala.

Postepowanie. Ustawic caly szeécian tak, aby ten klocek znalazl si¢ na
miejscu SCD i wykonaé ¢~ !p~1d?pc.

4. Warunek. Klocek znajduje si¢ w dolnej warstwie i jego dolna $cianka
jest biala. '

Postepowanie. Za pomoca d' (gdzie i = 0,1, 2 lub 3) ustawi¢ klocek
pod miejscem, na ktére chcemy go wprowadzié (tzn. doprowadzi¢ do tego,
aby nad tym klockiem znalazt si¢ klocek srodkowy o takim kolorze jak
pionowa $cianka ustawianego klocka). Nast¢pnie ustawi¢ caly szescian tak,
aby ten klocek znalazi sie na miejscu SCD i wykonaé c¢2.

Powtarzajac ten ciag czynnosci najwyzej cztery razy konczymy pierwszy
etap.

W drugim etapie ukladamy we wiasciwy spos6b klocki narozne gorne. To
znaczy, ze np. klocek bialo-zielono-zotty powinien si¢ znalezé obok klockow
bialo-zielonego 1 bialo-zoltego, biala Scianka do gory.

Ustawienie wybranego klocka naroznego:

1. Warunek. Klocek znajduje si¢ w gdérnej warstwie, ale w ztym miejscu
lub w zlej pozycii.

Pcstepowanie. Ustawi¢ szedcian tak, aby ten klocek znalazl sig
w miejscu LCG i wykona¢ ¢~ 'd’c.

2. Warunek. Klocek znajduje si¢ w dolnej warstwie.

Postepowanie. Za pomoca d' umiesci¢ klocek pod miejscem, ktore ma
zajaé. UstawiC caly szescian tak, aby ten klocek znalazl si¢ na miejscu LCD.

3. Warunek. Biala $cianka klocka jest na dole.

Postepowanie. Id?1"'¢c™vd e,

4. Warunek. Biala scianka jest po lewej stronie....

Postgpowanie. Id™'[71,

5. Warunek. Biala $cianka jest z przodu.

Postepowanie. ¢~ 'dc.

Trzeci etap, to ustawienie we wlasciwy sposob klockow krawedziowych ze
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srodkowej warstwy poziomej. Wybrany klocek ustawiamy wedlug podanego
nizej schematu.

1. Warunek. Klocek znajduje si¢ w srodkowej tafli poziomej, ale w zlym
miejscu lub w zlej pozycji.

Postepowanie. Ustawiamy szescian tak, aby ten klocek znalazl si¢ na
miejscu PCS i wykonujemy ¢~ *d~'c™1d ™! cdede.

2. Warunek. Klocek znajduje si¢ w dolnej warstwie.

Postepowanie. Za pomoca d' ustawi¢ klocek w takim miejscu, aby nad
jego pionowa S$cianka znalazl si¢ klocek srodkowy w kolorze tej scianki.
Ustawi¢ szeScian tak, aby klocek znalazt si¢ na miejscu SCD.

3. Warunek. Klocek ma by¢ wprowadzony na miejsce PCS.

Postepowanie. ¢ 'd ¢ 1d ™ edede.

4. Warunek. Klocek ma byé wprowadzony na miejsce LCS.

Postepowanie. cdedc™ d e " d e,

W czwartym etapie ustawiamy klocki narozne dolne na wlasciwych
miejscach (ale by¢ moze na razie w zlych pozycjach).

I. Warunek. Ustawiajac odpowiednio szescian i1 obracajac dolna war-
stw¢ mozna doprowadzi¢ do tego, ze klocki LCD i PTD s3a na swoich
miejscach, a LTD 1 PCD sa zamienione miejscami.

Postepowanic. dp~'d™ ' pcd*c™ ' p~'dp (po doprowadzeniu do poda-
nej sytuacji).

Warunek. Postgpowaniem jak w punkcie 1 mozna doprowadzi¢ do
tego, ze klocki LCD 1 PCD sa na swoich miejscach, a LTD 1 PTD sa
zamienione miejscami.

Postepowanie. d?p~'d ™! pcdc™
nej sytuacji).

W piatym etapie doprowadzamy do tego, zeby klocki narozne dolne
mialy rowniez wladciwe pozycje.

1p~!dp (po doprowadzeniu do poda-

1. Warunek. Dokladnie dwa klocki narozne dolne (wszystko jedno
ktore) sa zwrocone wilasciwym kolorem do dotu.

Postepowanie. Ustawi€ caly szeScian tak, aby przednia scianka klocka
LCD byla brazowa. Wykonaé d?p~'d? pdp~ ! dp.

2. Warunek. Zaden z klockéw naroznych dolnych nie jest zwrdcony
brazowa $cianka do dotu.

Postepowanie. Ustawi¢ szescian tak, zeby klocek LCD mial lewa
$ciank¢ brazowa. Wykonaé d?p~ ' d?pdp~! dp.

3. Warunek. Dokladnie jeden klocek narozny dolny jest zwrdcony
brazowa s$cianka do dotu.

Postgpowanie. Ustawi¢ szescian tak, aby ten klocek znalazl si¢ na
migjscu LCD. :
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4. Warunek. Przednia $cianka klocka PCD jest brazowa.

Postepowanie. d2p~'d* pdp~'dp.

5. Warunek. Prawa $cianka klocka PCD jest brazowa.

Postepowanie. p~'d ™' pd ' p~'d*pd*.

Szésty etap, to ustawienie wszystkich klockow krawedziowych dolhych
brazowymi $ciankami do dotu (by¢ moze na ztych miejscach).

1. Warunek. Dokladnie dwa klocki nie sg zwrocone brazowa $Scianka do
dotu i leza one naprzeciwko siebie.

Postepowanie. Ustawi¢ szescian tak, aby klocki te znalazty si¢ na
miejscach LSD i PSD i wykona¢ s™'dsd™'s™ 'dsds™'d*s (s oznacza ruch
jedng ze srodkowych warstw, taki jak na rys. 2).

2. Warunek. Dokladnie dwa klocki sa zwrocone brazowa $cianka do
dotu i klocki te stykaja sig.

Postepowanie. Ustawié szescian tak, aby klocki te znalazty si¢ na
miejscach SCD i PSD i wykonaé s~ 'dsd*s™ ' ds.

3. Warunek. Zaden klocek nie jest zwrdcony brazowa $cianka do dotu.

Postepowanie. d™ s Ydsd?*s™ 'dsds™ ' dsd*s™ ' ds.

W ostatnim, siddmym etapie, ustawiamy klocki krawedziowe dolne na_
wilasciwych miejscach. '

. Warunek. Zaden z tych klockow nie jest na wlasciwym miejscu.

Postepowanie. sd®>s™ Ydsd*s™ ' dsd*s™ .

2. Warunek. Dokladnie jeden klocek krawgdziowy dolny znajduje si¢ na
wlasciwym miejscu.

Postepowanie. Ustawi¢ szeScian tak, aby klocek ten znalazt si¢ na
miejscu SCD i wykonaé sd?s~1dsd?s™'dsd*s™'. Jezeli jeszcze nie jest do-
brze, powtorzy¢ te samg operacj¢.

Analizujac uzyte w tym algorytmie operacje mozna bez wigkszego trudu
stwierdzié¢, ze za ich pomoca mozna otrzymaé 12!8!3721% réznych ulozen
szescianu. Poniewaz poprzednio udowodnilismy, Zze stanéw dopuszczalnych
mechanicznie nie jest wigcej, mozemy teraz stwierdzi¢, ze jest ich doklad-
nie tyle.

Dalsze problemy matematyczne zwigzane z kostka

Jezeli przyjmiemy, ze jako jeden ruch liczymy dowolna potege generatora
(s liczy si¢ wowczas jako dwa ruchy), to opisana metoda gwarantuje dojscie
do pozycji zerowej w 257 ruchach. Pod tym wzgledem jest ona bardzo
daleka od idealu. M. B. Thistlethwaite opracowal za pomoca komputera
strategie zapewniajaca dojscie do pozycji wyjsciowej w 52 ruchach. Na to
jednak, zeby spamigta¢ wystgpujacych w niej kilkaset rdznych sytuacji
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i warunkow, trzeba by¢ komputerem. Nie bardzo zreszta wiadomo, na ile ta
strategia jest bliska idealnej.

Mozna w kazdym razie latwo wyliczy¢, Ze istnieja ulozenia odlegle od
pozycji zerowej o co najmniej 17 ruchow. Oto rozumowanie:

" Pierwszy ruch mozna wykona¢ na 18 sposobow — jest sze$¢ generatorow,
kazdy moze wystapi¢ w potedze 1, 2 lub 3. W kazdym nastgpnym ruchu
trzeba uzy¢ innej tafli niz w bezposrednio poprzedzajacym, .inaczej dwa
kolejne ruchy mozna zastgpi¢ jednym. Zatem po n ruchach mozemy otrzy-
macé najwyzej '

1+18+18-15+ ... +18-15""1

ulozen szescianu. Obliczenie wykazuje, ze liczba ta przewyzsza ilos¢ do-
puszczalnych mechanicznie utozen dopiero dla n > 17. Nieco bardziej precy-
zyjne rozwazania tego typu pozwalaja stwierdzic, Ze istnieja ulozenia odlegle
od wyjsciowego o 18 ruchow.

Interesujace sa problemy dotyczace struktury grupy M. Jest to grupa
o szesciu generatorach, z pewnymi relacjami. Powstaje pytanie, jakic (obok
relacji oczywistych typu d* = e = dgd™'g~') sa nietrywialne i w miare
krotkie relacje w M. Okazuje si¢, ze najkrotsze z nich sa oSmioelementowe.
Przykladem takiej relacji jest (p?12d?g?)? = e. )

Warto zwrocié uwage, ze w przedstawionym algorytmie nie byl uzywany
generator g, zatem M jest w rzeczywistosci generowana przez dowolnych pigé
sposrod generatoréw g, d, L ¢, p, t.

Cickawy jest problem, jakie sa rzedy elementow w M. Zagadnienie to
pozwala traktowaé szescian jako wygodna ilustracj¢ elementarnych pojec
teorii grup. Sprobujmy omoéwic¢ je nieco dokladniej. Przypusmy, ze element
meM dziala trywialnie poza kostkami krawedziowymi K,,...,K,, a te
kostki przestawia cyklicznie. Otéz nie znaczy to jeszcze wcale, ze m" = e.
Mozemy mie¢ do czynienia z cyklem skreconym, tzn. moze by¢ tak, ze m"
wprawdzie nie rusza kostek K, ..., K, z miejsca, ale zmienia pozycj¢ przy-
najmniej jednej z nich. Woéwczas dopiero m*" = e. Podobnie, jezeli element
m przedstawia cyklicznie n kostek naroznych, to moze by¢ tak, ze dopiero
m3" = e.

Ogdlnie rzecz biorac, rzad elementu m mozna obliczy¢ w nastgpujacy
sposob:

m dziala na kostkach krawedziowych jako pewna permutacja. Permutacja
ta rozklada si¢ na cykle dtugosci ny, ..., n;. Podobnie zbidr kostek naroz-
nych rozpada si¢ na orbity dlugosci n,.4,...,n;. Na s-tej orbicie dziala
trywialnie m™", gdzie & = 1, 2 lub 3, zaleznie od tego, czy jest to prosty czy
skrecony cykl krawedziowy, badZz naroiny. Latwo stwierdzi¢, ze rzad
m = Nww(gsns)s=l,...,j‘

Rzad grupy M jest rowny liczbie ukltadéw dopuszczalnych mechanicznie,
czyli 227314537211, zatem stosujac jedynie twierdzenie Lagrange’a nie mo-

3 — Wiadomosci Matematyczne XXV
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zna wykluczyé, ze 8% jest rzedem elementu w M. Taki element musialby
jednak odpowiada¢ rozktadowi na cykl prosty o$mioelementowy narozny
(zreszta o$mioelementowy cykl narozny musi by¢ prosty), cykl jedenastoele-
mentowy krawedziowy i cykl jednoelementowy krawedziowy. Jest to jednak
nieparzysta permutacja na klockach krawgdziowych i naroznych lacznie,
a taka operacja — jak wiemy — nie istnieje.

Mozna sformutowaé wiele prostych zadan tego typu, np.: pokazad, ze nie
istnieja elementy rzedéw 25, 49, 385, istnieja elementy rzgdéw mniejszych od
13 itd. Najwickszym rzedem elementu w M jest 1260. Wirdd elementow
o prostym zapisie do$¢ duzy rzad, bo 315, ma gpdl ‘

Nieco mniej trywialne zagadnienia pojawiaja si¢ przy badaniu réznych
podgrup grupy M. Mozna tu rozpatrywaé trzy typy problemow:

1° charakteryzacja ukladow osiagalnych przy dzialaniu danej podgrupy,

2° obliczenie rzgdu podgrupy,

3° opracowanie algorytmu pozwalajacego odtworzyé pozycje wyjsciowa
przez dzialanie elementami tej podgrupy (oczywiscie, po uprzednim rozregu-
lowaniu szescianu w ramach tejze podgrupy).

Na ogdl jest stosunkowo latwo opracowaé algorytm, trudniej natomiast -
pokaza¢, ze jest on naprawd¢ dobry. Przypusémy, Zze ograniczymy si¢ do
wykonywania obrotéw warstwami czotowa i prawa, czyli dzialamy elemen-
tami podgrupy (c, p). Wowczas jest rzecza banalna opracowa¢ metode po-
zwalajaca ustawi¢ trzy klocki narozne na swoich miejscach (by¢ moze
w zlych pozycjach) i kiedy si¢ to zrobi, okazuje si¢ nieodmiennie, ze trzy
pozostale tez sa juz na swoich miejscach. Udowodni¢ jednak, ze tak musi
by¢, nie jest juz wcale latwo.

Na koniec chcialbym zwréci¢ uwage na jeszcze jedng mozliwos¢ skompli-
kowania zabawy. Otz nie jest calkiem prawda, ze klocki $rodkowe sa
zawsze tak samo potozone wzgledem siebie. Wprawdzie dwa klocki, ktore sa
naprzeciwko siebie, musza pozosta¢ naprzeciwko siebie, ale moga si¢ obra-
ca¢. Mozna si¢ wigc domagaé nie tylko powrotu do sytuacji, w ktorej kazda
dciana jest jednobarwna, ale zadaé rdéwniez, aby klocki $rodkowe byly
- w zadanych pozycjach. W rzeczywistosci problem nie staje si¢ przez to wiele
trudniejszy. Okazuje si¢, ze kazda relacja w grupie M musi mie¢ parzysta
sume¢ wykladnikéw poteg przy generatorach (to znéw zadanie z teorii grup,
tym razem trywialne). Znaczy to, ze jezeli utozymy szescian tak, aby kolory
si¢ zgadzaly, to klocki srodkowe moga byC jedynie obrocone w stosuku do
swoich wlasciwych pozycji o katy, ktérych suma jest wielokrotnoscia m.
Niewielka modyfikacja podanego poprzednio algorytmu pozwala ulozyé
szescian tak, aby kolory si¢ zgadzaly, a dowolny klocek srodkowy byt
obrécony o wielokrotno$¢ m. Tymczasem operacja (d*p~ ' d? pdp™ ' dp)® obra-
ca dolny klocek srodkowy o m, nie ruszajac pozostatych, moze wigc posluzyé
do poprawienia tych klockow srodkowych, ktore maja jeszcze zle ustawienie,
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Przy pewnej wprawie podany w artykule algorytm pozwala ulozy¢ szes-
cian w trzy minuty. Jednak rekordzisci na Wegrzech i w Anglii mieszczg si¢
z powodzeniem w jednej minucie. '

Davip SiNGMAsTER (Londyn)

Dydaktyczne zalety kostki wegierskiej(')

Jestem tutaj, by kramarzy¢ podstgpnym matematycznym nalogiem, ktory
juz zmarnowal twoércza energig¢ dziesigtkow tysiecy matematykow, informaty-
kow, fizykoéw, inzynierow itd., a takze milionéw uczniow i studentow. Swoje
usprawiedliwienie w rozpowszechnianiu tego nalogu upatruj¢ w tym, Ze jest
to prawdopodobnie ,najbardziej dydaktyczna” zabawka, jaka kiedykolwiek
wynaleziono.

Mam na mysli Magiczna Kostke, wymys$long jakie$ 6 lat temu przez prof.
Ernd Rubika = Budapesztu. Produkcja ruszyla 3 lata temu i nalég rozprze-
strzenil sie z Wegier na Europeg, a teraz na caly $wiat! (...

Kostka pomaga rozwija¢ rozumienie matematyki, co jest widoczne wha-
szcza na przykladzie takich dziedzin, jak: geometria przestrzenna, ogélne
myS$lenie matematyczne, teoria grup, kombinatoryka.

(...) Podobno Rubik wynalazt swa kostkg, gdyz chcial zrobi¢ coé dla
rozwinigcia wyobrazni przestrzennej studentéw (...) Wraz z upadkiem geo-
metrii bryl w szkolach, studenci wyzszych uczelni czesto wykazuja braki
w umiejetnosciach przestrzennych. (...)

Wigkszo$¢ specjalnych idei, ktore rozwija kostka, nalezy do teorii grup;
znaczna tego cze$SC jest elementarna i wiaze si¢ z kombinatoryka. (...) Zaczne
od sprawy rozumienia permutacji i ich reprezentacji. Nalezy tu dokona¢
wyraznego rozroznienia mi¢dzy permutacjami dziatajacymi na symbolach (tj.
‘permutacjami rozumianymi jako funkcje) a permutacjami dzialajacymi na
stanach (tj. permutacjami rozumianymi jako ruchy przedmiotu), czego ele-
mentarne kursy na ogé! nie czynia. (...)

Z chwila posiadania notacji do zapisywania przebiegu procesu, mozna
badaé grupe kostki, a raczej jej pewne prostsze podgrupy. Pojawiaja si¢
glowne pojecia teorii grup: (pc)”! = ¢~ 'p~?, rzad elementu, grupy permu-
tacji, podgrupy, rzad grupy, podgrupa generowana przez zbidr, podgrupa
zachowujaca pewne elementy niezmienione itd. (jednakze, jezeli P jest dtugim
~ciagiem ruchow, wowczas teoretycznie mamy PP~! = I, ale w praktyce
réwnosé ta sprawdza si¢ tylko w 90%, przypadkow!).

(') Sa to drobne fragmenty referatu wygloszonego 11 sierpnia 1980 podczas 1V Kongresu
Nauczania Matematyki w Berkeley. Wyboru i tlumaczgnia dokonal Z. Semadeni (przyp. red.).



