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Przemystaw Nowickl (Warszawa)

. Trojkatne liczydlo Pascala

1. Opis liczydla. Na ograniczonej od gory, nieskoriczonej szachownicy,
ktdrej wiersze sg ponumerowane od géry liczbami 0, 1, 2, ..., a kolumny od
lewej do prawej liczbami ..., —1,0,1,2,..., rozmies¢my liczby trdjkata

Pascala w ten sposob, zeby liczba (Z) znalazta si¢ w n-tym wierszu i k-tej

kolumnie (rys. 1). Liczby te nazwiemy wartosciami odpowiednich p6l. Pola
pozostate, zakreskowane na rysunku, maja wartosé¢ 0. Sposob przyporzadko-
wania polom ich wartosci okresla nastepujaca regula rekurencyjna.

(a) Jedno wyrdznione pole P, najwyiszego wiersza szachownicy ma
warto$¢ 1. Pozostale pola tego wiersza maja warto$é .

(b) Wartosci a, b, ¢ dowolnych trzech pol, ktoére potozone sa wzgledem
siebie tak, jak na rys. 2, wiaze zalezno$¢: ¢ = a+b.

-1 0 1 2 3 4
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A
[ 7
l om
7
2 1 2 1
a b
3 1 3 3 1
7 1
Rys. 1 Rys. 2

Prostymi metodami, zrozumialymi dla uczniow starszych klas szkoly
podstawowej, mozna pokaza¢ kombinatoryczny sens tréjkata Pascala..Zaj-
muje si¢ tym m.in. Papy w ksiazce Mathématiques modernes (tom V,
poswigcony arytmetyce). Od Papy’ego pochodzi takze pomyst, zeby na
planszy z rys. 1 stawiaé pionki, przeksztalcajac ja tym prostym sposobem
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w liczydlo kombinatoryczne. Pokazemy, ze dydaktyczne zastosowania takie-
go liczydla sa znacznie bogatsze i efektowniejsze od tych, jakie pokazat Papy.

Rozwiniemy pomyst Papy’ego i wprowadzimy dwa rodzaje pionkow, np.
pionki biale i pionki czarne, w tym celu, Zzeby przedstawia¢ na planszy
zarowno liczby dodatnie, jak i ujemne. Uméwmy si¢ zatem, ze kazdy pionek
czarny na polu o wartosci s przedstawia liczbg s (albo prosciej, ma warto$¢
s), natomiast pionek biaty na tym polu ma warto$¢ —s. Uklad wickszej ilosci
pionk6w przedstawia sumeg wartosci wszystkich pionkow (stowa ,uklad”
uzywamy zgodnie z tym, co proponowal A. Makowski w Wiadom. Mat. 21
(1978), str. 13-14).

Niech P(k, n) bedzie polem lezacym na przecigciu k-tej kolumny i n-tego

wiersza (keZ,ne N). Jego wartoscia jest liczba (:) Umawiamy si¢, Ze

(:) =0, gdy k<0 lub k> n Uklad zlozony z p czarnych pionkow

stojacych (po jednym) na polach P(ky, ny), P(ky, ny), ..., Plk,, n,)
oraz z q biatych pionkow stojacych (po jednym) na polach P(k,., n,. ),
P(kys 3y Pyt a)s oo P(kyi g, npi,) oOznaczaé bedziemy za pomocy formal-

nej sumy ‘
. -
s= ()= G @)= G -6
(kl k2 kp kp+1 kp+q,

14 pta
lub S =} (”i) - ) (nj) (pola P(k;, n;) nie musza tu by¢ wszystkie rozne;
i=1 &/ K
moga to by¢ rowniez pola o wartosci 0).

Wyrazenie S mozna interpretowa¢ dwojako: albo jako uklad pionkow,
albo jako wartos¢ liczbowa tego ukladu. W formalne) sumie S mozna
dowolnie przestawia¢ ze soba wszystkie skladniki. Mozna takze przed sym-

bolami (k) dopisaé¢ wspdlczynniki g; € Z przyjmujac, ze jesli g; jest dodatnie,

to a,--(:‘) oznacza uklad a; czarnych pionkow na polu P(k;, n), jesli nato-

miast g; jest ujemne, to chodzi o |a] pionkow bialych na tym polu. Uklad
pusty oznaczymy po prostu jako 0.

Uktady pionkéw U, U,, U, mozna do siebie dodawac i odejmowac oraz
mnozy¢ je przez liczby calkowite — otrzymujemy w ten sposdb modul wolny
nad pierscieniem Z. Czynnos$ciowe odpowiedniki dziatan modulowych, ktore
oznaczymy U,+U,, U;—U, oraz a-U, sa bardzo proste i latwe do za-
demonstrowania na planszy.

. Niech bedzie dany uklad U pionkow. Mozna oczywiscie na wiele sposo-
bow zmienié¢ ten uklad tak, by otrzymac uklad V o tej samej wartosci co U.
Wsrdd wszystkich operacji U > V o powyzszej wlasnosci, w naturalny sposob
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wyrdzniaja si¢ nastgpujace, bardzo proste manipulacje pionkami, kiore be-
dziemy nazywaé operacjami elementarnymi(’):

I° Zastapienie pary pionkéw czarnych, z ktérych jeden stoi na polu
P(k, n), a drugi na polu P(k+1, n) jednym pionkiem czarnym postawionym
na polu P(k+1,n+1) (rys. 3). Otrzymujemy w ten sposdb operacje

fa: (Z)+( " )r—»(”“), gdzic 4 = P(k+1,n+1).

k+1 k+1

2° Manipulacja f; ' odwrotna do f, (rys. 4).

3° Postawienie na dowolnym polu A pary przeciwnej: jednego pionka
bialego 1 jednego pionka czarnego; jest to operacja

da: oH(:) - (:) gdzie 4 = P(k, n).

.E .E
d .

Rys. 3 Rys. 4

4° Zdjecie z pola A pary przeciwnej, czyli operacja g;' odwrotna do g,.
5° Postawienie pionka czarnego na dowolnym polu A o wartosci 0, czyli
operacja’

hy,: OH(:), gdzie A = P(k, n) oraz (:) = 0.

6° Zdjecie pionka czarnego z pola A o wartosci 0, czyli operacja hj'!
odwrotna do h,.

Operacje analogiczne do 1°, 2°, 5° i 6° definiujemy takze dla pionkow
bialych. Chcac uczyni¢ zado$¢ Scistosci, nalezaloby przyjaé dla nich osobne
oznaczenia; nie zrobimy tego, by nadmiernie nie mnozy¢ symboliki.

2. Czynnosciowe dowody znanych tozsamosci kombinatorycznych. Korzy-
stajac z trojkatnego liczydla Pascala mozna udowodnié wiele znanych tozsa-
mosci kombinatorycznych. Dowody beda polegaly na przeksztalceniu odpo-
wiednich ukladow pionkdw za pomoca operacji elementarnych. Takie czyn-

(') Dostajemy w ten sposéb ugrupowanie Piageta, pér. E. Puchalska, Liczydla planszowe
~ analiza strukiury matematycznej i propozycje dydaktyczne, Dydaktyka Mat. 2 (1982),
str. 143-202.
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nosciowe dowody, ze wzgledu na ich prostote i sugestywnosC, majy, jak
sadze, duze wartosci dydaktyczne, a ponadto sa same w sobie bardzo
interesujace.

Uméwmy sig, Ze na rysunkach ilustrujacych omawiane przyktady obowia-
zuje zasada: uklad pionkoéw otoczonych pogrubiong ramka (jesli na rysunku
jest taka ramka) ma t¢ samag wario$¢ co uklad pionkéw poza ramka. Jesh na
rysunku jest kilka ramek, a wigc i kilka ukladow, wszystkie one maja t¢
samg wartos¢.

Przykirap 1. Jesli n > O, to

N K RN

Istotnie, za pomoca operacji typu f ' zamiefimy kazdy z pionkow ukladu,
ktory odpowiada lewej stronie tozsamosci, na dwa pionki w wierszu n—1
(rys. 5), a nast¢pnie zdejmijmy z planszy wszystkie pary przeciwne (jest ich n)
oraz oba pionki stojace na polach zerowych P(—1,n—1) i P(n,n—1).
Otrzymamy uklad pusty, ktorego wartoscia jest oczywiscie 0.

0 1 2 LR n )
» . s Y
7

n%l DR

PrzykiaD 2.,

2) (g)+(;’)++(:)=2 n=0,12,...

Istotnie, uklad pionkoéw reprezentujacych lewa strong¢ toZzsamosci oznaczmy
symbolem U,, a jego warto$¢ symbolem u,. Za pomoca operacji typu f,; '
przesunmy uklad U,,; do wiersza n (rys. 6) i zdejmijmy z planszy oba pion-
ki z p6l zerowych. Otrzymamy uklad 2-U,. Stad zwiazek u,,, = 2-u,.
Obliczamy teraz kolejno: uy =1, u; =2,..., u, = 2%, ...

D

N

Rys. §

PrzvkiaDp 3. Niech n bedzie dowolna liczba naturalna, k, niech bedzie
czgscig calkowita in (k, = E(in)) 1 niech w, bedzie wartoscia ukladu

3) (s)+ (";‘) + (";2) +ot (j) n=01,2,...
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| pobocoboeate (o

) e ele oo

Rys. 6

Okazuje si¢, ze ciag wg, Wy, w,, ... jest ciagiem Fibonacciego. Istotnie,
wo = 1, w; = 1, a odpowiednie manipulacje dowodza, ze w,,, = w,., +w,
(rys. 7).

Przyktap 4 (Papy). Niech U, bgdzie ukladem ztozonym z jednego pionka
na polu A = P(k,n). Wykonajmy operacj¢ f, ' i oznaczmy symbolem U,
otrzymany uktad dwoch pionkow w wierszu n—1. Z kolei kazdy z pionkow
ukltadu U,; zamienmy na rOwnowaznag mu par¢ pionkoéw w wierszu n—2;
otrzymany uklad oznaczmy symbolem U, itd. Rysunek 8 pokazuje kilka
poczatkowych wyrazow ciagu ukladow Uy, Uy, U,,..., U, (jeden uklad
w jednym wierszu).

%
% apoll | SREEDE
Q) H . .0. .o. o | u,
n ig) H e [ ,*lelu
n+1 H o | oy
n+2 gﬁ: n o |y,
Rys. 7 | | Rys. 8

Interpretacjg rysunku 8 sa wzory:
W= 60 (=0 262+ ()
(1) = ()30 3G+ ()
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Ogodlnie, poréwnujac wartosci uktadéw U, 1 U; otrzymujemy réwnos¢ typu

()= Lo ()

Nasuwa si¢ pytanie, jak wyznaczy¢ wspélczynniki g, ;. Otéz latwo zauwa-
zyé, ze a;j+a;j+1 = G+ 1,j+1, @ zatem liczby pionkéw na polach uktadow U,

tworza odwrocony trojkat Pascala, tj. q;; = (;) Wynika stad, ze
(@) (") | 5 ") ("‘i) gdzie 0 <i<n
= : , i<
k) o Ni) \k—j
(niektore skladniki powyzszej sumy moga byé réwne 0).

Rownoé¢ g, ; = (’) mozna uzasadnié jeszcze inaczej. Oto6z fakt, ze warto-

$ci ukladow U, 1 U, sa takie same, nie zalezy od wyboru wyjsciowego pola
P(k, n). Mozemy wigc w szczegélnosci przyjaé, ze ukiad U; stoi w wierszu
zerowym, a wyréznionym polem P, tego wiersza jest pole P(k—j, n—i). Tym

. . . i .
samym n = | oraz k = j. Wartoscia ukladu U, jest wowczas (,)’ natomiast
wartoscia uktadu U, jest g, ;, gdyz na polu P stoi g;; pionkow tego ukiadu,

a pozostale pola zajmowane przez uklad U; to pola zerowe. Stad a;; = (;)

PrzykiaD 5.
n D (n+j n+r+1
5 = , dl =0,1,2,.-..
) () Z () =(ns )

Istotnie, ciag operacji typu f, przeksztalca uklad odpowiadajacy lewej stro-
nie tozsamosci w uklad zlozony z jednego pionka na polu P(k+1, n+r+1)
(rys. 9). Zwro¢my uwage, ze w tym przykladzie wszystkie parametry: r, ki n
mozna wybra¢ dowolnie i niezaleznie od siebie. Dowolno$¢ wyboru parame-
trow n i kK ma nastgpujacy sens czynno$ciowy: uktady odpowiadajace obu
stronom tozsamosci (po ustaleniu w niej ,,wolnych” parametrow n, r i k)
mozna przesuwa¢ po planszy dowolnie i w kazdym polozeniu beda one
mialy rowne wartosci. Czytelnikowi, jako zadanie, pozostawiamy odpowied-
nie dobranie r oraz takie umieszczenie obu ukladéw na planszy, Zeby
odczyta¢ nastgpujace zwiazki:

(6) (:) = (Z::) + (::::) + (::?) + ...+ (t:i), gdzie n=k > 1,

7 (g)=1, gdzie n = 0,1,2, ...,
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k  k+1
n C .
n+1 °
G
o | ¥
.
n+r | o
n+r+1 L] [ ) » -

Rys. 9
8) (1)=n gdzie n = 1,2,3, ..., |
9) (;)=1+2+3+...+(n——1), gdzie n = 2,3,4,...

Przykiap 6. Za pomoca odpowiednich manipulacji pionkami czytelnik
zechce udowodnié¢ tozsamo$é ‘

n L n+i n+r+1y
o (e =)
( ) (k—1)+ i:zo k+i k+r
gdzie k dowolne, n i r nieujemne, a nast¢pnie odczyta¢ za jej pomoca
zwiazki:

o ()

n—1 n—2 n—3 n—k—1 :
>
( . )+(k—1)+(k—2)+"'+( . ), gdzie n > k > 0,

i

12 (") 1, gdzien=0,1,2,...,
n .
(13) ( " ):n, gdzie n =1,2,3,...,
n—1 .
(14) ( "2)=1+2+3+...+(n-1), gdzie n = 2,3,4, ...
n— .

Przykieap 7. Niech V bedzie uktadem zlozonym z jednego pionka na polu
P(k+1,n+1). Korzystajac ze zwiazku (6) utwoérzmy nowy uklad V, o tej
samej wartosci co Vi skladajacy si¢ z pionkoéw rozmieszczonych w kolumnie
k. Z kolei do kazdego z pionkdow ukladu V, zastosujmy zwiazek (6)
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i utworzmy uklad V, skladajacy si¢ z pionkdéw rozmieszczonych w kolumnie
k—1 itd. Postepujac tak dalej otrzymamy uktady V,, V..., ¥, gdzie ¥

sklada si¢ z pionkoéw rozmieszczonych w kolumnie kA —i (rys. 10). Interpre-
tacjg rysunku 10 sa wzory:

)= (Y )
(o) =10+ +3 () + o ek (D)

k-3 k-2 k-1 Kk k+1

-3 ° o. ¢ °
n . .o
n-2 V3 LI I *l o
n—1 Vz [ J [ ]
n V1 [ ]
n+1 Vo °
Rys. 10

Tozsamo$é otrzymang z porOwnania wartosci ukladow V i V; wygodnie
bedzie zapisaé w postaci:

.

- n—k

n+1 n—i—~j
()= S (1)
k+1 j=0 k—i

" Czytelnik zechce sprawdzi¢, ze b, ; =<j) Wobec tego prawdziwa jest

tozsamos¢: .
n+ly "X iy n—i—j
s B (I)
( ) (l\"'l) jgo( i k—i
Podstawiajac k = 3, i = 2, n+1 = m otrzymamy w szczegolnosci:
“(16) (':') — 1(m=2)+2(m—~3)+3(m—2)+ ... + (m=2)1.

Z kolei wychodzac od zwiazku (11) i stosujac metody analogiczne do uzytych
w powyzszym przykladzie, mozemy wykaza¢ toZzsamos¢:
k

(17) ()= L, ()05
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Podstawiajac i = 1, k = n—2, n+1 = m otrzymamy w szczegdlnosci:
m m—3

(18) (,7,)= T (+im=2-.
m—3 j=0

3. Réwnowaznos$¢ elementarna. Uklady U, i U, nazwiemy réwnowaznymi
elementarnie, jesli uktad U, mozna przeprowadzi¢ w uklad U, za pomoca
ciagu operacji elementarnych. Zauwazmy, ze okreslona tak relacja jest relacja
réwnowaznosci.

Jesli uktady U, 1 U, sa elementarnie rownowazne, to oczywiscie maja
jednakowe wartosci. Okazuje sig, ze i na odwroét: jesli uklady U, i U, majq
takie same wartosci, to sq elementarnie rownowazne. Wykazemy to odwotujac
si¢ do konkretnego przykladu: sprobujmy wykazaé elementarng rownowa-
znos¢ uktadow X i Y z rys. 11. Mozna postapi¢ nastepujaco: stosujac
wielokrotnie operacje typu f,; ! (jak w przykladzie 4) przeprowadzmy uklad
X w uklad X, zlozony wylacznie z pionkdéw w wierszu zerowym. Po zdjeciu
pionkéw z pol zerowych zostanie 10 pionkéw na polu P,, czyli uklad

10~(0); wynika to stad, ze wartoscia X jest 10 i warto$¢ nie zmienia si¢ przy

wykonywaniu operacji elementarnych. Poniewaz wartoscia Y jest rOwniez
10, wigc wynik przeprowadzenia ukladu Y do wiersza zerowego za pomoca
ciagu operacji typu f; ' bedzie taki sam, co poprzednio, z dokladnoscia
do pionkéw na polach zerowych. Uklady X i Y sa wigc elementarnie
rownowazne.

o 1 2 3 4 5

0 7 / 7 /

Z

.

Rys. 11 Rys. 12

W analogiczny sposOb wykazemy, ze kazdy uklad U o wartosci u jest
rOwnowazny elementarnie uktadowi skladajacemu si¢ z |u| pionkéw na polu
P, (czarnych, jesli u > 0, lub bialych, jesli u < 0). Wobec tego dwa uklady sq
elementarnie réwnowazne wtedy i tylko wtedy, gdy majq takie same wartosci.
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4. Mocna réwnowaznos¢. Rozwazmy dwa ukiady X 1 Y o tej samej
wartosci. Jesli przesuniemy je rownolegle do planszy (lub jesli, co wychodzi
na to samo, przesuniemy .po planszy trojkat Pascala), to otrzymane uklady
X, i Y, beda mialy na ogol rozne wartosci (rys. 12). Jednak, jak dowodza
przykiady 4, 5 i 6, istnieja uklady, ktore maja zawsze rdwne wartosci, bez
wzgledu na to, jak je przesuniemy na planszy (czy tez, jak umiejscowimy na
planszy trojkat Pascala). Okazuje si¢, ze zalezy to od tego, czy jeden
z ukladéw mozna przeprowadzi¢ w drugi bez wykonywania operacji typu h,
(stawianie pionka na polu zerowym) lub operacji typu h;'. Zanim jednak
sformulujemy odpowiednie twierdzenie, rozwazmy pewien przyklad.

Uktad U przedstawiony na rys. 13 umieszczamy na ,czystej” szachowni-
cy, tj. nie przyporzadkujemy na razie wartosci poszczegdélnym polom. Uklad
ten przesuwamy do wiersza zawierajacego pola A4,B,...,H za pomoca
operacji typu f!. Jasne jest, ze wszystkie manipulacje pionkami dokonywa¢
sic beda tylko na tych polach planszy, jakie znajduja si¢ wewnatrz po-
grubionej ramki na rysunku — nazwijmy ten obszar stozkiem ukladu U.
Obliczymy teraz koficowa zawarto$¢ kazdego z pdl A4, B, ..., H, tzn. liczby
pionkow czarnych i biatych na tych polach po dokonaniu wszystkich mani-
pulagcji.

Zawarto$¢ np. pola F mozna ustali¢ nastgpujaco. Umiesémy tam wierz-
chotek P, trojkata Pascala (rys. 14) i obliczmy — przy tak okresSlonych

‘ 2
Y

0 ° 4 é 4 ]
o) % &1 5 |10
4
Rys. 13 Rys. 14

wartosciach po6l — sume¢ wartosci wszystkich czarnych pionkow ukladu
U oraz sum¢ wartosci wszystkich bialych pionkdéw ukiadu U. Ponie-
waz pierwsza z tych liczb jest rowna u* =0+3+6=09, a druga
u = —1—1= —2 wigc na polu F musi si¢ znalezé 9 pionkdéw czarnych
oraz 2 pionki biale. Po zdjeciu par przeciwnych zostanie 7 pionkow
czarnych. -
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Zawarto$¢ pozostalych pol mozna ustali¢ w ten sam sposéb, co jednak
nie jest najlepszym rozwiazaniem, gdyz za kazdym razem musimy powtarzaé
od nowa wszystkie czynnosci. Postapimy zatem inaczej. Umiesémy wierz-
chotek P, trojkata Pascala dowolnie poza stozkiem ukladu U. Chcac teraz
ustali¢ zawarto$¢ np. pola D przesuwamy caly uklad U o taki wektor, ktéry
pole D przesuwa na pole P, (rys. 15). W naszym przykladzie bedzie to

przesunigcie o 7 pol na prawo, tj. przesuniecie o wektor [770}.

7. /7.

3 _
/

1 1
1 2 1
2
® \_//-o\\ A 1 @Q/q\
r‘\ 7

Rys. 15

Powyzszy przyklad sugeruje, Ze istnieje prosta metoda sprawdzenia, czy
ukiad U mozna przeprowadzi¢ w uklad V za pomoca pewnego ciagu
operacji elementarnych nie zawierajacego operacji typu h,, ani operacji typu
h3!: nalezy mianowicie przesunaé oba uktady w gore, do pewnego wiersza n,
ktory lezy powyzej obu ukitadow i sprawdzi¢, czy wynik przesuwania jest dla
obu ukladéw ten sam z dokladnoscia do par przeciwnych. Metode t¢
wykorzystamy w dowodzie zapowiedzianego twierdzenia.

Bedziemy mowic, ze uklady X i Y sa mocno rownowazne, gdy dla kazdego
calkowitoliczbowego wektora w o drugiej wspoOirzednej nieujemnej uklady
X (w) 1 Y(w) — bedace wynikiem przesunigcia po planszy o wektor w ukla-
dow X i Y odpowiednio — maja takie same wartosci.

Twierpzenie. Uklady X i Y sq mocno rownowazne wtedy i tylko wtedy,
gdy uklad X mozna przeprowadzi¢ w uklad Y za pomocq pewnego ciqgu
operacji elementarnych, z ktérych kazda jest postaci fy, fi', g4 ub g3’

Dowo6d. Zalézmy najpierw, ze uklad X mozna przeprowadzi¢ w ukiad Y
za pomoca ciagu operacji Xy, Xa, ..., X, 1 ze kazde x; jest postaci f,, fi ', 9.4
lub g;!. Wezmy teraz dowolny wektor w calkowitoliczbowy i o drugiej
wspolrzednej nieujemnej i kazda operacj¢ x; przesunmy o wektor w, tzn. jesh
x; = f,, wezmy operacje f4 4+, jeSli x; =g,, wezZmy operacj¢ g, . itd. Jest
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oczywiste, ze otrzymany w ten sposob ciag operacji przeprowadza ukiad
X (w) w uktad Y(w). Wobec tego uklady X (w) i Y(w) majaq takie same
wartoséci, co dowodzi, ze uklady X i Y sa mocno rownowazne.

Zaldézmy teraz, ze uklady X i Y sa mocno réwnowazne. Skonstruujemy
pewien ciag operacji elementarnych typu fy, fi !, g4 lub gz, ktory uklad X
przeprowadza w uklad Y. Wybierzmy w tym celu dowolny wiersz ..czystej”
planszy potozony powyzej obu ukladéw — niech to bedzie wiersz k. Zauwaz-
my najpierw, ze wynik przesuwania kazdego z ukladéw X i Y do wiersza k
(za pomoca operacji typu f; ') jest taki sam z dokladnoscia do par przeciw-
nych. Wynika to stad, ze dla kazdego z tych ukladéw — co pokazuje
omoéwiony wyzej przyklad — zawartos¢ dowolnego pola w wierszu k zalezy
(z dokladnoscia do par przeciwnych) tylko od wartosci, jaka przyjmuje ten
uktad po odpowiednim umiejscowieniu na planszy trojkata Pascala.
A poniewaz uklady sa mocno réwnowazne, wigc I przyjmowane przez nie.
wartoéci sa rowne. Zadany ciag operacji przeprowadzajacy X w Y otrzy-
mujemy biorac kolejno operacje nastgpujace: operacje typu fi ' przepro-
wadzajace uklad X do wiersza k, zdjecie z planszy wszystkich par przeciw-
nych (w wierszu k), dostawienie na odpowiednich polach pewnej liczby par
przeciwnych (w wierszu k), operacje typu f, przeprowadzajgce pionki wiersza
k w ukiad Y.

Uwaga. Zadanie. wykorzystane w dowodzie powyzszego twierdzenia, by
druga wspoirzedna wektora w byla nieujemna, zapewnia, ze przesuwanie
operacji x; o wektor w zawsze da si¢ wykonaé, gdyz pola A+w ..zmieszcza
sie” na planszy. Nie jest to jednak Zadanie istotne, mozna bowiem wykazac,
7e cigg Xy, X35 ..., X, da si¢ zawsze dobra¢ w ten sposéb, zeby operacje x;
dzialaly w granicach wierszy zajmowanych przez pionki ukladow X i1 Y,
mi¢dzy najwyzszym a najnizszym takim wierszem.

Wniosek 1. Jesli prawdziwa jest pewna ,liniowa” tozsamosé¢ dotyczqca
wspolczynnikéw newtonowskich, tj. tozsamosé postaci

i ai(n+n,») -0,

i=1 k+k;

gdzie r. a;. n,.. k, — ustalone. k dowolne, n dowolne, 1o tozsamosé t¢ mozna
udowodnié czynnoSciowo za pomocq odpowiednich manipulacji pionkami na
trojkgtnym liczydle Pascala.

Dowod. Ustalmy dowolnie parametry n i k w ten sposob, zeby
n+n; >0 dla kazdego i. Uklad Y ai-(:Jr:") ustawmy na planszy. Jest
i=1 R

oczywiste, ze uklad ten jest mocno rownowazny ukladowi pustemu, gdyz
zmiana parametréow n i k odpowiada ,przesuwaniu” naszego ukladu pc
planszv. Wobec tego ukiad ten mozra przeprowadzi¢ w uklad pusty ze
pomoca ciagu operacji, z ktérych kazda jest typu fy, f ', g4 lub g3 *.
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Wniosek 2. Uklad zlozony z dwéch pionkéw, jednego czarnego i jednego
bialego, mozna zastqpi¢ mocno mu rownowaznym ukladem zlozonym z pionkéw
Jednakowego koloru wtedy i tylko wtedy, gdy jeden z tych pionkéw lezy
w stozku drugiego.

Dowod. Przypadek, gdy jeden z pionkow lezy w stozku drugiego, jest
oczywisty — przesuwajac w gore pionek tworzacy wspomniany stozek ,zbi-
jemy” w koncu drugi z pionkéw. Jesli natomiast zaden z pionkoéw nie lezy
w stozku drugiego, mozna tak ustawi¢ wzgledem nich wierzcholek trojkata
Pascala (powyzej obu pionkéw), zeby w jednym polozeniu ukiad mial
wartoSC dodatnia, a w innym — warto$§¢ ujemna. Jest wiec oczywiste, ze
zaden uklad czarnych pionkéw, ani zaden uktad bialych pionk6éw nie moga
by¢ mocno réwnowazne naszemu ukladowi.

Przykeap 8. Uklad przedstawiony na rys. 16 jest mocno rdwnowazny
pewnemu jednokolorowemu ukladowi pionkéw. Jest przy tym oczywiste, ze
musi to _by¢ uklad pionkow czarnych. Wsrod wszystkich takich ukladow
poszukajmy takich, ktére maja najmniejsza z mozliwych liczb¢ pionkow.

[y

Rys. 16

Okaze si¢, ze sa 3 takie uklady (rys. 17). Czytelnik zechce sprawdzié, ze
istotnie kazdy z nich jest mocno rownowazny ukladowi z rys. 16. Wykazemy,
ze maja one najmniejsza z mozliwych liczbe pionkow.

Niech n bedzie dowolna liczba naturalng. Kazdemu z czarnych pionkéw

/

B
(] L J [ 4

Rys. 17
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stojacych w wierszu n przypiszmy liczbe 1, a kazdemu z pionkéw bialych
n-tego wiersza przypiszmy liczbe — 1. Pionkom wiersza n+r (r > —n) przy-
piszemy, w zaleznoéci od koloru, liczbg 2° lub —2’, natomiast ukladowi

U=Y q (n:r‘) przypiszemy liczbg

i=1

Operacje f, i g4 oraz operacje do nich odwrotne nie zmieniaja wartosci
funkcji &. Wobec tego, jesli uklady X i Y sa mocno réwnowazne, to
E(X) = &(Y) (ale nie na odwro6t).

Niech teraz n bedzie numerem wiersza, w jakim stoi bialy pionek ukladu
z rys. 16. Oznaczajac ten uklad U mamy &(U) = 8—1 = 7. Rozklad 7 = 4+
+2+1 jest takim przedstawieniem liczby 7 w postaci sumy nieujemnych
catkowitych poteg liczby 2, ktére ma najmniejsza z mozliwych liczbe skiad-
nikow. Wynika stad, ze kazdy uktad czarnych pionkéw mocno rownowazny
ukladowi U musi si¢ skladaé z co najmniej 3 pionkow. Jesdli jest to uklad
Zlozony z dokladnie trzech pionk6w, musza si¢ one zngjdowaé po jednym
w wierszach n, n+1 i n+2 (i oczywiscie w stozku czarnego pionka ukladu
U).

n 1 2 3 4
n+1 3 5 7
n+2 8 12
n+3 20

Rys. 18

Mozna wykazaé, ze uklady z rys.17 sa jedynymi uktadami trojpionko-
wymi mocno rownowaznymi uktadowi U. Istotnie, przypiszmy polom wier-
sza n-tego znajdujacym si¢ w stozku, kolejno od lewej do prawej, liczby 1, 2,
3, 4 (pozostale pola wiersza n-tego majg wartos¢ 0), a polom wierszy n+1,
n+2 i n+3 przypiszmy wartosci zgodnie z rekurencyjng zasada (b) (zob.
rozdzial 1, Opis liczydta), jak pokazuje rys. 18. Wartoscia ukladu U jest teraz
18 i oczywiscie, kazdy uktad mocno mu rownowazny tez musi mie¢ wartos¢
18. Wybierajac po jednej liczbie ze zbiorow (8,12}, {3,5,7} i {1,2,3,4)},
a nastepnie dodajac wybrane liczby, sume¢ 18 mozna uzyskaé tylko na trzy
sposoby: 124+5+1, 124+3+3, 8+7+3 — co odpowiada naszym trzem roz-
wigzaniom.



