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O zbiorach rzutowych

Wstęp. Zbiory rzutowe przestrzeni polskiej doskonałej X  określamy 
(szczegółowe definicje będą podane dalej) jako te podzbiory przestrzeni X , 
które otrzymamy ze zbiorów borełowskich stosując na przemian operację 
przekształcenia ciągłego i uzupełniania. Przyjmujemy, że w hierarchii zbiorów 
rzutowych zerową klasę stanowi rodzina podzbiorów borełowskich przestrze­
ni X. Do pierwszej klasy zaliczamy obrazy ciągłe elementów klasy zerowej. 
Drugą otrzymujemy z poprzedniej stosując operację uzupełniania. Do trzeciej 
klasy zaliczamy obrazy ciągłe zbiorów należących do klasy drugiej itd.

Korzystając z tego, że zbiory rzutowe można łatwo opisać, potrafimy 
odpowiedzieć na wiele pytań dotyczących teoriomnogościowych i anality­
cznych własności zbiorów rzutowych. Trudne zagadnienia, związane z mocą 
lub mierzalnością w sensie Lebesgue’a dowolnego podzbioru przestrzeni Rn, 
w przypadku zbiorów rzutowych są łatwiejsze do rozstrzygnięcia właśnie 
dzięki ich prostej definicji. Ponadto większości faktów o zbiorach rzutowych 
możemy dowieść bez używania pewnika wyboru lub posługując się jego 
słabszymi formami — np. zasadą wyborów zależnych. Ma to szczególne 
znaczenie, gdy nie tylko pytamy o istnienie zbioru o pewnej własności (np. 
nie zawierającego podzbioru doskonałego), ale chcemy wiedzieć, jak taki 
zbiór „wygląda”.

Za początki teorii zbiorów rzutowych, zwanej także opisową teorią 
mnogości, uważa się badania nad funkcjami rzeczywistymi prowadzone przez 
matematykó\y francuskich Baire’a, Borela i Lebesgue’a pod koniec XIX  
wieku. W roku 1915 Suslin odkrywa błąd w jednej z prac Lebesgue’a 
polegający na założeniu, że rzut podzbioru borelowskiego płaszczyzny R2 na 
każdą z osi jest borelowski. Suslin dowodzi, że zbiory analityczne, tj. rzuty 
podzbiorów borełowskich przestrzeni R2, stanowią szerszą klasę niż rodzina 
borelowska. Również od Suslina pochodzą pierwsze twierdzenia dotyczące 
podstawowych własności zbiorów analitycznych.

Następnym ważnym krokiem w rozwoju opisowej teorii mnogości jest 
podanie przez Luzina ogólnej definicji zbiorów rzutowych poprzez operację
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rzutowania i uzupełniania. W latach dwudziestych zostaje opublikowanych 
wiele prac dotyczących teoriomnogościowych i analitycznych własności zbio­
rów należących do niższych klas rzutowych. Najważniejsze fakty, związane 
z zagadnieniami mocy, mierzalności i z własnościami oddzielania, zostaną 
odkryte przez Luzina i Sierpińskiego.

W miarę rozwoju opisowej teorii mnogości pojawiają się problemy nie 
dające się rozwiązać w sposób zadowalający. Nie udaje się uzyskać odpowie­
dzi na pytania dotyczące mocy i mierzalności elementów wyższych klas 
rzutowych (hipotezy Luzina). Dzisiaj wiemy, że przy zastosowaniu ówczes­
nych metod matematycznych problemy te nie mogły być rozwiązane, gdyż są 
niezależne od aksjomatów teorii mnogości.

W roku 1938 Godeł, w swojej słynnej pracy poświęconej dowodowi 
niesprzeczności hipotezy continuum, wykazuje istnienie w modelu L zbioru, 
który należy do trzeciej klasy w hierarchii rzutowej i który jest niemierzalny 
w sensie Lebesgue’a. Dzięki pracy Godła pierwszy raz w teorii zbiorów 
rzutowych użyte zostają metody metamatematyczne i dlatego rok 1938 
można uznać za początek nowoczesnej opisowej teorii mnogości.

W roku 1963 Cohen odkrywa metodę forcingu, która szybko zostaje 
zastosowana w badaniach nad zbiorami rzutowymi. Metoda forcingu pozwa­
la rozstrzygnąć problem niezależności lub niesprzeczności hipotez postawio­
nych kilkadziesiąt lat wcześniej. Uzyskiwane są zaskakujące rezultaty, które 
są często sprzeczne z intuicją zbioru rzutowego.

Najnowszy rozdział opisowej teorii mnogości stanowią zagadnienia zwią­
zane z determinacją gier rzutowych. Początkowo metody teorii gier stosuje 
się w dowodach starych twierdzeń dotyczących zbiorów analitycznych. Oka­
zuje się jednak, że dzięki teorii gier można rozwiązać wiele dotąd nierozstrzy­
gniętych problemów opisowej teorii mnogości. Zagadnienia determinacji, 
intensywnie studiowane od początku lat siedemdziesiątych, rzucają nowe 
światło na strukturę hierarchii rzutowej. Można stwierdzić, że determinacja 
zbiorów rzutowych stanowi w chwili obecnej główny nurt badań nad opi­
sową teorią mnogości, tak jak za czasów Luzina najważniejszym problemem 
była moc i mierzalność.

Celem niniejszego artykułu jest przedstawienie najważniejszych faktów 
z teorii zbiorów rzutowych — od podstawowych twierdzeń o przestrzeniach 
polskich do najnowszych wyników dotyczących determinacji zbiorów bore- 
lowskich. Teoria zbiorów rzutowych jest trudnym działem teorii mnogości 
i dlatego koniecznością było pominięcie dowodów. Również dodatkowe 
aksjomaty teorii mnogości, które stosuje się we współczesnych badaniach 
nad hierarchią rzutową, nie zostały przedstawione z całkowitą ścisłością, 
gdyż wymagałoby to wyłożenia skomplikowanych metod metamatematycz- 
nych. Artykuł ten należy więc traktować jako wprowadzenie do problema­
tyki, którą zajmuje się opisowa teoria mnogości.
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1. Przestrzeń Baire’a. Zakładamy, że skrócony termin „przestrzeń” X  
oznacza przestrzeń metryczną ośrodkową i zupełną. W topologii nazywamy 
taką przestrzeń przestrzenią polską. Przyjmujemy ponadto, że każda omawia­
na przestrzeń polska jest doskonała, to znaczy nie ma punktów izolowanych. 
Przykładem przestrzeni polskiej doskonałej jest n-wymiarowa przestrzeń 
euklidesowa ]?".

Szczególnie ważną w opisowej teorii mnogości jest przestrzeń Baire'a, 
którą oznaczamy symbolem ,-f, Składa się ona ze wszystkich nieskończonych 
ciągów liczb naturalnych (a więc J f  =  tow) oraz ma topologię produktową 
przy założeniu, że co jest przestrzenią dyskretną. Topologię w J f  można 
zdefiniować w sposób równoważny za pomocą metryki określając odległość d 
następującym wzorem:

1° x, y e jY' i x =  y, to d(x,  y) =  0 .
2° i x #  y, to d ( x , y ) =  (inf [n; x(«) #  ^(w)} + 1)_1, gdzie x(n)

i y(n) oznaczają odpowiednio n-te wyrazy ciągów x i y.
Przestrzeń J f  z tak określoną metryką jest zupełna, zawiera podzbiór

gęsty przeliczalny (np. podzbiór składający się z ciągów, których prawie 
wszystkie wyrazy są zerami) i nie ma punktów izolowanych. Ponadto jest 
homeomorficzna z przestrzenią liczb niewymiernych Q, z każdą swoją potęgą 
J f k (k ^  1) i z produktem nieskończonym V̂ m.

T wierdzenie 1. Każda przestrzeń X  jest obrazem ciągłym przestrzeni
Funkcję ciągłą /  taką, że /  (JT) =  X, można dobrać w ten sposób, aby 

odwzorowywała różno wartościowo pewien zbiór domknięty a ę  Ar na prze­
strzeń X. Możemy więc powiedzieć, że każda przestrzeń X  jest obrazem 
ciągłym i różnowartościowym podzbioru domkniętego przestrzeni Baire’a.

Niech X  będzie teraz dowolnym zbiorem. Część wspólna dowolnej ilości 
cr-ciał zawartych w P(X)  (gdzie P { X ) oznacza rodzinę wszystkich podzbio­
rów X)  jest także a-ciałem. Istnieje zatem najmniejsze c-ciało zawierające 
pewną ustaloną rodzinę podzbiorów X.  Najmniejsze c-ciało zawierające 
wszystkie podzbiory otwarte przestrzeni X  nazywamy rodziną podzbiorów 
borelowskich przestrzeni X  i oznaczamy symbolem B(X).  Z definicji B(X)  
widać, że zbiorami borelowskimi będą zbiory otwarte, domknięte, przeliczal­
ne iloczyny zbiorów otwartych itd.

T wierdzenie 2. Każdy podzbiór borelowski dowolnej przestrzeni X  jest 
obrazem ciągłym przestrzeni JT.

Niech X , Y będą przestrzeniami topologicznymi. Funkcję / :  X  -» Y 
będziemy nazywać borelowsko mierzalną, jeśli dla każdego b e B ( Y )  jego 
przeciwobraz, czyli f ~ l (b), należy do B(X).  Klasa funkcji borelowsko mie­
rzalnych jest szersza niż klasa funkcji ciągłych. Każda funkcja ciągła jest 
borelowsko mierzalna, ale nie na odwrót.

O funkcji / :  X  -*■ Y powiemy, że jest borelowskim izomorfizmem, gdy jest
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różnowartościowa, odwzorowuje X  na Y oraz /  i funkcja odwrotna / - 1  

są borełowsko mierzalne.
T wierdzenie 3 (Kuratowski). Dla dowolnych przestrzeni X  i Y istnieje 

izomorfizm borelowski odwzorowujący X  na Y.

2. Hierarchia rzutowa. Dla dowolnych zbiorów X  i Y niech funkcja 
rx : X  x Y -> X  będzie rzutem na oś X, to znaczy niech rx (x, y) =  x  dla 
każdej pary (x, y ) e X x Y .  Jeśli A ę  P ( k  x 7), to symbolem rx A oznaczać 
będziemy rodzinę, której elementami są rzuty na oś X  zbiorów należących 
do A. Gdy A c  P(X),  to przez cA oznaczymy rodzinę składającą się 
z uzupełnień zbiorów należących do A.

Następująca definicja indukcyjna, pochodząca od Luzina, określa klasy 
rzutowe, które są podstawowym pojęciem opisowej teorii mnogości.

D efinicja 1. Niech X  będzie dowolną przestrzenią. Dla każdego nem  
określamy rodziny T* (X) i TlJ (X) składające się z podzbiorów X :

1 °  Zl0(X) =  n l0(X) = B(X).
2° Zl(X) = rx B ( X x J O ;  n\{X) =  cZ\(X).
3° l U i ( X )  =  rx n U X x J r); ni+l(X) =  c l xn+l{X).

Rodziny i i7*(X ) dla dowolnego nem  nazywamy klasami rzuto­
wymi, ich elementy noszą nazwę zbiorów rzutowych. Zbiory należące do 
I\{X), odkryte przez Suslina, najzywamy analitycznymi, zbiory klasy TI\(X) 
uzupełnieniami analitycznymi.

W definicji zbiorów analitycznych rodzinę B ( X x J Y )  możemy zastąpić 
przez klasę wszystkich podzbiorów domkniętych przestrzeni X  xJ/\ Zbiory 
analityczne zawarte w Z  są zatćm rzutami podzbiorów domkniętych prze­
strzeni X  x A  '\

Z definicji 1 wynika, że kolejne klasy rzutowe otrzymujemy przez stoso­
wanie operacji rzutowania lub uzupełniania. W ten sposób uzyskujemy coraz 
bardziej skomplikowane podzbiory przestrzeni X. Istnieją jednak w każdej 
przestrzeni X  zbiory, które nie należą do żadnej klasy rzutowej. Wynika to 
z faktu, że jeśli X  jest przestrzenią polską doskonałą, to moc X  jest równa c 
(continuum), a więc X  ma 2C różnych podzbiorów. Natomiast moc rodziny 
wszystkich zbiorów rzutowych zawartych w X  jest równa c.

T wierdzenie 4. Jeśli f :  X  -> 7  jest izomorfizmem borelowskim, to 

f  [2Ti( x n  =  Z ln (Y) oraz f  [ /Ij (X)] =  n l„ (Y).

Korzystając z twierdzenia 4 i z faktu, że wykres funkcji borełowsko 
mierzalnej/: X  -+ Y należy do B (X  x Y), możemy podać jeszcze inną charak­
teryzację zbiorów rzutowych.

T wierdzenie 5. Jeżeli M ( X ,  Y) jest rodziną wszystkich funkcji borełowsko 
mierzalnych odwzorowujących X  w Y, to

W  =  {g(a)l  a e J7 j(X )  i g e M ( X ,  T)}.
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Twierdzenie 5 pozostanie prawdziwe, jeśli ;M( X,  T) oznaczać będzie 
rodzinę wszystkich funkcji ciągłych przekształcających X  w Y. Zbiory nale­
żące do X j+ 1 (y) są zatem obrazami ciągłymi elementów klasy 17* (X ), gdzie 
X  jest dowolną przestrzenią.

Bez trudu można dowieść, że klasy rzutowe Z* (X), 77j (X) są zamknięte 
ze względu na operacje brania przeliczalnych sum i iloczynów. Wynika stąd, 
że dla dowolnej liczby naturalnej n rodzina

J j ( X )  =  r i ( X ) n / 7 i ( X )
jest ^-ciałem. '

Między klasami rzutowymi zachodzą następujące inkluzje:

i\[X) Ą{x)
<*

C0[x) AUx)
&

n][x) n'2[x)

Wszystkie inkluzje przedstawione na diagramie są ostre. Oznacza to, że 
dzięki operacjom rzutowania i uzupełniania, które stosowaliśmy przy definio­
waniu hierarchii rzutowej, otrzymujemy za każdym razem nowe zbiory.

3. W łasności klas X } ( X)  i 77} (X). Przedstawimy teraz metodę otrzymy­
wania zbiorów analitycznych, która pochodzi od Suslina i jest historycznie 
najwcześniejsza spośród wszystkich konstrukcji klasy Z}(X) .

Niech S będzie zbiorem wszystkich ciągów skończonych o wyrazach 
należących do zbioru liczb naturalnych, tj. S =  (J con. Definiujemy relację ^

‘ neta
określoną na S, która jest liniowym porządkiem:

1° Jeżeli s e S  i s =  <s0 , s „ > ,  to

1 1
xs — --------- (- . . .  H----------------------.

2 * 0 + 1  2 s o + - + s « + , , +  1

2° Jeżeli s l , s 2 eS , to Sj s2 wtedy i tylko wtedy, gdy xSi ^  xS2. 
Nazwijmy rzeszotem każdą funkcję p : S -> P (X ) (gdzie X  jest dowolnym 

zbiorem) taką, że dla wszelkich su  s2 należących do S spełniony jest 
warunek: jeśli st ę  s2, to p(st) 2  p(s2). Określamy tzw. zbiór „przesiany” 
przez rzeszoto p, który oznaczamy symbolem X[ p] :

1° I px =  [ seS ;  x e p { s ) } .
2° X [p ] =  { x g X ;  I px nie jest dobrze uporządkowany przez relację =^}.
T wierdzenie 6. Niech X  będzie dowolną przestrzenią. Oznaczmy przez P 

rodzinę wszystkich rzeszot domkniętych, to znaczy

» P  =  [p; p jest rzeszotem i dla każdego s e S  zbiór p{s) jest domknięty w X }.
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Wtedy

i27[p]; p e P } = Z \ { X ) ,
Innymi słowami klasa zbiorów analitycznych jest identyczna z rodziną 

zbiorów „przesianych” przez rzeszota domknięte. i
W niosek 1. Jeśli aeII\(X) ,  to istnieje rzeszoto domknięte p takie, ze 

a =  (J Cf, gdzie Cf =  {x ;  Zpx jest dobrze uporządkowany w typ t  przez

relację
Zbiory Cf nazywamy konstytuentami (składowymi) zbioru a.. Można 

udowodnić, że dla każdego £ <  Kj konstytuenta Cf jest zbiorem borelow- 
skim. Wynika stąd, że dowolne uzupełnienie analityczne jest sumą 
zbiorów borelowskich. Analogiczne twierdzenie daje się udowodnić dla ro­
dzin Z\ (A) i Z\(X), to znaczy dowolny zbiór należący do r } ( X )  lub Z\(X) 
również daje się przedstawić jako suma zbiorów borelowskich.

Lemat 1. Przypuśćmy, że zbiory a, b należą do Z\ (A ) i a X  \ b =
=  X \ Z  [/?] =  (J Cf, gdzie p jest pewnym rzeszotem domkniętym. Wtedy

istnieje £ 0 <  takie, że a ę  (J Cf.

Bezpośrednio z lematu 1 wynikają dwa ważne wnioski.
T wierdzenie 7 (Luzin). Jeśli a, b e Z \ ( X )  i a rib  =  0 ,  to istnieje e £ B ( X )  

takie, że a ę  e oraz e n b  =  0 .
T wierdzenie 8 ^ uisłl j i * jmiś n  n\(X) =  B(X).
Twierdzenie 7, nazywane zasadą oddzielania dla zbiorów analitycznych, 

nie przenosi się na uzupełnienia analityczne. Istnieją mianowicie dwa roz­
łączne zbiory klasy 27} {JT), które nie dają się „rozdzielić” zbiorem borełow- 
skim (S. Nowikow). Twierdzenie 8 wskazuje na ważną własność uzupełnienia 
analitycznego; jeżeli ma ono nieprzeliczalną ilość różnych konstytuent, to nie 
jest analityczne. Jak pokazał Sierpiński, w przestrzeni J f  można podać 
efektywnie (tzn. bez użycia pewnika wyboru) przykład zbioru a należącego 
do Tl\(JT) i mającego nieprzeliczalną ilość różnych konstytuent. Skonstruo­
wany przez Sierpińskiego zbiór a ma jeszcze jedną interesującą własność; jest 
on „uniwersalny” dla klasy 27J (Z) (gdzie X  oznacza dowolną przestrzeń), tj. 
dla każdego beT l\ {X ) istnieje funkcja/: X  borelowsko mierzalna taka, 
że b — f ~ 1(a).

4. M iara i kategoria. Na podstawie diagramu i twierdzenia 8  wiemy, że 
na początku hierarchii rzutowej pojawiają się zbiory, które nie są bore- 
lowskie. Ponieważ elementy rodziny B(X)  są mało skomplikowane, chcieli­
byśmy wiedzieć, kiedy dla zbioru rzutowego a <= X  istnieje b e B ( X )  różniące 
się od u o zbiór intuicyjnie „mały”, to jest przykładowo zbiór I kategorii. 
Niech J(X)  będzie rodziną zbiorów I kategorii zawartych w przestrzeni X.  
Przypomnijmy* że a ę  X  nazywamy zbiorem I kategorii, jeśli a jest sumą 4
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przeliczalnej ilości zbiorów nigdziegęstych zawartych w X.  O zbiorze a ę  X  
powiemy, że ma własność Baire’a, jeżeli istnieje b e B ( X )  takie, że zbiór 
(a\b)u (b\a) należy do J (X ).

Oznaczmy symbolem C najmniejsze o -ciało podzbiorów X  spełniające 
warunki:

1° C zawiera podzbiory domknięte przestrzeni X.
2° C jest zamknięte na operację I ,  to znaczy, jeśli p jest rzeszotem i dla 

każdego s g S, p(s )eC,  to wówczas I [ p ] e C .
Lemat 2. C ę  ń\{X)  =  I\ { X)  n  n\{X ).
Lemat 3. Klasa podzbiorów X  mających własność Bairda jest o-ciałem 

zamkniętym na operację E.
Z lematów 2 i 3 wynika ważne

Twierdzenie 9 (Luzin, Sierpiński). Zbiory należące do C (w szczególności 
zbiory analityczne i uzupełnienia analityczne) mają własność Baire'a.

Niech p będzie półskończoną miarą określoną na pewnym tr-ciele pod­
zbiorów przestrzeni X  spełniającą następujące warunki:

1° p jest miarą borelowską, tzn. podzbiory borelowskie przestrzeni X  są 
mierzalne względem p,

2° p jest zupełna, tj. dla dowolnego zbioru b takiego, że p(b) =  0 , każdy 
zbiór zawarty w b jest mierzalny względem p.

Przez sJtR oznaczamy rodzinę zbiorów, które możemy „aproksymować” 
względem p zbiorami borelowskimi, tzn. 90l =  { a ę = X ;  istnieje b e B ( X )  
takie, że p ((a \ b) u  (b\a)) =  0 }.

Lemat 4. 9JI jest a-ciałem zamkniętym na operację I .
Z lematu 4 otrzymujemy następujące

Twierdzenie 10 (Luzin, Sierpiński). Rodzina C zawarta jest w sJJt. 
W  szczególności każdy zbiór analityczny i każde uzupełnienie analityczne 
należy do 90L

Zauważmy, że n-wymiarowa miara Lebesgue’a X określona na podzbio­
rach przestrzeni Rn jest miarą półskończoną, borelowską i zupełną. Twier­
dzenie 10 mówi, że zbiory należące do Z{ ( Rn) u I l  K *  ") są mierzalne 
względem miary X. Stąd zbiór a, o którym mówiliśmy w uwagach do 
twierdzenia 8 , jest efektywnym przykładem zbioru nieborelowskiego, mierzal­
nego w sensie Lebesgue’a.

Na podstawie aksjomatyki teorii mnogości Zermelo-Fraenkla nie może­
my udowodnić, że wszystkie elementy klasy E\{X) mają własność Baire’a lub 
są mierzalne względem półskończonej, borelowskiej i zupełnej miary p.
0  zagadnieniach związanych z problemem posiadania własności Baire’a
1 mierzalnością względem miary p zbiorów należących do wyższych klas 
rzutowych, tj. E\ (X) lub 77̂  (X) dla n ^  2 , będziemy mówić w dalszej części.
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5. Zbiory Susłina. Niech k będzie dowolną nieskończoną liczbą kardynal­
ną. W zbiorze k" składającym się ze wszystkich nieskończonych, przeliczal­
nych ciągów o wyrazach należących do k definiujemy topologię produktową 
zakładając, że k ma topologię dyskretną. Przestrzeń /c" z tak określoną 
topologią jest metryzowalna i doskonała, ale dla k >  N0 nie jest przestrzenią 
ośrodkową. O zbiorze a zawartym w przestrzeni X  powiemy, że jest zbiorem 
Susłina typu k, jeśli a =  rx (b), gdzie b należy do rodziny podzbiorów 
domkniętych przestrzeni X x k (a. Klasa rzutowa Zj(2Q składa się oczywiście 
ze zbiorów Susłina typu N0.

Lemat 5 (Martin). Zbiór a zawarty w przestrzeni X jest zbiorem Susłina 
typu (neco oraz n ^ 1 ) wtedy i tylko wtedy, gdy a = (J bą, gdzie
bęeB(X) dla każdego ę < N„.

Każdy zbiór należący do Z\{X) jest sumą podzbiorów borelowskich 
X, a więc z lematu 5 wynika, że dowolny element klasy Z 2 W  jest zbiorem 
Susłina typu .

Podamy teraz kilka faktów związanych z mocą zbiorów należących do 
Z\(X) lub T1\(X). Zacznijmy od klasycznego twierdzenia dotyczącego 
zbiorów analitycznych.

Twierdzenie 11 (Suslin). Jeśli ae-E^AT), to a jest przeliczalny lub zawiera 
podzbiór doskonały.

Następujące twierdzenie jest uogólnieniem poprzedniego wyniku na 
zbiory Susłina.

T wierdzenie 12 (Mansfield). Jeśli a jest zbiorem Susłina typu k i moc a jest 
większa od k, to wówczas a zawiera podzbiór doskonały.

Dowolny zbiór doskonały, zawarty w przestrzeni X ma moc c, a więc 
z twierdzenia 11 wynika, że w klasie zbiorów analitycznych prawdziwa jest 
hipoteza continuum.

Wiemy już, że każdy zbiór ue77{ (20 jest sumą zbiorów borelowskich. 
Zatem na mocy twierdzenia 11 a może mieć moc N0, Nj lub c. 
Z twierdzenia 11 wynika również, że jeśli < c, to a zawierać będzie 
podzbiór doskonały wtedy i tylko wtedy, jeśli moc a równa jest c. 
W przypadku, gdy Nj = c nie możemy na podstawie aksjomatyki Zermelo- 
-Fraenkla odpowiedzieć na pytanie, czy każde nieprzeliczalne uzupełnienie 
analityczne zawiera zbiór doskonały lub, co jest równoważne (lemat 1), nie 
potrafimy udowodnić, że istnieje nieprzeliczalny zbiór aEll\(X), którego 
każda konstytuenta jest co najwyżej przeliczalna.

6. Rzutowe dobre porządki. Niech X  będzie dowolnym zbiorem i relacja
dobrym porządkiem określonym na X. Dla możemy zdefiniować

funkcję f :  X  -> On (gdzie On oznacza klasę wszystkich liczb porządkowych) 
spełniającą warunki:

1° / ( * )  = jeśli "ly ś=r X dla dowolnego y e X  takiego, że y ^ x.
2° f { x ) =  sup { / (y)+ 1 ; y x}.
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__ Liczbę porządkową su p [/(x ); x e X )  nazywamy długością relacji ^ R. 
Ponieważ istnieje dokładnie jedna funkcja spełniająca warunki 1°, 2°, długość 
relacji ^ R jest określona jednoznacznie.

T wierdzenie 13 (Kunen, Martin). Niech ^ R będzie dowolną relacją dobre­
go porządku określoną na przestrzeni X . Jeśli <  R, jako podzbiór X  x X, jest 
zbiorem Suslina typu k, to długość relacji ^  R musi być mniejsza niż k+, gdzie 
k+ oznacza najmniejszą liczbę kardynalną większą niż k.

Z twierdzenia 13 wynika, że dobry porządek należący do Z'J(XxX) ma 
długość mniejszą niż . Ponieważ dowolna relacja dobrego porządku 
określona na X  ma długość nie mniejszą od Kl5 otrzymujemy następujący 
ważny wniosek:

T wierdzenie 14. Nie istnieje relacja dobrego porządku, która traktowana 
jako podzbiór X  x X byłaby zbiorem analitycznym.

Problem istnienia dobrego porządku klasy Zj, (X  x X) (lub, co jest równo­
ważne. należącego do zl’ (X x X)) nie ma na gruncie aksjomatyki Zermelo- 
-Fraenkla rozwiązania dla n > 1. Zachodzi bowiem następujące twierdzenie:

T wierdzenie 15 (Cohen, Levy). Na podstawie systemu Zermelo-Fraenkla 
nie potrafimy udowodnić, że istnieje rzutowy dobry porządek przestrzeni . V'.

7. Uniformizacja. Niech a będzie dowolnym podzbiorem przestrzeni 
X x Y. Powiemy^że a zawarte w a jest uniformizacją zbioru a, jeśli rzut rx jest 
na zbiorze a przekształceniem różno wartościowym i rx (cl) =  rx(a). Zauważmy, 
że korzystając z aksjomatu wyboru wykazujemy istnienie uniformizacji dla 
dowolnego a c  X x 7. Jednak w przypadku, gdy a jest zbiorem rzutowym, 
chcemy, aby a było także zbiorem rzutowym i to należącym do możliwie 
niskiej klasy.

W dowolnej przestrzeni X istnieją zbiory borelowskie nie mające bore- 
lowskiej uniformizacji. Natomiast w pewnych szczególnych przypadkach 
zbiory borelowskie mają własność uniformizacji. Na przykład dowolny zbiór 
wypukły należący do B(Rkx R l) ma uniformizację borelowską. Zachodzi 
również interesujące

T wierdzenie 16 (Arsenin, Kunugui, Nowikow). Jeśli a należy do B{X  x Y) 
i dla każdego x0e X  część wspólna prostej x = x0 i zbioru a jest podzbiorem 
o-zwartym przestrzeni X  x Y, to wówczas a ma uniformizację należącą do 
B(X  x F) oraz rx (a) jest podzbiorem borelowskim przestrzeni X.

Z twierdzenia 16 wynika, że jeśli a eB {X  x F) oraz rzut rx jest na zbiorze 
a funkcją różnowartościową, to rx (a) jest podzbiorem borelowskim prze­
strzeni X. Zatem zbiory analityczne, nieborelowskie są obrazami zbiorów 
borelowskich w przekształceniach borelowsko mierzalnych (ciągłych), nie- 
różnowartościowych.

W przestrzeni . U x można pokazać efektywnie zbiór analityczny, który 
nie daje się zuniformizować za pomocą zbioru analitycznego. Własność 
uniformizacji ma natomiast klasa J7}(XxF).
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T wierdzenie 17 (Kondó). Każdy zbiór należący do Tl\{X x Y) ma unifor­
mizację klasy n \ ( X x Y ) .

Dowodzi się, że jeśli każdy zbiór klasy ii* (X  x Y) ma uniformizację 
należącą do T l l ( X x Y ) ,  to dowolny element rodziny l J +1 ( X x Y )  można 
zuniformizować zbiorem klasy 1^+ x ( X  x Y). Otrzymujemy stąd

W niosek 2. Każdy zbiór należący do Z\ (X  x Y) ma uniformizację klasy 
Z \ ( X x Y ) .  *

Twierdzenie 17 i wniosek 2 są najsilniejszymi wynikami, jakie można 
uzyskać na gruncie teorii Zermelo-Fraenkla. Świadczy o tym następujące

T wierdzenie 18 (Levy). W systemie aksjomatów Zermelo-Fraenkla nie 
możemy udowodnić, że każdy zbiór klasy Jl\ (AZ x yF) ma uniformizację 
rzutową.

8 . Aksjomat Martina. Przestrzeń topologiczną X  (niekoniecznie polską lub 
doskonałą) nazywamy przestrzenią Suslina, jeśli dowolna rodzina składająca 
się z parami rozłącznych, otwartych podzbiorów X  jest co najwyżej przeli­
czalna. Powiemy, że spełniony jest aksjomat Martina dla liczby kardynalnej X 
mniejszej od 2 No (aksjomat ten oznaczamy symbolem AK), jeśli prawdziwe jest 
zdanie: dowolna, zwarta przestrzeń Suslina X  nie jest sumą X zbiorów 
nigdzieąęstych zawartych w X. Przykładowo, niech X  będzie domkniętym 
odcinkiem jednostkowym J c= R. Aksjomat Martina AK mówi, że J nie daje 
się przedstawić jako suma X podzbiorów I kategorii zawartych w J.

Przez A oznaczmy następujące zdanie: jeżeli X <  2 \  to A Solovay 
i Tennenbaum udowodnili, że aksjomat A jest niesprzeczny z systemem 
Zermelo-Fraenkla. Aksjomat Martina dla liczby kardynalnej Xi ma intere­
sujące konsekwencje w opisowej teorii mnogości, zwłaszcza w zagadnieniach 
związanych z mocą zbiorów klasy 77} (JT) i mierzalnością elementów klasy

n
T wierdzenie 19 (Martin, Solovay). Niech Ł 1 oznacza następującą hipotezę 

(znaną jako hipoteza Luzina): jeśli a cr JT i moc zbioru a jest równa X 1? to 
u e 77} (,/V). Zdanie Łx jest niesprzeczne z A# , a więc jest również niesprzeczne 
z systemem aksjomatów Zermelo-Fraenkla.

T wierdzenie 20 (Martin, Solovay). Przyjmijmy, że Ł2 oznacza (pochodzącą 
także od Luzina) hipotezę: suma Xi podzbiorów borelowskich jF  należy do 
klasy T|(^F). Zdanie L 2 jest niesprzeczne z aksjomatem

Wiemy, że każdy zbiór należący do Z 2(^F) daje się przedstawić jako 
suma X\ zbiorów borelowskich. Z twierdzenia 20 wynika, że odwrotna 
implikacja, to znaczy hipoteza Ł2, jest niesprzeczna z systemem aksjomatów 
Zermelo-Fraenkla. Zauważmy, że ze względu na istnienie izomorfizmu bore- 
lowskiego odwzorowującego JZ na przestrzeń X,  twierdzenia 19 i 20 pozo­
staną prawdziwe, jeśli w miejsce symbolu •zF wstawimy X.

Martin i Solovay pokazali, że AKi implikuje mierzalność zbioru, który jest
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sumą Ki podzbiorów prostej R mierzalnych w sensie Lebesgue’a. Od tych 
samych autorów pochodzi dowód następującego faktu: jeśli , to suma 
podzbiorów prostej R, z których każdy jest I kategorii, jest również zbiorem 
I kategorii.

Ponieważ dowolny zbiór klasy Z\{R) icst sumą Ki podzbiorów borelow- 
skich JR, uzyskujemy interesujące twierdzenie:

Twierdzenie 21 (Martin, Solovay). Jeśli >4K , to każdy zbiór należący do 
Z 2 (R) (lub Z 2( ^ ) )  j est mierzalny w sensie Lebesgue^a i ma własność Baire'a.

Martin udowodnił, że istnienie liczby kardynalnej mierzalnej oraz praw­
dziwość aksjomatu A^2 implikują, iż każdy zbiór I l ( R )  (lub Z 3 PF)) jest 
mierzalny w sensie Lebesgue’a i ma własność Baire’a. Można pokazać, że 
fakt ten nie wynika z samego tylko istnienia liczby kardynalnej mierzalnej, to 
znaczy prawdziwość ,4^  ma istotne znaczenie.

9. Zbiory rzutowe w modelu L i twierdzenie Solovaya. Jak już wspomnie­
liśmy na początku artykułu, Godeł, przy dowodzie niesprzeczności hipotezy 
continuum z systemem aksjomatów Zermelo-Fraenkla, zdefiniował klasę L 
składającą się ze zbiorów o pewnych szczególnych własnościach. W klasie L, 
której elementy nazywamy zbiorami konstruowalnymi, spełnione są wszystkie 
aksjomaty teorii mnogości Zermelo-Fraenkla, zatem każda logiczna kon­
sekwencja tych aksjomatów prawdziwa jest również w L.

Twierdzenie 22 (Godeł, Mansfield). Wszystkie elementy przestrzeni Baird1 a 
są zbiorami konstruowalnymi (tzn. AT c= L) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje 
relacja klasy która dobrze porządkuje przestrzeń J f.

Lemat 6  (Kuratowski). Jeśli istnieje relacja klasy Z \{J f xJf ) ,  która jest 
dobrym porządkiem na j f ,  to istnieją zbiory należące do Z ln (<sV x J r) niemie­
rzalne w sensie Lebesguda i bez własności Baire^a.

Jako wniosek z twierdzenia 22 i z lematu 6  otrzymujemy następujący 
ważny fakt:

Twierdzenie 23 (Godeł). Bez sprzeczności z systemem Zermelo-Fraenkla 
możemy przyjąć, że istnieją zbiory należące do Z \{J f x  Jf), które są niemie­
rzalne w sensie Lebesgue'a i nie mają własności Baire'a.

Godeł udowodnił, że hipoteza /  c  L implikuje również istnienie zbioru 
a e Z 2(Jf)  nieprzeliczalnego i nie zawierającego podzbioru doskonałego. Łat­
wo pokazać, że uniformizacja zbioru b należącego do J7} {J f  x  J f)  i takiego, 
że a =  rA (b), nie będzie zawierać podzbioru doskonałego. Otrzymujemy 
zatem:

T wierdzenie 24 (Godeł). Jeśli J f  cr L, to istnieje uzupełnienie analityczne, 
które jest zbiorem nieprzeliczalnym bez podzbioru doskonałego.

Założenie, że przestrzeń J f  nie jest zawarta w L, jest niesprzeczne 
z systemem aksjomatów Zermelo-Fraenkla. Mansfield wykazał, że każdy 
zbiór należący do r^ ^ F ), z co najmniej jednym elementem niekonstruowal-
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nym, zawiera podzbiór doskonały. Wynika stąd
W niosek 3. Bez sprzeczności z systemem Zermelo-Fraenkla możemy przy­

jąć, że dowolny nieprzeliczalny zbiór klasy Z\ (Ar) zawiera podzbiór doskonały.
Podamy teraz najbardziej interesujący wynik dotyczący regularności zbio­

rów rzutowych.
^T wierdzenie 25 (Solovay). Załóżmy, że istnieje liczba kardynalna mocno 

nieosiągalna. Wtedy bez sprzeczności z systemem aksjomatów Zermelo-Fraen­
kla możemy przyjąć, że prawdziwe są następujące zdania:

1° Każdy zbiór rzutowy zawarty w A ’ łub R ma własność Baire'a i jest 
mierzalny względem dowolnej pólskończonej, zupełnej i borełowskiej miary p.

2° Każdy nieprzeliczalny zbiór rzutowy w JT lub R zawiera podzbiór 
doskonały.

3° Nie istnieje rzutowy dobry porządek przestrzeni A" lub R.

10. Zagadnienie determinacji. Na zakończenie tego artykułu podamy kilka 
podstawowych rezultatów związanych z determinacją zbiorów rzutowych.

Niech X  będzie pewnym ustalonym zbiorem i 'niech a zawiera się w X°\ 
czyli w zbiorze wszystkich nieskończonych, przeliczalnych ciągów o wyrazach 
należących do X. Dla zbioru a definiujemy grę Gx (a) pomiędzy dwoma 
graczami, która odbywać się będzie zgodnie z następującymi warunkami:

1° Grę rozpoczyna gracz I.
2° Gracze I i II wybierają na przemian elementy zbioru X.
3° Obaj gracze wykonują nieskończoną ilość posunięć.
W wyniku gry Gx(a) otrzymujemy ciąg nieskończony /  = (a0, ..., an, . . . )  

należący do X<a taki, że element an dla n parzystego to posunięcie gracza I, an 
dla n nieparzystego to posunięcie gracza II. Każdy z graczy przed wybraniem 
elementu an może znać ciąg <a0, . . x)  utworzony z wcześniejszych 
posunięć swoich i drugiego gracza, dlatego grę spełniającą warunki l°-3° 
nazywamy grą z doskonałą informacją. Mówimy, że grę Gx (a) wygrywa gracz 
I, jeżeli f sa ,  natomiast gra Gx (a) jest wygrana przez gracza II, jeżeli f$a.

Niech S{X) będzie zbiorem skończonym ciągów o wartościach z X. 
Każdą funkcję i :  S ( X ) - » X  nazywamy strategią i powiemy, że gracz I gra 
zgodnie z t, jeśli dla dowolnego n parzystego an = z ( f  \ n), gdzie f  \ n = 
=  <u0, ..., «n_i>. Strategię i  określamy jako wygrywającą dla gracza I, jeżeli 
grając zgodnie z z wygra on grę Gx (a) niezależnie od tego, jakie posunięcia 
wykonywać będzie gracz II. Podobnie definiujemy zgodność gry gracza II ze 
strategią t oraz strategię wygrywającą dla gracza II.

D efinicja 2. Zbiór a c  X(0 nazywamy zdeterminowanym, jeśli w grze 
Gx (a) jeden z graczy ma strategię wygrywającą.

W dalszym ciągu zakładać będziemy, że X  jest zbiorem przeliczalnym, co
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najmniej dwuelementowym. Ponadto, przyjmujemy, że X  ma topologię dy­
skretną, natomiast X w — topologię produktową.

Twierdzenie 26. Jeśli a ę  X M jest zbiorem zdeterminowanym, to a lub 
X  ' a zawiera podzbiór doskonały.

Można wykazać, że X w, jako przestrzeń ośrodkowa mocy c (continuum), 
ma podzbiór a taki, że zbiory a i X 03\a nie zawierają podzbioru doskona­
łego. Stąd wynika

W niosek 4. W przestrzeni X 0\ w szczególności w ,V , istnieją zbiory 
niezdeterminowane.

Przy dowodzie istnienia zbioru niezdeterminowanego korzystamy z aksjo­
matu wyboru. Do tej pory nie udało się udowodnić bez używania pewnika 
wyboru, że taki zbiór istnieje.

Podzbiory zdeterminowane przestrzeni X  nie mają regularnych własności 
przysługujących na przykład zbiorom borelowskim. Rodzina zbiorów zdeter­
minowanych przestrzeni X w nie jest zamknięta ze względu na operację 
uzupełniania. Również operacje brania sumy, iloczynu czy przekształcenia 
ciągłego mogą wyprowadzać poza klasę zbiorów zdeterminowanych.

Bez trudu można udowodnić, że zbiory otwarte i domknięte zawarte 
w dowolnej przestrzeni X co są zbiorami zdeterminowanymi. Pojawia się 
w związku z tym pytanie, czy zbiory o pewnych prostych własnościach 
topologicznych są zdeterminowane. Najlepiej rozwiązany jest ten problem 
dla podzbiorów borelowskich przestrzeni X <°.

T wierdzenie 27 (Martin). Każdy element rodziny B (X (a) dla dowolnej 
przestrzeni X 0> jest zbiorem zdeterminowanym.

Twierdzenie 27 będące ukoronowaniem badań nad determinacją najmniej 
skomplikowanych podzbiorów X m stanowi najlepszy wynik, jaki możemy 
uzyskać w oparciu o aksjomatykę teorii mnogości. System Zermelo-Fraenkla 
nie rozstrzyga, czy wszystkie elementy klasy 27J (A'*") są zdeterminowane. 
Zakładając istnienie liczb kardynalnych mierzalnych Martin udowodnił, że 
każdy zbiór analityczny dowolnej przestrzeni X (a jest zdeterminowany. Przyj­
mując, że JT c  L, można natomiast wykazać istnienie zbiorów analitycz­
nych, niezdeterminowanych.

W ostatnich latach szczególnie intensywnie badane są konsekwencje 
aksjomatu determinacji rzutowej zakładającego zdeterminowanie wszystkich 
zbiorów rzutowych. Oto kilka najsilniejszych twierdzeń wynikających z tego 
aksjomatu:

1° Wszystkie zbiory rzutowe zawarte w JT są mierzalne w sensie Lebesgue'a 
i mają własność Baire'a.

2° Każde dwa rozłączne zbiory klasy n\n{Xm) (odpowiednio Z 2n+ł(Ata)) 
zawierają się w dwóch rozłącznych zbiorach klasy ^„(A™) (odpowiednio
^L+iPn).
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3° Dowolny zbiór klasy n l2n+i{X03) (odpowiednio l l n+2(X<a)) ma unifor­
mizację należącą do n 2„+i(Xm) (odpowiednio ^ 2n+1 (A™)).

4° Każdy element klasy jest zbiorem Suslina typu X2, czyli daje się
przedstawić jako suma K2 zbiorów borelowskich.

5° Istnieje model dla teorii mnogości Zermelo-Fraenkla wzmocnionej aksjo­
matem istnienia liczby mierzalnej.

Ostatni wynik świadczy o tym, że aksjomat determinacji rzutowej jest 
niezależny od pewników teorii mnogości Zermelo-Fraenkla.
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