e}
ROCZNIKI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEMATYCZNEGO Lgmpm

Seria 11: WIADOMOSCI MATEMATYCZNE XXV (1983)

Tomasz WEiss (Warszawa)

O zbiorach rzutowych

Wstep. Zbiory rzutowe przestrzeni polskiej doskonalej X okreslamy
(szczegbtowe definicje beda podane dalej) jako te podzbiory przestrzeni X,
ktére otrzymamy ze zbioréw borelowskich stosujac na przemian operacije
przeksztalcenia ciaglego i uzupelniania. Przyjmujemy, ze w hierarchii zbiorow
rzutowych zerowa klas¢ stanowi rodzina podzbioréw borelowskich przestrze-
ni X. Do pierwszej klasy zaliczamy obrazy ciagle elementow klasy zerowe;.
Drugg otrzymujemy z poprzedniej stosujac operacj¢ uzupetniania. Do trzeciej
klasy zaliczamy obrazy ciagle zbioréw nalezacych do klasy drugiej itd.

Korzystajac z tego, ze zbiory rzutowe mozna latwo opisaé, potrafimy
odpowiedzie¢ na wiele pytan dotyczacych teoriomnogosciowych i anality-
cznych wlasnosci zbtorow rzutowych. Trudne zagadnienia, zwiazane z moca
lub mierzalnoscia w sensie Lebesgue’a dowolnego podzbioru przestrzeni R",
w przypadku zbiorow rzutowych sg latwiejsze do rozstrzygniecia wiasnie
dzieki ich prostej definicji. Ponadto wigkszosci faktow o zbiorach rzutowych
mozemy dowies¢ bez uzywania pewnika wyboru lub postugujac sie jego
stabszymi formami — np. zasada wyborow zaleznych. Ma to szczegdlne
znaczenie, gdy nie tylko pytamy o istnienie zbioru o pewnej wlasnosci (np.
nie zawierajacego podzbioru doskonalego), ale chcemy wiedzie}'z, jak taki
zbidr ,wyglada”.

Za poczatki teorii zbioréw rzutowych, zwanej takze opisowa teorig
mnogosci, uwaza si¢ badania nad funkcjami rzeczywistymi prowadzone przez
matematykow francuskich Baire’a, Borela i Lebesgue’a pod koniec XIX
wieku. W roku 1915 Suslin odkrywa blad w jednej z prac Lebesgue’a
polegajacy na zalozeniu, ze rzut podzbioru borelowskiego ptaszczyzny R? na
kazda z osi jest borelowski. Suslin dowodzi, ze zbiory analityczne, tj. rzuty
podzbiorow borelowskich przestrzeni R?, stanowia szersza klase niz rodzina
borelowska. Rowniez od Suslina pochodza pierwsze twierdzenia dotyczace
podstawowych wlasnosci zbioréw analitycznych.

Nastgpnym waznym krokiem w rozwoju opisowej teorii mnogosci jest
podanie przez Luzina ogélnej definicji zbioréw rzutowych poprzez operacje
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rzutowania i uzupelniania. W latach dwudziestych zostaje opublikowanych
wiele prac dotyczacych teoriomnogosciowych i analitycznych wlasnosci zbio-
row nalezacych do nizszych klas rzutowych. Najwazniejsze fakty, zwigzane
z zagadnieniami mocy, mierzalnosci i z wlasnosciami oddzielania, zostana
odkryte przez Luzina i Sierpinskiego.

W miar¢ rozwoju opisowej teorii mnogosci pojawiaja si¢ problemy nie
dajace si¢ rozwiagza¢ w sposOb zadowalajacy. Nie udaje si¢ uzyskaé odpowie-
dzi na pytania dotyczace mocy i mierzalnosci elementéw wyzszych klas
rzutowych (hipotezy Luzina). Dzisiaj wiemy, ze przy zastosowaniu Owczes-
nych metod matematycznych problemy te nie mogly by¢ rozwiazane, gdyz sa
niezalezne od aksjomatéw teorii mnogosci.

W roku 1938 Godel, w swojej slynnej pracy pos$wigconej dowodowi
niesprzecznosci hipotezy continuum, wykazuje istnienie w modelu L zbioru,
ktory nalezy do trzeciej klasy w hierarchii rzutowej 1 ktory jest niemierzalny
w sensie Lebesgue’a. Dzigki pracy Godla pierwszy raz w teorii zbiorow
rzutowych uzyte zostaja metody metamatematyczne i dlatego rok 1938
mozna uzna¢ za poczatek nowoczesnej opisowej teorii mnogosci.

W roku 1963 Cohen odkrywa metode forcingu, ktéra szybko zostaje
zastosowana w badaniach nad zbiorami rzutowymi. Metoda forcingu pozwa-
la rozstrzygnaé problem niezalezno$ci lub niesprzecznosci hipotez postawio-
nych kilkadziesiat lat wczesniej. Uzyskiwane sa zaskakujace rezultaty, ktoére
sa czgsto sprzeczne z intuicja zbioru rzutowego.

Najnowszy rozdzial opisowej teorii mnogosci stanowia zagadnienia zwia-
zane z determinacja gier rzutowych. Poczatkowo metody teorii gier stosuje
si¢ w dowodach starych twierdzen dotyczacych zbiorow analitycznych. Oka-
zuje si¢ jednak, ze dzigki teorii gier mozna rozwigza¢ wiele dotad nierozstrzy-
gni¢tych probleméw opisowej teorii mnogosci. Zagadnienia determinacji,
intensywnie studiowane od poczatku lat siedemdziesiatych, rzucaja nowe
$wiatlo na struktur¢ hierarchii rzutowej. Mozna stwierdzi¢, ze determinacja
zbioréw rzutowych stanowi w chwili obecnej glowny nurt badan nad opi-
sowa teoria mnogosci, tak jak za czasoOw Luzina najwazniejszym problemem
byla moc i mierzalnos¢.

Celem niniejszego artykulu jest przedstawienie najwazniejszych faktow
z teorii zbiorow rzutowych — od podstawowych twierdzen o przestrzeniach
polskich do najnowszych wynikow dotyczacych determinacji zbioréw bore-
lowskich. Teoria zbiorow rzutowych jest trudnym dzialem teorii mnogosci
i dlatego koniecznoscia bylo pomini¢gcie dowodow. Rowniez dodatkowe
aksjomaty teorii mnogosci, ktore stosuje si¢ we wspoiczesnych badaniach
nad hierarchia rzutowa, nie zostaly przedstawione z calkowita Scistosdcia,
gdyz wymagaloby to wylozenia skomplikowanych metod metamatematycz-
nych. Artykul ten nalezy wigc traktowac jako wprowadzenie do problema-
tyki, ktéra zajmuje si¢ opisowa teoria. mnogosci.
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1. Przestrzen Baire’a. Zakladamy, ze skrocony termin ,przestrzen” X
oznacza przestrzen metryczng osrodkowa i zupelna. W topologii nazywamy
taka przestrzen przestrzeniq polskq. Przyjmujemy ponadto, ze kazda omawia-
na przestrzen polska jest doskonala, to znaczy nie ma punktéw izolowanych.
Przyktadem przestrzeni polskiej doskonalej jest n-wymiarowa przestrzen
euklidesowa R".

Szczegdlnie wazna w opisowej teorii mnogosci jest przestrzen Baire'a,
ktora oznaczamy symbolem .4". Sklada si¢ ona ze wszystkich nieskonczonych
ciagéw liczb naturalnych (a wige A" = w®) oraz ma topologi¢ produktowa
przy zalozeniu, ze w jest przestrzenia dyskretna. Topologic w A" mozna
zdefiniowa¢ w sposob réwnowazny za pomoca metryki okreslajac odleglosé d
nast¢pujagcym wzorem:

1° x,yeN 1 x =y, to d(x,y) = 0.

2 x,ye bt i x #y, to d(x,y) = (inf{n; x(n) # y(n))+1)"", gdzie x(n)
i y(n) oznaczaja odpowiednio n-te wyrazy ciagdbw x i y.

Przestrzen A" z tak okreslona metryka jest zupelna, zawiera podzbidr
gesty przeliczalny (np. podzbior sktadajacy si¢ z ciagow, ktorych prawie
wszystkie wyrazy s3 zerami) i nie ma punktow izolowanych. Ponadto A" jest
homeomorficzna z przestrzenig liczb niewymiernych Q, z kazda swoja potega
A% (k= 1) i z produktem nieskoficzonym .47¢.

Twierpzenie 1. Kazda przestrzen X jest obrazem cigglym przestrzeni .V .

Funkcje ciagla f taka, ze f(A4) = X, mozna dobra¢ w ten sposob, aby
odwzorowywala réznowartosciowo pewien zbior domknigty a < .4" na prze-
strzen X. Mozemy wigc powiedzied, Zze kazda przestrzen X jest obrazem
ciaglym 1 roznowartosciowym podzbioru domknigtego przestrzeni Baire’a.

Niech X bedzie teraz dowolnym zbiorem. Cz¢$¢ wspdlna dowolnej ilosci
a-cial zawartych w P(X) (gdzie P(X) oznacza rodzing wszystkich podzbio-
row X) jest takze o-cialem. Istnieje zatem najmniejsze o-cialo zawierajace
pewna ustalong rodzin¢ podzbiorow X. Najmniejsze o-cialo zawierajace
wszystkie podzbiory otwarte przestrzeni X nazywamy rodzina podzbiorow
borelowskich przestrzeni X i oznaczamy symbolem B(X). Z definicji B(X)
widad, Zze zbiorami borelowskimi bgda zbiory otwarte, domknigte, przeliczal-
ne iloczyny zbioréw otwartych itd.

TwierpzeNie 2. Kaidy podzbior borelowski dowolnej przestrzeni X jest
obrazem cigglym przestrzeni N.

Niech X,Y beda przestrzeniami topologicznymi. Funkcje f: X - Y
bedziemy nazywaé borelowsko mierzalng, jesli dla kazdego be B(Y) jego
przeciwobraz, czyli f~'(b), nalezy do B(X). Klasa funkcji borelowsko mie-
rzalnych jest szersza niz klasa funkcji cigglych. Kazda funkcja ciagla jest
borelowsko mierzalna, ale nie na odwr6t.

O funkcji f: X — Y powiemy, ze jest borelowskim izomorfizmem, gdy jest
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réznowartosciowa, odwzorowuje X na Y oraz f i funkcja odwrotna f !
sa borelowsko mierzalne. »

Twiernpzente 3 (Kuratowski). Dla dowolnych przestrzeni X i Y istnieje
izomorfizm borelowski odwzorowujqcy X na Y.

2. Hierarchia rzutowa. Dla dowolnych zbioré6w X i Y niech funkcja
ry: X xY — X bedzie rzutem na o§ X, to znaczy niech ry(x,y) = x dla
kazdej pary (x,y)eX x Y. Jesli A € P(X xY), to symbolem ry A oznaczaé
bedziemy rodzine, ktorej elementami sa rzuty na o§ X zbioréw nalezacych
do A. Gdy A < P(X), to przez cA oznaczymy rodzing skladajaca si¢
z uzupelnien zbiorow nalezacych do A4.

Nastepujaca definicja indukcyjna, pochodzaca od Luzina, okresla klasy
rzutowe, ktore sa podstawowym pojeciem opisowej teorii mnogosci.

DeriNicia 1. Niech X bedzie dowolna przestrzenia. Dla kazdego new
okres$lamy rodziny X}(X) i I1,(X) skladajace si¢ z podzbiorow X:

1° Z5(X) = [5(X) = B(X).

20 Z1(X) = ry B(X x A); I} (X) = cZ](X).

3° Zhe i (X) =1 (X xA); Iy (X)) = cZpyy (X).

Rodziny Z!(X) i }(X) dla dowolnego new nazywamy klasami rzuto-
wymi, ich elementy nosza nazwe¢ zbioréw rzutowych. Zbiory nalezace do
>1(X), odkryte przez Suslina, nazywamy analitycznymi, zbiory klasy IT{(X)
uzupetnieniami analitycznymi.

W definicji zbiorow analitycznych rodzing B(X x.4#) mozemy zastapi¢
przez klase wszystkich podzbiordw domknietych przestrzeni X x 4. Zbiory
analityczne zawarte w X sa zatém rzutami podzbioréw domknigtych prze-
strzemi X x.4".

Z definicji 1 wynika, ze kolejne klasy rzutowe otrzymujemy przez stoso-
wanie operacji rzutowania lub uzupelniania. W ten sposob uzyskujemy coraz
bardziej skomplikowane podzbiory przestrzeni X. Istnieja jednak w kazdej
przestrzeni X zbiory, ktore nie naleza do Zadnej klasy rzutowej. Wynika to
z faktu, Ze jesli X jest przestrzenig polska doskonala, to moc X jest rOwna ¢
(continuum), a wiec X ma 2 réznych podzbioréw. Natomiast moc rodziny
wszystkich zbioréw rzutowych zawartych w X jest rowna c.

TwiernzeNie 4. Jesli 2 X - Y jest izomorfizmem borelowskim, to
fIE(X)] =Z3(Y) oraz  f[I,(X)] = [,(Y).

Korzystajac z twierdzenia 4 i z faktu, ze wykres funkcji borelowsko
mierzalnej f: X — Y nalezy do B(X x Y), mozemy poda¢ jeszcze inng charak-
teryzacj¢ zbiorow rzutowych. ,

TwierDZENIE 5. Jezeli M(X, Y) jest rodzing wszystkich funkcji borelowsko
mierzalnych odwzorowujgcych X w Y, to

Zo1(Y) = {g(a); aell,(X) i ge M(X, V)}.
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Twierdzenie 5 pozostanie prawdziwe, jesli M (X, Y) oznaczaé bedzie
rodzing wszystkich funkcji ciaglych przeksztalcajacych X w Y. Zbiory nale-
zace do X1, (Y) sa zatem obrazami ciaglymi elementow klasy I1} (X), gdzie
X jest dowolna przestrzenia.
Bez trudu mozna dowiesé, ze klasy rzutowe X (X), I1}(X) sa zamknigte
ze wzgledu na operacje brania przeliczalnych sum i iloczynéw. Wynika stad,
ze dla dowolnej liczby naturalnej n rodzina

A1(X) = ZHX) A TTH(X)
jest o-cialem.
Migdzy klasami rzutowymi zachodza nastgpujace inkluzje:

Zix) LX)
% £ % L
Lolx) 43X A4x) ..
S ¥ £ 4
mlx) I 5{X)

Wszystkie inkluzje przedstawione na diagramie sg ostre. Oznacza to, ze
dzigki operacjom rzutowania i uzupelniania, ktére stosowali$my przy definio-
waniu hierarchii rzutowej, otrzymujemy za kazdym razem nowe zbiory.

3. Wlasnosci klas X[ (X) i I1}{(X). Przedstawimy teraz metode otrzymy-
wania zbiorow analitycznych, ktoéra pochodzi od Suslina i jest historycznie
najwcze$niejsza sposréd wszystkich konstrukcji klasy X1(X).

Niech S bedzie zbiorem wszystkich ciagdéw skoniczonych o wyrazach
nalezacych do zbioru liczb naturalnych, tj. S = |J o". Definiujemy relacje <

new

okreslona na S, ktora jest liniowym porzadkiem:
1° Jezeli seS 1 s = {Sg,...,5,», tO

1 1
X, = +oit——,
230+1 250+...+sn+n+1

2 Jezeli sy, 5,€8, to s; <5, wtedy i tylko wtedy, gdy x,, > x,,.
~ Nazwijmy rzészotem kazda funkcje p: S - P(X) (gdzie X jest dowolnym
zbiorem) taka, ze dla wszelkich s,, s, nalezacych do S spelniony jest
warunek: jeSli s; < 5,5, to p(s;) 2 p(s,). Okreslamy tzw. zbior ,przesiany”
przez rzeszoto p, ktory oznaczamy symbolem X [p]:
1° 2% = {seS; xep(s)}. ,
2 Z[p] = {xeX; X nie jest dobrze uporzadkowany przez relacje <}.
Twierpzenie 6. Niech X bedzie dowolng przestrzeniq. Oznaczmy przez P
rodzing wszystkich rzeszot domknietych, to znaczy

~» P = {p; p jest rzeszotem i dla kazdego seS zbiér p(s) jest domkniety w X h
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Wiedy ,
(Z[p]; peP} =Z1(X).
Innymi stowami klasa zbiorow analitycznych jest identyczna z rodzing
zbioréw ,,przesianych” przez rzeszota domknigte. ;

Wniosek 1. Jesli aelIl}(X), to istnieje rzeszoto domkniete p takie, Ze

a= |J C% gdzie C} = {x; 2% jest dobrze uporzqdkowany w typ { przez
<N
relacje 4}

Zbiory C% nazywamy konstytuentami (skladowymi) zbioru a, Mozna
udowodni¢, ze dla kazdego ¢ < N, konstytuenta C% jest zbiorem borelow-
skim. Wynika stad, ze dowolne uzupelnienie analityczne jest sumg N,
zbiorow borelowskich. Analogiczne twierdzenie daje si¢ udowodni¢ dla ro-
dzin Z}(X) i Z1(X), to znaczy dowolny zbidr nalezacy do X} (X) lub 23 (X)
rowniez daje si¢ przedstawi¢ jako suma N; zbiorow borelowskich.

LEMAT 1. Przypusémy, ie zbiory a, b nalezq do X}(X) i a< X\b=
=X\Z[pl= U C%, gdzie p jest pewnym rzeszotem domknigtym. Wredy

<R
istnieje £y < Nél takie, ze a = |J C%.
e<g,

Bezposrednio z lematu 1 wynikaja dwa wazne wnioski.

TwierpzeNie 7 (Luzin). Jesli a,beZi(X) i anb = Q, to istnieje ec B(X)
takie, ze a < e oraz enb = Q.

TwierpzeNie 8 (Suslin). 21 (X) n I (X) = B(X).

Twierdzenie 7, nazywane zasadq oddzielania dla zbioréw analitycznych,
nie przenosi si¢ na uzupelnienia analityczne. Istnieja mianowicie dwa roz-
laczne zbiory klasy II}(A4"), ktére nie daja si¢ ,,rozdzieli¢” zbiorem borelow-
skim (S. Nowikow). Twierdzenie 8 wskazuje na wazna wlasnos¢ uzupelnienia
analityeznego ; jezeli ma ono nieprzeliczalng ilo$¢ roznych konstytuent, to nie
jest analityczne. Jak pokazal Sierpinski, w przestrzeni .4~ mozna podad
efektywnie (tzn. bez uzycia pewnika wyboru) przyklad zbioru a nalezacego
do IT}(A) i majacego nieprzeliczalng ilo$é roznych konstytuent. Skonstruo-
wany przez Sierpinskiego zbior a ma jeszcze jedng interesujaca wlasnosc; jest
on ,uniwersalny” dla klasy IT; (X) (gdzie X oznacza dowolna przestrzen), tj.
dia kazdego bell} (X) istnieje funkcja f X — A borelowsko mierzalna taka,
ze b =f"1(a).

4. Miara i kategoria. Na podstawie diagramu 1 twierdzenia 8 wiemy, ze
na poczatku hierarchii rzutowej pojawiaja si¢ zbiory, ktére nie sa bore-
lowskie. Poniewaz elementy rodziny B(X) sa malo skomplikowane, chcieli- .
bysmy wiedzie¢, kiedy dla zbioru rzutowego a < X istnieje b e B(X) rozniace
si¢ od a o zbioér intuicyjnie ,maly”, to jest przykladowo zbiér 1 kategorii.
Niech J(X) bedzie rodzing zbioréw I kategorii zawartych w przestrzeni X.
Przypomnijmy. Ze a X nazywamy zbiorem I kategorii, jesli a jest sumg *
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przeliczalnej ilosci zbioréw nigdziegestych zawartych w X. O zbiorze a € X
powiemy, ze ma wlasno$¢ Baire’a, jezeli istnieje be B(X) takie, ze zbior
(a\b) u(b\a) nalezy do J(X).

Oznaczmy symbolem C najmniejsze og-cialo podzbiorow X spelniajgce
warunki:

1° C zawiera podzbiory domknigte przestrzeni X.

2° C jest zamknigte na operacj¢ X, to znaczy, jeSli p jest rzeszotem i dla
kazdego seS, p(s)eC, to wowczas X [p]eC.

LemaT 2. C < 44(X) = Z3(X) n T4 (X).
LemaT 3. Klasa podzbiorow X majgcych wlasnos$¢ Baire’a jest o-cialem
zamknietym na operacje X.

Z lematow 2 i 3 wynika wazne

TWIERDZENIE 9 (Luzin, Sierpinski). Zbiory nalezqce do C (w szczegdlnosci
zbiory analityczne i uzupelnienia analityczne) majq wlasnosé¢ Baire'a.

Niech p bedzie poiskonczona miara okre§lonag na pewnym o-ciele pod-
zbioréw przestrzeni X spelniajaca nastgpujace warunki:

1° p jest miara borelowska, tzn. podzbiory borelowskie przestrzeni X sg
mierzalne wzgledem g,

2° u jest zupelna, tj. dla dowolnego zbioru b takiego, ze u(b = 0, kazdy
zbior zawarty w b jest mierzalny wzgledem pu.

Przez 9 oznaczamy rodzing zbioréw,‘ktére mozemy ,aproksymowac”
wzgledem p zbiorami borelowskimi, tzn. M = {a = X; istnieje beB(X)
takie, ze p((a\b)u(b\a) = 0}.

Lemat 4. I jest o-cialem zamknietym na operacje Z.

Z lematu 4 otrzymujemy nastgpujace

TwierpzeNiE 10 (Luzin, Sierpinski). Rodzina C zawarta jest w IR
W szczegdlnosci kazdy zbior analityczny i kazde uzupelnienie analityczne
nalezy do M.

Zauwazmy, ze n-wymiarowa miara Lebesgue’a 4 okreslona na podzbio-
rach przestrzeni R" jest miara pOlskonczona, borelowska 1 zupelng. Twier-
dzenie 10 mowi, ze zbiory nalezace do X}(R"uUIII(R") sa mierzalne
wzgledem miary A. Stad zbiér a, o ktéorym moéwilismy w uwagach do
twierdzenia 8, jest efektywnym przykltadem zbioru nieborelowskiego, mierzal-
nego w sensie Lebesgue’a.

Na podstawie aksjomatyki teorii mnogosci Zermelo-Fraenkla nie moze-
my udowodnié, ze wszystkie elementy klasy X3 (X) maja wlasnos¢ Baire’a lub
sa mierzalne wzglegdem polskonczonej, borelowskiej i zupeinej miary pu.
O zagadnieniach zwiazanych z problemem posiadania wlasnosci Baire’a
i mierzalnoscia wzglgdem miary u zbioroéw nalezacych do wyzszych klas
rzutowych, tj. X1(X) lub I1}(X) dla n > 2, bedziemy mowi¢ w dalszej czesci.
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5. Zbiory Suslina. Niech k bedzie dowolng nieskonczona liczba kardynal-
na. W zbiorze k“ skladajacym si¢ ze wszystkich nieskorniczonych, przeliczal-
nych ciagéw o wyrazach nalezacych do k definiujemy topologie produktowa
zakladajac, ze k ma topologi¢ dyskretna. Przestrzen k® z tak okres§long
topologia jest metryzowalna i doskonala, ale dla k > N, nie jest przestrzenia
osrodkowg. O zbiorze a zawartym w przestrzeni X powiemy, ze jest zbiorem
Suslina typu k, jesli a = ry(b), gdzie b nalezy do rodziny podzbiorow
domknigtych przestrzeni X x k®. Klasa rzutowa X} (X) sklada si¢ oczywiscie
ze zbiorOw Suslina typu N,.

Lemat 5 (Martin). Zbior a zawarty w przestrzeni X jest zbiorem Suslina
typu X, (new oraz n>=1) wtedy i tylko wtedy, gdy a = ) bs, gdzie
bse B(X) dla kazdego & < N,. ¢S5

Kazdy zbidr nalezacy do X3(X) jest suma N, podzbioréw borelowskich
X, a wigc z lematu 5 wynika, ze dowolny element klasy X1 (X) jest zbiorem
Suslina typu ;.

Podamy teraz kilka faktow zwigzanych z moca zbioréw nalezacych do
Z1(X) lub M}(X). Zacznijmy od klasycznego twierdzenia dotyczacego
zbioréw analitycznych.

TwierpzeNiE 11 (Suslin). Jesli ae X1 (X), to a jest przeliczalny lub zawiera
podzbior doskonaly.

Nastepujace twierdzenie jest uogdlnieniem poprzedniego wyniku na
zbiory Suslina.

TwierpzeNie 12 (Mansfield). Jesli a jest zbiorem Suslina typu k i moc a jest
wieksza od k, to wowczas a zawiera podzbior doskonaly.

Dowolny zbiér doskonaly, zawarty w przestrzeni X' ma moc ¢, a wiec
z twierdzenia 11 wynika, ze w klasie zbioré6w analitycznych prawdziwa jest
hipoteza continuum.

Wiemy juz, ze kazdy zbior ae T} (X) jest sumag N, zbioréw borelowskich.
Zatem na mocy twierdzenia 11 a moze mie¢ moc Ny, N, lub «c
Z twierdzenia 11 wynika rowniez, ze jesli N, < ¢, to a zawieral bedzie
podzbior doskonaly wtedy i tylko wtedy, jesi moc a réwna jest c.
W przypadku, gdy ¥; = ¢ nie mozemy na podstawie aksjomatyki Zermelo—
—-Fraenkla odpowiedzie¢ na pytanie, czy kazde nieprzeliczalne uzupelnienie
analityczne zawiera zbior doskonaly lub, co jest rOwnowazne (lemat 1), nie
potrafimy udowodni¢, ze istnieje nieprzeliczalny zbidér aelli(X), ktdrego
kazda konstytuenta jest co najwyzej przeliczalna. .

6. Rzutowe dobre porzadki. Niech X bedzie dowolnym zbiorem i relacja
< dobrym porzadkiem okre$lonym na X. Dla <y mozemy zdefiniowad
funkcje f: X — On (gdzie On oznacza klas¢ wszystkich liczb porzadkowych)
spelniajaca warunki:

1° f(x) =0, jesli Ty <z x dla dowolnego ye X takiego, ze y # x.

2 f(x) =sup{f(+1; y <gx}.
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_Liczbe porzadkowa sup | f(x); xe X} nazywamy dlugosciq relacji <g.
Poniewaz istnieje doktadnie jedna funkcja spetniajaca warunki 1°, 2°, dtugosé
relacji <y jest okreslona jednoznacznie.

TwierpzeNie 13 (Kunen, Martin). Niech <y bedzie dowolng relacjq dobre-
go porzqdku okreslonq na przestrzeni X. Jesli <g, jako pod:zhbior X x X, jest
zbiorem Suslina typu k, to dlugosé relacji <y musi by¢ mniejsza niz k*, gdzie
k* oznacza najmniejszq liczhe kardynalng wigkszq niz k.

Z twierdzenia 13 wynika, ze dobry porzadek nalezacy do X} (X x X) ma
dlugo$¢ mniejsza niz N,. Poniewaz dowolna relacja dobrego porzadku
okreslona na X ma dlugo$¢ nie mniejsza od N,, otrzymujemy nastgpujacy
wazny wniosek :

TwierDzeNie 14. Nie istnieje relacja dobrego porzadku, ktdra traktowana
jako podzbior X x X bylaby zbiorem analitycznym.

Problem istnienia dobrego porzadku klasy X} (X x X) (lub, co jest rowno-
wazne. nalezacego do 4} (X x X)) nie ma na gruncie aksjomatyki Zermelo—
—Fraenkla rozwigzania dla n > 1. Zachodzi bowiem nastgpujace twierdzenie:

Twiernzente 15 (Cohen, Lévy). Na podstawie systemu Zermelo—Fraenkla
nie potrafimy udowodnié, ze istnieje rzutowy dobry porzqdek przestrzeni 4.

7. Uniformizacja. Niech « bedzie dowolnym podzbiorem przestrzeni
X x Y. Powiemy, ze d zawarte w a jest uniformizacjq zbioru a, jesli rzut ry jest
na zbiorze @ przeksztalceniem réznowartosciowym i ry(@) = ry(a). Zauwazmy,
ze korzystajac z aksjomatu wyboru wykazujemy istnienie uniformizacji dla
dowolnego a < X x Y. Jednak w przypadku, gdy a jest zbiorem rzutowym,
chcemy, aby a bylo takze zbiorem rzutowym i to nalezacym do mozliwie
niskiej klasy.

W dowolnej przestrzeni X istnieja zbiory borelowskie nie majace bore-
lowskiej uniformizacji. Natomiast w pewnych szczegélnych przypadkach
zbiory borelowskie maja wlasno$¢ uniformizacji. Na przyktad dowolny zbidr
wypukly nalezacy do B(R*x R') ma uniformizacj¢ borelowska. Zachodzi
réwniez interesujgce

TwierDZENIE 16 (Arsenin, Kunugui, Nowikow). Jesli a nalezy do B(X x Y)
i dla kazdego xo€ X cze$¢ wspolna prostej x = xq i zbioru a jest podzbiorem
c-zwartym przestrzeni X X Y, to wowczas a ma uniformizacje nalezqcq do
B(X x Y). oraz rx(a) jest podzbiorem borelowskim przestrzeni X.

Z twierdzenia 16 wynika, ze jesli ae B(X x Y) oraz rzut ry jest na zbiorze
a funkcja roznowartosciowa, to rx(a) jest podzbiorem borelowskim prze-
strzeni X. Zatem zbiory analityczne, nieborelowskie sa obrazami zbioréw
borelowskich w przeksztalceniach borelowsko mierzalnych (ciaglych), nie-
réznowartosciowych.

W przestrzeni 4" x 4" mozna pokazaé efektywnie zbior analityczny, ktory
nie daje- si¢ zuniformizowa¢ za pomocg zbioru analitycznego. Wiasnos¢
uniformizacji ma natomiast klasa IT} (X x Y).
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Twierpzenie 17 (Kondd). Kazdy zbior nalezacy do I13(X x Y) ma unifor-
mizacje klasy T} (X x Y).

Dowodzi sig, ze jesli kazdy zbior klasy IT!(X xY) ma uniformizacje
nalezaca do IT}(X xY), to dowolny element rodziny X.,,(X xY) mozna
zuniformizowaé zbiorem klasy X1, (X x Y). Otrzymujemy stad

Wniosek 2. Kazdy zbior nalezqcy do Zi(X xY) ma uniformizacje klasy
IHX xY). 2

Twierdzenie 17 i wniosek 2 sa najsilniejszymi wynikami, jakie mozna
uzyskaé na gruncie teorii Zermelo—Fraénkla. Swiadczy o tym nastepujace

TwierpzeNie 18 (Lévy). W systemie aksjomatéw Zermelo—Fraenkla nie
mozemy udowodni¢, ze kazdy zbior klasy II5(N xAN) ma uniformizacje
rzutowq.

8. Aksjomat Martina. Przestrzen topologiczna X (niekoniecznie polskg lub
doskonala) nazywamy przestrzeniq Suslina, jesli dowolna rodzina skladajaca
si¢ z parami rozlacznych, otwartych podzbioréw X jest co najwyzej przeli-
czalna. Powiemy, ze spelniony jest aksjomat Martina dla liczby kardynalnej N
mniejszej od 2% (aksjomat ten oznaczamy symbolem Ay), jesli prawdziwe jest
zdanie: dowolna, zwarta przestrzevi Suslina X nie jest sumq N zhioréw
nigdziegestych zawartych w X. Przykladowo, niech X bedzie domknigtym
odcinkiem jednostkowym J < R. Aksjomat Martina 4, mowi, ze J nie daje
si¢ przedstawi¢ jako suma N podzbiorow I kategorii zawartych w J.

Przez A oznaczmy nastepujace zdanie: jezeli N < 2%, to Ay. Solovay
i Tennenbaum udowodnili, ze aksjomat A jest niesprzeczny z systemem
Zermelo—Fraenkla. Aksjomat Martina dla liczby kardynalnej N¥; ma intere-
sujace konsekwencje w opisowej teorii mnogosci, zwlaszcza w zagadnieniach
zwiazanych z moca zbioréw klasy IT}(4") i mierzalnoscia elementow klasy
S,

TwierpzeNie 19 (Martin, Solovay). Niech L, oznacza nastepujgcq hipoteze
(znariy jako hipoteza Luzina): jesli a = A i moc zbioru a jest rowna N, to
acll}(A). Zdanie L, jest niesprzeczne z Ay ,» @ wigc jest réwnieZ niesprzeczne
z systemem aksjomatéw Zermelo—Fraenkla. ’

TwierpzeENIE 20 (Martin, Solovay). Przyjmijmy, ze L, oznacza (pochodzacq
takze od Luzina) hipoteze: suma N, podzbioréw borelowskich A" nalezy do
klasy X3(A"). Zdanie L, jest niesprzeczne z aksjomatem Ay, -

Wiemy, ze kazdy zbiér nalezacy do X}(A4) daje si¢ przedstawi¢ jako
suma ¥, zbiorow borelowskich. Z twierdzenia 20 wynika, 2e odwrotna
implikacja, to znaczy hipoteza £.,, jest niesprzeczna z systemem aksjomatow
Zermelo-Fraenkla. Zauwazmy, ze ze wzglgdu na istnienie izomorfizmu bore-
lowskiego odwzorowujacego 4" na przestrzen X, twierdzenia 19 i 20 pozo-
stana prawdziwe, jesli w miejsce symbolu A" wstawimy X.

Martin i Solovay pokazali, ze Ay, implikuje mierzalnos¢ zbioru, ktdry jest



O zbiorach rzutowych 61

suma N; podzbiorow prostej R mierzalnych w sensie Lebesgue’a. Od tych
samych autoré6w pochodzi dowdd nastgpujacego faktu: jesli Ay , to suma N,
podzbioréw prostej R, z ktorych kazdy jest I kategorii, jest roOwniez zbiorem
I kategorii. .

Poniewaz dowolny zbior klasy X! (R) jest suma N, podzbioréw borelow-
skich R, uzyskujemy interesujace twierdzenie:

TwierpzeNie 21 (Martin, Solovay). Jesli Ay, to kazdy zbior naleiqcy do
Z3(R) (lub X} (A) jest mierzalny w sensie Lebesque’a i ma wlasno$é Bairea.

Martin udowodnil, ze istnienie liczby kardynalnej mierzalnej oraz praw-
dziwo$¢ aksjomatu A, implikujg, iz kazdy zbior ZY(R) (lub X} (A) jest
mierzalny w sensie Lebesgue’a i ma wilasno$¢ Baire’a. Mozna pokazaé, ze
fakt ten nie wynika z samego tylko istnienia liczby kardynalnej mierzalnej, to
znaczy prawdziwo$¢ A, ma istotne znaczenie.

9. Zbiory rzutowe w modelu L i twierdzenie Solovaya. Jak juz wspomnie-
lisSmy na poczatku artykutu, Godel, przy dowodzie niesprzecznosci hipotezy
continuum z systemem aksjomatéw Zermelo—Fraenkla, zdefiniowal klas¢ L
sktadajaca si¢ ze zbiorow o pewnych szczegolnych wlasnosciach. W klasie L,
ktorej elementy nazywamy zbiorami konstruowalnymi, spetnione sa wszystkie
aksjomaty teorii mnogosci Zermelo-Fraenkla, zatem kazda logiczna kon-
sekwencja tych aksjomatow prawdziwa jest rOwniez w L.

TwierpzeNIE 22 (GOdel, Mansfield). Wszystkie elementy przestrzeni Baire'a
sq zbiorami konstruowalnymi (tzn. A" < L) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
relacja klasy Z3(AN xA"), ktéra dobrze porzqdkuje przestrzen N

Lemat 6 (Kuratowski). Jesli istnieje relacja klasy XX (AN x A", ktéra jest
dobrym porzqdkiem na A, to istniejq zbiory nalezqce do XL (AN x A") niemie-
rzalne w sensie Lebesgue’a i bez wlasnosci Baire'a.

Jako wniosek z twierdzenia 22 i z lematu 6 otrzymujemy nast¢pujacy
wazny fakt:

TwierpzeNiE 23 (GOdel). Bez sprzecznosci z systemem Zermelo—Fraenkla
mozemy przyjaé, ze istniejq zbiory nalezqce do (AN xA"), ktore sq niemie-
rzalne w sensie Lebesgue’a i nie majq wlasnosci Bairea.

Godel udowodnit, ze hipoteza A4~ < L implikuje réwniez istnienie zbioru
ae X1 (A) nieprzeliczalnego i nie zawierajacego podzbioru doskonalego. Lat-
wo pokaza¢, ze uniformizacja zbioru b nalezacego do IT} (A x.4") i takiego,
ze a =r,(b), nie bedzie zawieraé¢ podzbioru doskonalego. Otrzymujemy
zatem:

TwierDZENIE 24 (GOdel). Jesli A” < L, to istnieje uzupelnienie analityczne,
ktore jest zbiorem nieprzeliczalnym bez podzbioru doskonalego.

Zalozenie, ze przestrzen 4 nie jest zawarta w L, jest niesprzeczne
z systemem aksjomatow Zermelo—Fraenkla. Mansfield wykazal, ze kazdy
zbiér nalezacy do X3(.47), z co najmniej jednym elementem niekonstruowal-
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nym, zawiera podzbiér doskonaly. Wynika stad

WNIOSEK 3. Bez sprzecznosci z systemem Zermelo—Fraenkla mozemy przy-
jaé, ze dowolny nieprzeliczalny zbior klasy X4(A") zawiera podzbiér doskonaly.
Podamy teraz najbardziej interesujacy wynik dotyczacy regularnosci zbio-
réw rzutowych.
_TwiernzeNie 25 (Solovay). Zalézmy, Ze istnieje liczba kardynalna mocno
nieosiqgalna. Wredy bez sprzecznosci z systemem aksjomatow Zermelo—Fraen-
kla mozemy przyjaé, ze prawdziwe sq nastepujqce zdania:

1° Kazdy zbiér rzutowy zawarty w .4 lub R ma wlasno$é Baire'a i jest
mierzalny wzgledem dowolnej pélskonczonej, zupelnej i borelowskiej miary p.

2° Kazdy nieprzeliczalny zbior rzutowy w A" lub R zawiera podzbior
doskonaly.

3° Nie istnieje rzutowy dobry porzqdek przestrzeni .4 lub R.

10. Zagadnienie determinacji. Na zakonczenie tego artykutu podamy kilka
podstawowych rezultatbw zwigzanych z determinacja zbioréw rzutowych.

Niech X bedzie pewnym ustalonym zbiorem i niech a zawiera si¢ w X,
czyli w zbiorze wszystkich nieskonczonych, przeliczalnych ciagow o wyrazach
nalezagcych do X. Dla zbioru a definiujemy gre Gy(a) pomigdzy dwoma
graczami, ktora odbywac si¢ bedzie zgodnie z nastgpujacymi warunkami:

1° Gre rozpoczyna gracz I.
2° Gracze I i Il wybieraja na przemian elementy zbioru X.
3° Obaj gracze wykonuja nieskonczong ilo$¢ posunigc.

W wyniku gry G,(a) otrzymujemy ciag nieskonczony f = {ag, ..., ap, ...»
nalezacy do X* taki, ze element a, dla n parzystego to posunigcie gracza I, a,
dla n nieparzystego to posunigcie gracza II. Kazdy z graczy przed wybraniem
elementu a, moze znué ciag {dag,...,a,-1y utworzony z wczesniejszych
posuni¢¢ swoich i drugiego gracza, dlatego gre spelniajaca warunki 1°-3°
nazywamy grq z doskonalq informacjq. Moéwimy, ze gr¢ Gy(a) wygrywa gracz
I, jezeli fea, natomiast gra Gy(a) jest wygrana przez gracza ll, jezeli fé¢a.

Niech S(X) bedzie zbiorem skonczonym ciagéw o wartosciach z X.
Kazda funkcje t: S(X) — X nazywamy strategiq i powiemy, ze gracz [ gra
zgodnie z 1, jesli dla dowolnego n parzystego a, = t(f [n), gdzie f [n=
= {day, ..., a,-, y. Strategi¢ 7 okreslamy jako wygrywajaca dla gracza I, jezeli
grajac zgodnie z t wygra on gr¢ Gy(a) niezaleznie od tego, jakié posunigcia
wykonywacé bedzie gracz 1. Podobnie definiujemy zgodnos¢ gry gracza I ze
strategia t oraz strategi¢ wygrywajaca dla gracza II.

DEFINICIA 2. Zbior a = X® nazywamy zdeterminowanym, jeSi w grze
Gyl(a) jeden z graczy ma strategi¢ wygrywajaca.

W dalszym ciagu zakladaé¢ bedziemy, ze X jest zbiorem przeliczalnym, co
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najmniej dwuelementowym. Ponadto, przyjmujemy, ze X ma topologi¢ dy-
skretna, natomiast X“ — topologi¢ produktowa.

TwierDZENIE 26. Jesli a © X jest zbiorem zdeterminowanym, to u lub
X 'a zawiera podzbior doskonaly.

Mozna wykazaé, ze X®, jako przestrzen osrodkowa mocy ¢ (continuum),
ma podzbiér a taki, ze zbiory a i X“\a nie zawieraja podzbioru doskona-
lego. Stad wynika

WNIosek 4. W przestrzeni X®, w szczegblnosci w A", istniejq zbiory
niezdeterminowane.

Przy dowodzie istnienia zbioru niezdeterminowanego korzystamy z aksjo-
matu wyboru. Do tej pory nie udalo si¢ udowodni¢ bez uzywania pewnika
wyboru, ze taki zbiOr istnieje.

Podzbiory zdeterminowane przestrzeni X nie maja regularnych whasnosci
przystugujacych na przyklad zbiorom borelowskim. Rodzina zbiorow zdeter-
minowanych przestrzeni X“ nie jest zamknigta ze wzgledu na operacje
uzupelniania. Rowniez operacje brania sumy, iloczynu czy przeksztalcenia
ciaglego- moga wyprowadzaé poza klas¢ zbioréow zdeterminowanych.

Bez trudu mozna udowodnié, Ze zbiory otwarte i domknigte zawarte
w dowolnej przestrzeni X“ sa zbiorami zdeterminowanymi. Pojawia sig¢
w zwigzku z tym pytanie, czy zbiory o pewnych prostych wlasnosciach
topologicznych sa zdeterminowane. Najlepiej rozwigzany jest ten problem
dla podzbioréw borelowskich przestrzeni X¢.

Twierpzenie 27 (Martin). Kazdy element rodziny B(X®) dla dowolnej
przestrzeni X® jest zbiorem zdeterminowanym.

Twierdzenie 27 bgdace ukoronowaniem badan nad determinacja najmniej
skomplikowanych podzbiorow X* stanowi najlepszy wynik, jaki mozemy
uzyska¢ w oparciu o aksjomatyke teorii mnogosci. System Zermelo—Fraenkla
nie rozstrzyga, czy wszystkie elementy klasy X](X®) sa zdeterminowane.
Zakladajac istnienie liczb kardynalnych mierzalnych Martin udowodnil, ze
kazdy zbiér analityczny dowolnej przestrzeni X jest zdeterminowany. Przyj-
mujac, ze A° < L, mozna natomiast wykazac istnienie zbioréw analitycz-
nych, niezdeterminowanych.

W ostatnich latach szczegdlnie intensywnie badane sa konsekwencje
aksjomatu determinacji rzutowej zakladajacego zdeterminowanie wszystkich
zbiorow rzutowych. Oto kilka najsilniejszych twierdzen wynikajacych z tego
aksjomatu:

1° Wszystkie zbiory rzutowe zawarte w A~ sq mierzalne w sensie Lebesgue’a
i majq wlasnos¢ Baire’a.

2° Kazde dwa rozlgcezne zbiory klasy I13,(X°) (odpowiednio X3, .,(X®)
zawierajq sie w dwdch rozigcznych zbiorach klasy A4%,(X®) (odpowiednio
Adns 1 (X)) '
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3° Dowolny zbior klasy IS, ,(X®) (odpowiednio 2},.,(X®) ma unifor-
mizacje nalezqcq do I1%,.,(X?) (odpowiednio X}, . (X®)).

4° Kazdy element klasy 23 (X®) jest zbiorem Suslina typu X,, czyli daje sie
przedstawié¢ jako suma W, zbioréw borelowskich.

5° Istnieje model dla teorii mnogosci Zermelo—Fraenkla wzmocnionej aksjo-
matem istnienia liczby mierzalnej.

Ostatni wynik $wiadczy o tym, ze aksjomat determinacji rzutowej jest
niezalezny od pewnikéw teorii mnogosci Zermelo—Fraenkla.
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