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1. Jakies dwadziescia lat temu wyg}osiiérr{r!l' odezyt pt. Nauczanie matema-
tyki nowoczesnej czy nowoczesne nauczanie matematyki(?). Reputacje mialem
juz wowczas nadszarpnigta 1 moi koledzy matematycy nie po raz pierwszy
byli oburzeni, zas obecni tam nauczyciele matematyki zmieszani dziwnym
zachowaniem matematyka badacza. Wysuwalem mianowicie watpliwosci co
do nauczania matematvki jako przedmiotu skodyfikowanego oraz co do
modernizacji nauczania matematyki przez poqugdme programu do wspot-
czesnego stanu w1ed7v matematvcznej.

Matematyka byla tym obszarem edukacii, ktéry picrwszy cieszyl si¢
migdzynarodowa wspotpracg (w ramach zalozonej z. poczatkiem tego stulecia
Miedzynarodowej Komisji Nauczania Matematyki(®)), ale az do lat pie¢dzie-
sigtych przedmiotem tej wspolpracy byla tylko organizacja 1 program, prze-
wazaly za$ poglady matematykow uniwersyteckich. '

Jeszcze z poczatkiem tego stulecia Felix Klein wskazywal na ogromne
roznice dzielace matematyke szkolna od uniwersyteckiej. Jego Matematyka
elementarna = wyzszego stanowiska(*) nie zapelnila jednak tej luki, interpre-
towal on ja bowiem zbyt wasko, jedynie jako sprawg tresci. Z koncem lat
pigcdziesiatych szok sputnikowy podniost fale nieufnosci wobec faktycznego
stanu nauczania matematyki i innych przedmiotdéw Scistych i fala ta rozlata
si¢ ze Standéw na caly niemal $wiat. W Europie poglad, ze matematyka
szkolna znajduje si¢ o cale stulecie w tyle za obecnym stanem matema-

(') Przeklad peinej wersji artykulu New math or new education, ktdérego skrét sostal
opublikowany w Prospects 9 (1979). str. 321-3311. © UNESCO 1979 (przyp. red.).

(*) Opublikowany jako Enseignement des mathématiques modernes ou enseignement moderne
des mmhémariques’ Enseignement Mathématique (2) 9 (1963), str. 28-44 (przyp. red.).

(*) Por. K. Wuczynska, Kolo Matematyczno-Fizyczne w Warszawie a reformu nauczania
matematvki i fizvki na poczatku X X wieku. Wiadom. Mat. 20 (1978). str. 183-188 (przvp. red.).

(Y) Felix Klein, Elementarmathematik vom héheren Standpunkie aus, trzy tomy, Berlin 1924
(przyvp. red.).
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tyki, przyjal i rozpowszechniat OECE, pozniejszy OCDE(’). Konferencje
w Royaumont (1959) i Dubrowniku (1960) przyspieszyly przemiany ; wickowe
zacofanie proObowano nadrobi¢ przez proponowanie ogromnych ilosci nowe-
go materialu i wlaczanie go do nowych podrecznikow. Zwalo si¢ to Nowa
Matematyka i doprowadzilo do zacieklego wspdlzawodnictwa migdzy za-
rowno ékspertami jak i szarlatanami, z zalosnymi na ogol wynikami. Tymi,
ktorzy nie mogli dotrzyma¢ kroku, byli biedni ludzie w klasie, od ktérych
oczekiwano, ze beda naucza¢ badZz uczy¢ si¢ Nowej Matematyki, ale ta
najczesciej byla tylko Nowym Nonsensem — nienauczalnym, nieprzyswajal-
nym, niematematycznym.

Euforia lat szes¢dziesigtych ustapila miejsca rozczarowaniu lat siedem-
dziesiatych. Kiedy caly ten ruch si¢ zaczynal, wczesne glosy ostrzegajace
przeciw niemu ginely w zgielku, wy$miewane jako proby ratowania przesta-
rzalej matematyki, badz atakowane jako zbrodnia stanu. Dzi$ natomiast, po
uplywie dwudziestu lat, trudno juz zrozumie¢ wspomniane na poczatku
reakcje na odczyt, w ktorym przeciwstawialem wspolczesne nauczanie mate-
matyki nauczaniu matematyki wspéiczesnej. Jestesmy o dwadziescia lat
starsi, czy jednak jesteSmy o dwadziescia lat madrzejsi?

2. Podstawowym bigdem Nowej Matematyki byta falszywa perspektywa:
matematyka szkolna odstaje o cale stulecie od wspodlczesnego stanu mate-
matyki, a zatem nalezy teraz to stuletnie opdznienie nadrobi¢. Wedlug starej
tradycji nauczanie matematyki na kazdym szczeblu jest determinowane przez
wymagania na nastgpnym, wyzszym, co sklada si¢ na stopniowy proces
selekcyjny, ktérego zwienczeniem staje si¢ szlachetna tworczos¢ matematy-
czna. Swieza idea Nowej Matematyki zablysta jak krotkie spigcie: nauczanie
najbardziej skomplikowanych poje¢ poczynajac juz od przedszkola, chociaz
mieli to robi¢ nauczyciele nie majacy najmniejszego pojecia, co te pojecia
znaczy i do czego one w prawdziwej matematyce stuza. Powolywano si¢ przy
tym na autorytet slynnego psychologa J. Brunera, ktory piszac: zaczynamy
od hipotezy, Ze mozina skutecznie uczyé dziecko, na dowolnym etapie jego
rozwoju, kazdego przedmiotu i robi¢ to w sposob intelektualnie uczciwy,
pomijal zastrzezenie: pod warunkiem oddzielenia tego od wyrazen matema-
tycznych 1 podania w postaci, ktora dziecko moze operowaé. I wlasnie to si¢
stalo: srodki stuzace abstrakcji matematycznej, oderwane od ich matematy-
cznego znaczenia 1 kontekstu, a konkretyzowane w niedorzeczny sposob,
byly wtlaczane w dzieci wszystkich rocznikow.

Temu pogladowi na matematyke jako wyrafinowanemu, schodzacemu
z gory w dol przedmiotowi, przy stopniowej utracie jego wartosci i wewng-

(*) OECE — Organisation Européenne de Coopération Economique (Organizacja Europejs-
ka Wspolpracy Ekonomicznej), OCDE — Organisation de Coopération et de Développement
Economique (Organizacja Wspolpracy i Rozwoju Ekonomicznego) (przyp. red.).



Nowa matematyka czy nowe jej nauczanie 125

trznej zlozonosci, przeciwstawia si¢ inny, gloszacy, Zze matematyka jest
naturalng dzialalnoécia spoleczna, rozwijajaca si¢ w miar¢ wzrostu osobnika
i jego rosnacych potrzeb w rozszerzajacym si¢ dlan $wiecie. Matematyka
jest postawa, sposobem opanowywania tego §wiata poznawczo, praktycznie
i emocjonalnie.

3. Matematyka r6zni si¢ od wielu innych dzialan poznawczych sposobem
akcentowania relacji migdzy forma a trescia. W kazdej dziedzinie nauki
objetos¢ wiedzy ogromnie wzrosta i nadal szybko, a nawet coraz szybciej
ro$nie, ale w matematyce wzrost takze arsenal srodkow i sposobow organi-
zacji jej zasobow, i to srodkow: nie bibliotecznych czy bibliograficznych, lecz
wlasnie matematycznych. Matematyka nigdy nie stracila z pola widzenia
swego powolania i nigdy nie zatongla w swojej produkcji. Od zarania jej
historii te dzialania organizacyjne znajdowaly si¢ w centrum uwagi nie
kompilatoréw, ale matematykéow twoérczych. Wynalezienie algebry literowej
i geometrii wspolrzednych, a nawet rachunku rézniczkowego i catkowego,
byly poczatkowo tylko sposobami reorganizacji nagromadzonej wiedzy
z pomoca nowych narzedzi, ktére z czasem okazywaly si¢ jednak tak
potezne, ze same produkowaly ogromne iloéci nowej wiedzy.

Reorganizacja $rodkami matematycznymi juz nie tylko fragmentow, ale
calych dziedzin matematyki, stala si¢ dziatalnoscia jeszcze szersza z chwilg
ogloszenia przez Felixa Kleina w XIX wieku programu erlangenskiego,
proby organizacji calej geometrii $rodkami teorii grup. W naszym wieku
zespol mlodych matematykow francuskich, znany jako N. Bourbaki, podjat
si¢ organizacji calej matematyki srodkami matematycznymi. I znéw powstata
monumentalna struktura, ktéra wprawdzie ogromnie si¢ przyczynila do
wzrostu samej matematyki, ale w koncu zostala przez nia pochionigta,
jeszcze przed dokonczeniem dzieta. Czy taki eksperyment zostanie jeszcze
kiedys powtorzony? Nie sadze.

Wspolczesny sposob organizowania matematyki polega na identyfikacji
podobnych struktur ukrytych w réznych matematycznych obiektach, opera-
cjach i metodach, skupianiu uwagi na tych strukturach oraz definiowanin ich
w sposOb niezalezny, co prowadzi do reorganizacji i rozwinigcia szerokiego
pola badan.

4. Struktury sa zjawiskiem uniwersalnym. Strukturalizujac $wiat wokot
nas do pewnego stopnia go opanowujemy. Liczac, mierzac lub wazac lu-
dzi — zapominamy o osobnikach. Konieczne jest zubozanie struktur boga-
tych. W istocie, patrzac z perspektywy jej zastosowan, liczba jest struk-
tura uboga, chociaz w matematyce, ze wszystkimi swoimi arytmetycznymi
1 algebraicznymi relacjami, nalezy do najbogatszych. System kolejowy, z jego
majatkiem trwalym i ruchomym, z jego personelem i operacjami, jest struk-
tura bogata. Odwzorowanie go na uklad punktoéw reprezentujacych stacje
1 laczacych je linii jest zubozeniem tej struktury do tego, co matematycy
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nazywajq grafem. W matematyce grafy nie sa jednak wcale tak ubogie, jakby
si¢ to moglo wydawad, np. slynne zagadnienie czterech barw, po wielu
nieudanych probach w koncu rozstrzygnigte, dotyczylo grafow.

Matematyka zna rozmaite struktury. Najubozsza wyobrazalng struktura
jest pojedynczy zbidr, chociaz system zlozony ze zbior6w moze juz byé
wyposazony w struktur¢ bogata. Taka bogata struktura jest geometria
cuklidesowa z jej prostymi, plaszczyznami, okrggami, kwadratami, sferami,
brytami foremnymi, parkietazami, odbiciami, obrotami, symetriami. Ubogie
struktury maja szerokie zastosowania, jednakze stosowanie ich jest zadaniem
nietrywialnym, polega bowiem na ich wzbogacaniu w odpowiedni sposob.
Z drugiej strony, struktury matematyczne moga by¢ tak bogate, ze znajduja
bezposrednie zastosowania, aczkolwiek tylko w bardzo specyficznych wa-
runkach. '

System matematyki, taki jak u Bourbakiego, ma imponujacg hierarchie.
Zaczyna si¢ ona od najprostszych struktur matematycznych, mianowicie
zbiorow, 1 te struktury stopniowo si¢ wzbogaca tworzac coraz delikatniejsza
sie¢ rozgalgzien. Przy konstruowaniu takiej hierarchii trzeba dokonywac
wyboréw. Pozwala to na nowe organizowanie matematyki, co wszakze
mozna robi¢ wieloma sposobami, zaleznie od stawianych sobie celow.

Piaget, pod wrazeniem pochodzacej od Kleina hierarchii geometrii, starat
si¢ wykaza¢ eksperymentalnie, ze psychologiczny rozwdj pojeé przestrzen-
nych dokladnie tej hierarchii odpowiada. Nastepnie, poznawszy hierarchi¢
matematyki Bourbakiego, probowal tej samej strategii w stosunku do pojec
matematycznych. Ogolna idea Piageta zawierala si¢ w tym, by rozwdj
indywidualny nasladowal ciagi epistemiczne, co za$ nalezy rozumie¢ przez
episteme w geometrii bylo przezern identyfikowane z hierarchiami Kleina
i Bourbakiego, jedynymi jakie znal. Tak wigc, wedlug Piageta, rozwoj
poznawczy mial wychodzi¢ od struktur najprostszych i post¢gpowaé droga
stopniowego wzbogacania. Wydaje mi si¢ to jednak hipoteza wielce nie-
prawdopodobna i chociaz eksperymenty Piageta mialy ja potwierdzad, ich
wyniki nie zawsze byly przekonywajace.

Najbardziej zadziwiajacy przyklad: jest faktem, Ze liczb uczymy si¢ tak
samo jak jezyka, jak slownictwa, wyrdzniajacego si¢ jednak silniejsza regu-
larnoscia. 1 srodkami tego slownictwa, z pomoca jego duzej regularnosci, to
znaczy z pomocg ukladu dziesigtnego, dziecko uczy si¢ wladania liczba
1 arytmetykq. Jednakze zadna hierarchia matematyki nie zwraca najmniejszej
uwagi na ten antropomorficzny rys uczenia si¢ liczby: matematyka wydaje
si¢ uniwersalna. kosmiczna. W konsekwencji ani Piaget i jego szkota, ani tez
zaden nny psycholog nie .zwrocili uwagi na rolg odgrywang w rozwoju
1 nauczaniu przez strukture dziesi¢tna liczby.

Inny przyklad. Wedlug Piageta plaszczyzna i przestrzen tworza si¢
w umysle takie, jakie sa w systemach, ktére znal, tzn. ze wspdlrzednymi
kartezjanskimi. Wbrew temu przekonaniu wszystkie obserwacje wskazuja
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racze) na biegunowg niz na kartezjanska strukturalizacje plaszczyzny 1 prze-
strzeni W rozwoju umystowym.

S. Perspektywa od struktur ubozszych do bogatszych jest tez falszywa.
Jest to perspektywa dedukcyjna na matematyke jako na gotowy produkt. nie
jest ona natomiast ani perspektywq historyczna, ani rozwojowa matematyki.
I nie jest ona dobra dydaktycznie. Poparta wszakze argumentacja w duchu
Piageta,.zostala przyjeta przez Nowa Matematyke. Przynajmniej jako zasa-
da: uczy¢ matematyki ustrukturalizowanej jak u Bourbakiego. Powiedzia-
lem: jako zasada, pozwalala bowiem upigksza¢ nauczanie ,,madrg™ matema-
tyka i psychologia, w istocie za§ miata charakter jedynie deklaratywny. Ale
i tak jej dzialanie bylo dostatecznie szkodliwe, blokowata bowiem innowacje.
W istocie autorzy podrecznikow nie moga nie respektowaé faktu, ze dzieci
w wieku szkolnym przyswoily juz sobie liczbg bez znajomosci tego, czym ona
jest na najwyzszych pigtrach hierarchii, a figury geometryczne i ich cechy
poznaly intuicyjnie, a nie tak jak sg one wmontowane w hierarchiczny gorset.

Myslg, ze w obecnym stuleciu nauczanie matematyki w wielu krajach
ulegalo stopniowej poprawie, nawet w okresie Nowej Matematyki. a gdyby
nie blokujacy dogmatyzm tej ostatniej, to postep ten moglby by¢ szybszy.

6. Dzisiejszy defetyzm pewnych kregow jest rownie malo usprawiedli-
wiony, jak euforia lat sze$¢dziesiatych. Tamta euforia byla zwigzana z inng
falszywa perspektywa, ktora dzi§ okazala si¢ pomytka. Mam na mysli idee, ze
mozna fundamentalnie zmieni¢ nauczanie matematyki (czy tez czegokolwiek
innego) dekretem, zabiegami admuinistracyjnymi, wcisnigciem nowych tresci
edukacyjnych w glowy nauczycieli i uczniow z pomocg odpowiednich pod-
-recznikdw, dobrych czy zlych, bialo-czarnych czy trojkolorowych. Mimo
ostrzezen probowano tak postgpowaé w wielu krajach, i to raczej ta wlasnie
polityka si¢ zalamala, a nie Nowa Matematyka. Mowiac o ich polityce mam
na mysh autoréw za biurkiem, ukladaczy rezolucji na konferencjach, decy-
dentow i ich doradcOw. A przeciez wprowadzenie innowacji edukacyjnych
jest zabiegiem spolecznym, tam zas$, gdzie nie ma zywych ludzi, jest pustynia.
Na nieszczgscie narodziny Nowej Matematyki zbiegly sig z teoriami progra-
mowymi, ktére probowaly formalizowaé rozwéj edukacji na ksztalt procesu
biurokratycznego, co jest pogladem ciagle zywotnym 1, jak si¢ wydaje,
czerpiacym nowe sity z kazdego nowego niepowodzenia. Istnieje wszakze
inny poglad na innowacj¢ dydaktyczng, a mianowicie jako na proces uczenia
si¢ weiggajacy wszystkich, ktorych on dotyczy, w tym nauczycieli, a przebie-
gajacy w szkolnej izbie. Zywy, a nie wynikajacy z badania i porownywania
wspotczynnikow  korelacji czy réownan regresji. Spoleczna wiedza o tym,
czego dzieci moga si¢ uczy¢, czego nauczyciele moga nauczaé, jak wyglada
klasowa rzeczywisto$¢ — jest niezbedna kazdemu, kto bierze si¢ za rozwdj
oswiaty. Szkoly sy wszedzie rozne, ale pod jednym wzglgdem sa podobne:
jako zywe organizmy rcagujace obronnie na biurokratyczne zakusy. Pod tym
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wzgledem kraje rozwijajgce si¢ nie roznia si¢ od rozwinigtych. Tylko szkoda
wyrzadzona biurokratycznymi zakusami w zakresie innowacji moze by¢
w krajach rozwijajacych si¢ wigksza.

7. To, co nazwalem dzisiejszym rozczarowaniem, wyraza nowy slogan
Back to basics, majacy oznacza¢ powrdt od Nowej Matematyki do dobrej,
starej matematyki. Podobny jest do damskiej mody: propaguje si¢ stary styl
jako co$ nowego. Czy producenci moga tak szybko dostosowaé¢ do tej
zmiany swoje materialy edukacyjne? Oczywiscie nie, zamiast tego dostoso-
wuja oni reklamg¢. Podrecznikowe serie polecane lat temu dziesigé jako
najwyzsze osiagnigcie Nowej Matematyki wychwala si¢ dzisiaj jako wzor
dobrej starej matematyki. Pokazuje to raz jeszcze, jak niewielkie byly zmiany
fundamentalne w ogdlnym obrazie rzeczy.

Back to basics jest kolejna falszywa perspektywa. Prawidlowa droga
polega na zwrdceniu si¢ w strong¢ rzeczy najwazniejszych, forward to basics.
Jednak jak zegarek pradziadka, tak i jego arytmetyka nie moze tu byé
wzorem. Stare problemy arytmetyczne nigdy nie wrdca i stare sposoby
nauczania arytmetyki nigdy nie ozyja.

Co jednak powiemy o dawnej umiejetnosci rachowania (numeracy)? Kiedy
zadaje si¢ to pytanie, ogarnia mnie zdziwienie, dlaczego ludzie nic martwia
si¢ z rowna sila o kaligrafie. Sredniowieczne manuskrypty sa dzietami sztuki,
ale stare czasy nie skonczyly si¢ na $redniowieczu. Listy i rgkopisy ostatnich
paru generacji kaza jednak watpi¢, czy kaligrafia byla powszechnym przy-
zwyczajeniem, zaleta czaséw minionych.

Czy umiejetnos¢ rachowania podupadia? Nie jestem pewny. Czy podu-
pada obecnie? Zapewne w niektorych krajach tak. Byloby zadaniem peda-
gogow ustali¢, w jakim stopniu do tego upadku przyczynit si¢ nacisk na
mierzenie wynikow oswiatowych. W niektorych czesciach swiata pedagogi-
czna teoria 1 praktyka opieraja si¢ na idei, ze w o$wiacie rzeczy moga
1 powinny by¢ mierzone. Nawet gdyby to bylo prawda, nie daloby to jeszcze
odpowiedzi na pytanie: ktore rzeczy? OdpowiedZz taka wymaga jakiejs
filozcfii nauczania, jesli bowiem bedziemy mierzy¢ rzeczy niewlasciwe, kon-
kluzje moga by¢ formalnie prawdziwe, ale bez znaczenia lub nawet niebez-
pieczne.

8. Dokonajmy przegladu falszywych perspektyw, ktore zasygnalizow alem.
Wszystkie sa ze soba zwigzane: ruch zstepujacy od wyzszej do nizszej
matematyki, struktury ubogie poprzedzajace bogate, innowacje wywolane
raczej potrzebami zewnetrznymi niz pochodzace od wewngtrznego wzrostu,
cofanie si¢ wstecz zamiast pojscie naprzéd w strong rzeczy podstawowych
(back zamiast forward to basics). Trzeba oczywiscie wyjasnic, co si¢ rozumie
przez rzeczy podstawowe: podstawowa technologie czy podstawowe rozu-
mienie. Ma to znaczenie zaréwno dla pedagogiki, jak Pdla rozwoju systemu
edukacyjnego. Rzeczy podstawowe moga — i moim zdaniem powinny —
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oznacza¢ podstawowa filozofig, w ogdlnosci oswiatowa, a zarazem dla dane-
go obszaru specyficzng. Nie ma ani edukacji, ani jej rozwoju bez jakiejs
filozofii, chocby zlej, a katalogi celdw nauczania nie moga by¢ jej sub-
stytutem.

Kiedy uzywam stowa ,filozofia”, mam na mysli to jego znaczenie, ktore
ono mialo, nim filozofia stala si¢ przedmiotem nauczania, podzielonym na
rozdzialy i1 paragrafy z tytutami i podtytutami. Mam na mys$li rozum kreslacy
racjonalny obraz $wiata, spoleczenstwa i czlowieka, ktory staje si¢ moim
obrazem i1 do ktorego chcg przekona¢ innych. Mam na mysli filozofi¢
ujawniajaca si¢ w moich dzialaniach, a jesli sa one skierowane w strong
edukacji, w mojej dzialalnosci jako pedagoga i dziatacza.

Ci, ktorych ksztalcimy lub ktérym pomagamy ksztalci¢ innych, naleza do
ludzkosci tej 1 przyszlej, sa czlonkami spoleczenstwa tego i przyszlego,
Zyjacymi w rozszerzajacym si¢ §wiecie, ktory beda poznawac i obejmowacé we
wiladanie.

Matematyka, podobnie jak mowa, rysunek czy pismo, jest przejawem
zarowno naturalnej, jak i spolecznej dziatalnosci cztowieka. Znajduje si¢ ona
migdzy pierwszymi dzialaniami poznawczymi, jakie znamy, a nauczanie
matematyki bylo pierwszym historycznie poswiadczonym rodzajem naucza-
nia. Ale pod wplywem zmian spolecznych rosta i zmieniala si¢ matematyka,
a wraz z nia roslo i1 zmienialo si¢ nauczanie matematyki i jego filozofia.
Pokaz¢ to na przykladzie rachowania.

9. Juz kilka tysigcleci temu pewna umiej¢tnos¢ rachowania byla potrzeb-
na kazdemu bioracemu udzial w zyciu ekonomicznym, ale to minimum
zostalo szybko przekroczone przez funkcjonariuszy publicznej i prywatnej
biurokracji oraz przedsigbiorcow, ktorzy stali si¢ jednym ze zrodel mate-
matyki profesjonalne;.

Istnieja rézne stopnie znajomosci rachunkoéw, podobnie jak rézne sa
stopnie znajomos$ci czytania i pisania(®). Ten, ktorego od swoich pracowni-
kéw zadali kupcy i bankierzy, byl nadzwyczaj wysoki i zostal osiagnigty
jedynie przez mniejszo$¢, zarabiajagca na zycie rzetelnym wykonywaniem
operacji arytmetycznych — tania sil¢ robocza, ktéra w ciggu ostatniego
polwiecza stala si¢ motorem upowszechnienia i rozwoju mechanicznych i
elektrycznych kalkulatorow. -

Ludzkie rachunki, nawet na najwyzszym poziomie, nie moga si¢ dluzej
rownac z elektronicznymi komputerami. Z drugiej strony, rzesze tych, ktorzy
potrafig mato, a takze analfabetow i ludzi nie potrafigcych rachowaé (innume-
rates) — szwaczek, brukarzy, tragarzy — sa zastgpowane przez nowa sil¢ ro-

{®) Autor porownuje tu dwa pojecia, nie majace polskich desygnatow: literacy jako zdolnosé
czytania i pisania oraz mumeracy jako umiejetnosé wykonywania podstawowych dzialan na
liczbach (przyp. red.).

9 — Wiadomosci Matematyczne XXV
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bocza, obstugujacg karty elektroniczne ptac czy pulpity rozdzielcze super-
marketéw 1 innych.

Czym jest umiejetno$¢ rachowania? Jakakolwiek bylaby odpowiedz, wy-
padlaby inaczej pol wieku temu, a inaczej wypada obecnie, a takze inaczej
w krajach rozwijajacych si¢ i inaczej w rozwinigtych. Odnosi si¢ to zreszta
nie tylko do rachowania, ale i1 do calej matematyki. Matematyka, jako idea,
jest uniwersalna, ale jako zjawisko zalezy od otoczenia. Malo wiem
o Trzecim Swiecie i jego potrzebach, jednakze ilekro¢ widze matematyke dla
dzieci w krajach rozwijajacych sig, skopiowana wedlug tego, czego si¢ uczy
w krajach rozwinigtych, jestem zaszokowany, podobnie zreszta jak i wtedy,
gdy widz¢ matematyke dla mlodziezy oparta na Bourbakim. Oczywiscie
wszystkie dzieci maja prawo do takiej samej dobrej matematyki, jakiej ucza
si¢ najbardziej uprzywilejowane, jednakze Nowa Matematyka glosita, ze
poczynajac juz od przedszkola dzieci powinny si¢ uczy¢ matematyki w stylu
Bourbaki. A to-po prostu nie dzialalo. Hasla, ktorych nie mozna zrealizowad,
sa bez wartosci.

Program matematyki w kazdym kraju musi bra¢ pod uwage wiele
rozmaitych czynnikéw spolecznych. Sposréd nich najwazniejszy — jak
sadze — jest wiek, w ktérym zdecydowana wigkszo$¢ miodziezy opuszcza
szkole. Moze to by¢ lat 10, jak jest zapewne w wielu krajach Trzeciego
Swiata, lub 13, jak to bylo pot wieku temu na duzych obszarach Europy, lub
16, jak jest teraz, lub wreszcie 18 w krajach najbardziej uprzywilejowanych.

Jest faktem, ze w wieku 12-13 lat wiekszo$¢ miodziezy nie jest jeszcze
zdolna do dobrej arytmetyki. Przekonanie, ze poprawa nauczania moze tu
doprowadzi¢ do duzych zmian, jest iluzja, a wszelkie proby bylyby marno-
waniem czasu. Dzisiaj rachunki arytmetyczne, na ktorych si¢ opieramy, sa
dzielem komputeréw. Natomiast rozumienie arytmetyki, to inna sprawa. Jest
rzecza pozalowania godna, ze w wigkszosci badan edukacyjnych nad mate-
matyka zautomatyzowane umiejgtno$ci nie sa nalezycie odrozniane od
rozumienia. Taksonomie pretendujace do wyjasnienia mglistych idei doty-
czacych pozioméw rozumienia zaciemnily obraz jeszcze bardziej, zwlaszcza
w badaniach testowych.

Jedli jest prawda, ze niewielu sposrdéd 12- i 13-latkéw jest zdolnych do
dobrej arytmetyki, to istnieje znacznie wigcej takich, ktorzy sa zdolni rozu-
mie¢ arytmetykg. Niepowodzenia w testach umiejetnosci nie oznaczaja braku
zrozumienia. Na szcze$cie przeciwwaga dla kultury testowej staje sie zwra-
canie przez podreczniki coraz wigkszej uwagi na nauczanie rozumienia
arytmetyki. Zostaly rozwini¢te nowe metody nauczania algorytmow przez
glebokie rozumienie systemu pozycyjnego.

Nasz system pozycyjny opiera si¢ na dwoch zasadach: strukturalne;j,
laczacej dziesig¢ jednostek w nowsa jednostke i notacyjnej, uzywajacej tych
samych symboli dla jednostek na kazdym poziomie i rozrézniajacej te
poziomy przez ich pozycje.
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Pierwsza zasada siega wstecz do arytmetyki egipskiej, podczas gdy druga
pojawiala si¢ w arytmetyce babilonskiej (chociaz z podstawa 60, a nie 10).
Obie daja si¢ skonkretyzowa¢ w sposdb wspolczesny (rys. 1(a)): szesciany dla
jednostek najnizszych, laczone w stupy po 10 szescianow, taczone w plyty po
10 stupow, laczone w duze szesciany po 10 plyt, przedstawiajac w ten sposOb
jednostki 1, 10, 100, 1000. Mozna takze dobiera¢ inne podstawy. Klocki takie
stanowia wartosciowa pomoc, chociaz brak im elastycznosci i nie przed-
stawiaja one idei pozycyjnej w sposéb kompletny. Obie zasady lacza sig¢
w abaku, najstarszym przyrzadzie arytmetycznym ludzkosci, zachowanym
w niektorych czeSciach Zwiazku Radzieckiego i Azji Wschodniej, zlekcewa-
zonym w Europie po pojawieniu si¢ arytmetyki pisanej, ale teraz odzywa-
jacym jako wysoce efektywne narzedzie dydaktyczne (rys. 1(b) i (c)).

10. Wybratem rachunki jako przyktad wplywu filozofii edukacji na roz-
woj samej edukacji. Rachunki wszakze nie wyczerpuja matematyki, nawet na
poziomie poczatkowym. Przeciwnie, zbytni nacisk na rachunki moze ujaw-
nia¢ filozofi¢ zia lub, jak moze raczej nalezaloby powiedzieé, filozofie minio-
na, do ktorej wszakze ciagle Ignie ogromna wiekszo$é podrecznikéw na

(®)

2 7 [} 2 7 8 5 0 1t 3 8

()

19 12 t 10 2 2 0 2

Rys. 1
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poziomie poczatkowym, pomimo slownych deklaracji uznawania innych
wartosci.

Z drugiej strony i wbrew podrecznikom, pojawiaja sie na $wiecie liczne
i obiecujace proby wyrazenia szerszej filozofii przez nowy rodzaj edukacji
matematycznej. Czytelnik mi wybaczy, ze ogranicz¢ swoje sprawozdanie do
filozofii, ktora znam najlepiej, a mianowicie tej, ktora wyraza instytut IOWO
w Utrechcie(”). Instytut ten powstal w 1971 roku po dziesigcioletnim okresie
dziatania w postaci Komisji Modernizacji Programéw Matematycznych.
Podstawowe idee IOWO streszcz¢ w postaci kilku haset kladacych nacisk
na to, ze: '

Matematyka jest raczej aktywnoscia niz gotowym przedmiotem.

Wazniejsze jest mathematizing niz mathematized.

Wazniejsze jest powtdrne odkrywanie niz przekazywanie idei.

Rzeczywisto$¢ jest raczej zrodlem a priori niz dziedzing zastosowan
matematyki.

Wazniejsze sa zwiazki niz izolowane zjawiska.

Wazniejsze sa bogate konteksty niz kolekcje werbalnych problemow.

Wazniejsze jest tworzenie obiektoOw umystowych niz przyswajanie pojec.

Wazniejsze jest wielokrotne podchodzenie do nowych poje¢ niz wielorakie
ich wcielenia.

Wazniejsze jest rozumienie niz umiejetnosc.

Powiedzialem ,kladacych nacisk”, co oznacza pewne przesunigcie akcen-
tu. Zinstytucjonalizowane uczenie si¢ kladzie nacisk na ,,niewlasciwa”™ strone,
wysitki innowacyjne zmierzaja do lepszego dostosowania.

11. Dobra filozofia wyraza si¢ bardziej dziataniami niz stowami. Hasla nie
majg znaczenia, poki nie odnosza si¢ do faktéw. Edukacja matematyczna
sklada si¢ z duzej ilosci materialu, nie tylko dla ucznia, ale takze dla
nauczyciela, dla studenta na kierunku nauczycielskim, wykladowcy tamze,
doradcy, dzialacza oswiatowego, a takze z opiséw i analizy dos$wiadczen

(") Institut Ontwikkeling Wiskunde Onderwijs, IOWO (Instytut Rozwoju Edukacji Mate-
matycznej), zalozony i kierowany przez wiele lat przez H. Freudenthala, byl znanym na catym
$wiecie osrodkiem dydaktyki matematyki. Dzialalnosci IOWO poswiecony byl specjalny zeszyt
Educational Studies in Mathematics 8 (1977).

Niestety IOWO jest juz historia: z koncem roku 1980 Instytut ten zostal zlikwidowany.
Przyczyny nie byly bynajmniej ekonomiczne, lecz polityczne. W Holandii wziely gére poglady,
Ze instytucje rzadowe moga ustala¢ programy nauczania, lecz nie powinny narzucaé ani nawet
sugerowa¢ nauczycielowi sposobéw realizacji programu (chodzilo przede wszystkim o przed-
mioty humanistyczne, ale zasadg¢ potraktowano ogoélnie). IOWO mogloby zapewne ocaleé
(w okrojonej postaci), gdyby jego pracownicy zgodzili si¢ na rezygnacj¢ z opracowywania
konkretnych projektéw realizacji materiatu i ograniczyli si¢ do prac programowych. Byloby to
jednak zaprzeczeniem podstawowej idei IOWO, Ze postgp W nauczaniu polega na ulepszaniu
metod nauczania, a nie na zmianach programéw (przyp. red.).
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w nauczaniu na wszystkich szczeblach, sukcesow i niepowodzen, sprawdzo-
nych i niesprawdzonych idei. Ale caly ten material nie ma Zadnej wartosci,
poki jego filozofia nie daje si¢ zrealizowac.

Na mala skale pokazano, ze daje sie. Na duza skale dowod bedzie sprawa
czasu. Edukacja innowacyjna jest procesem uczenia si¢ spoleczenstwa, ale
w poréwnaniu z indywidualnymi uczniami, grupami uczacych si¢ czy insty-
tucjami rozwoju, spoleczenistwo jest najwolniejszym ze wszystkich uczniem,
a nadto istnieja latwiejsze przedmioty do uczenia si¢ niz matematyka
1 nauczanie matematyki.

Nie pisalem tego artykulu z zamiarem wprowadzenia w Zycie pewnych
idei nauczania matematyki, wobec jego rozmiar6w byloby to bowiem niece-
lowe, bede si¢ jednak staral da¢ przynajmniej pewien poglad na to, co moje
hasta w istocie znacza.

12. Zaczne¢ od historyjki z przedszkola. W sali jest akwarium z rybami
1 od czasu do czasu nalezy je oczysci¢. Dzieci obserwuja, jak robi to
nauczycielka. Ryby trzeba polapa¢ w siateczke i poprzektada¢ do innego
naczynia. ,, Teraz latwo mozemy policzy¢ ryby” — moéwi Ania. Sprobowala,
ale bez powodzenia: ,,Prosze pani, one si¢ wszystkie bardzo rzucaja”.

Nauczycielka wylapuje ryby jedna po drugiej. Trzy zostaly policzone, ale
zaraz potem zostaly zlapane razem trzy nastgpne. ,,Prosz¢ pani, znow ich nie
moge¢ liczy¢” — zali si¢ Ania. A pani podpowiada: ,,Sprobuj je rysowaé, a
jak je narysujesz, policzysz na papierze”. Pomyst jest dobry, Ania chwyta za
papier i olowek. ,,Poczekaj chwileczk¢” — mowi. Rysuje najpierw trzy ryby
w tym drugim naczyniu, a nastgpnie trzy wlasnie zlapane. I dalej idzie juz jej
latwo, nie pomija zadnej ryby. A kiedy akwarium jest puste, liczy i dumnie
oznajmia: , Teraz wiem, ile ich jest: pigtnascie”.

Kilka dni p6zniej dwie ryby zdechly. ,,Co za szkoda, teraz moje liczenie
na nic” — powiada. Nie wie, ile jest zywych ryb w akwarium. ,,Wez swoj
rysunek ryb” — podpowiada nauczycielka. Ania skre§la dwie ryby i znéw
zna odpowiedz.

13. Nie musz¢ chyba komentowac tej historyjki, kazdy komentarz mogiby
ja zepsuc. Nie moge jednak nadal tylko opowiada¢ krotkich czy dtuzszych
historyjek. Taka dluzsza historia bylaby bajkowa wyspa, na ktdrej pierwszo-
klasiéci spedzili kilka miesigcy swojej edukacji matematycznej. Przyplywaja
lodzig (rys. 2).

Ile dzieci, ile autobuséw z dwoma lub trzema miejscami w rzedzie?
Ktoredy jada? Jaka jest najkrotsza droga i jak ja opisac? Jaka ma diugosc?
Ktoredy i§¢ od wiatraka do latarmi morskiej? Odgadnij napisy na tym
drogowskazie. Gdzie on moze stac (rys. 3)? Wieze na wyspie zbudowane sg
z takich samych kawaltkow, jak mozesz je opisaé (rys. 4)?

Jak mozesz si¢ wspia¢ na gore klockow w prawym jej rogu (rys. 5)? Z ilu
klockéw sig ona sktada? Jak mozesz opisaé te struktury klockowe (rys, 6)?
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-

Rys. 4

Co widzisz z tego punktu wyspy i gdzie to zdjgcie zostato zrobione (rys. 7)?
Ile jest miejsc na tym parkingu? Linie autobusowe z ludzmi wsiadajacymi
1 wysiadajacymi oferujg sposéb uprawiania arytmetyki (rys. 8).

14. W r6znych koncepcjach Nowej Matematyki podstawowa role odgry-
waja zbiory. Nie trzeba chyba tlumaczy¢, ze IOWO moze si¢ oby¢ bez tej
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Rys. 5

Rys. 8



136 H. Freudenthal

przedwczesnej abstrakcji. Liczba ani si¢ nie opiera na pojeciu zbioru, ani nie
jest w oparciu o nie wprowadzana. Kilku przykladow, jak si¢ do pojecia
liczby dochodzi i jaka si¢ mu nadaje strukturg, dostarczaja rysunki. Ile jest
chusteczek? Ile jest spinek? Czy moze ich by¢ mniej? (rys. 9). Czy ksigzycow
jest wiecej niz stonic (rys. 10)? Wigcej bialych czy czarnych peret (rys. 11)?
Skad wiesz, ze te liczby sa réwne?

Rys. 9 Rys. 10

Rys. 11

-

15. Bajkowa wyspa jest takim rodzajem kontekstu, ktdry w terminologii
IOWO nazywa si¢ ,,umiejscowieniem” (location). Innym rodzajem jest ,,histo-
ryjka” Jej przykltadem moze by¢ akcja ratownicza jachtu Bermuda, zidentyfi-
kowanego i uratowanego przez holownik (lekcja dla dzieci w klasie 1V-V).
Dostarcza ona okazji do nauki postugiwania si¢ mapami i robienia geome-
trii. Przytocze jedno tylko pytanic z tej historyjki: w jakim porzadku
byly wykonywane te zdjecia z pokiadu zaglowca plynacego wzdluz brzegu
(rys. 12)?

16. Stosunek jest jednym z najpotezniejszych $rodkow strukturalizacji
rzeczywistosci, ale w nauczaniu matematyki zostal on silnie zredukowany
przez przedwczesne matematyzowanie i formalizowanie. Podejscie IOWO
ilustruje fragment lekcji (klasy I-II) pokazany na rys. 13.

»Jak mySlisz, jak wysoki bylby§ na tym obrazku?” Karol pokazuje. ,,.Czy
wszyscy -si¢ zgadzaja?’ Jan mysli, ze Piotr bylby wyzszy: ,,Ale nie bylbys az
tak wysoki, jak te drzwi.” Karol poprawia swoja ocene.
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Rys. 12. W jakiej kolejnosci byly wykonane te zdjecia?
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Nauczyciel dotacza druga czes¢ obrazu. ,Jak to jest mozliwe?” ,,Ach,
przeciez to dom dla lalek!” (%)

Inny przykiad: do kogo nalezg te ubrania (rys. 14)?

Jeszcze inny przyklad: Pokazujemy dzieciom zdjgcie najwigkszej na $wie-
cie sruby okrg¢towej 1 stojacych obok robotnikéw. Problem: Jak wielka jest
‘ta sruba?

17. Wedlug programow IOWO na wyzszych poziomach nauczania duza
rol¢ odgrywaja projekty. Przyktadem (klasa VII) jest projekt Belvia: zaczyna
si¢ go od kostek 1 dochodzi do ksztaltu domoéw, ktére mozna zbudowac z 4
kostek, wybierajac jeden z nich (rys. 15).

Na pewnym obszarze projektuje si¢ osiedle domkow (rys. 16). Planuje sie
tych domkoéw pig¢, w zwiazku z czym powstaja takie pytania, jak: ktora
dziatk¢ wolisz? Jakie sa pola tych dzialek? Jaka cena (przy znanej cenie za
1 m?)? Nastepnie prosi si¢ dzieci o zaprojektowanie ich wlasnych domkoéw,
przy ich zadanym ksztalcie (rys. 17). Dla ulatwienia moga dostaé rzeczywiste
plany wykonane przez architekta specjalnie dla tego projektu (rys. 18).

(*) Uczniom holenderskim znane jest Madurodam (znajdujace si¢ w Hadze), miniatura
miasteczka holenderskiego, odwiedzane® masowo przez dzieci i turystéow. W Madurodam domy,
skopiowane dokladnie z zabytkowych domoéw holenderskich, sa mniejsze, od dzieci; jezdza tam
pociagi elektryczne itd., wszystko w jednej skali (przyp. red.).
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Rys. 14

Rys. 15
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Rys. 16

Rys. 17
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Rys. 18. Domek rekreacyjny, typ Belvia

18. Na tym skonczmy. Nie silgc si¢ na poglad calosciowy, przedstawilem
kilka przykladow ilustrujacych fundamentalne idee IOWO, streszczone
w p. 10 w postaci kilku hasel. Przeglad programéow IOWO zawiera artykut
Five years of IOWO0, Educational Studies in Mathematics 7.3 (1976).

Ttum. Roman Duda



