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Fermata jest stuszne dla wykladnika p.

(Liczby regularne mozna definiowaé na kilka

sposobow, z ktérych najbardziej elementar-

ny brzmi: liczba pierwsza p jest regularna,

jezeli dla k =1, 2,3, ..., {p—3) suma
l2k+22k+32k+ _+_(p__1)2k

nie dzieli si¢ przez p?)

Rozdziat VIII Po Kummerze nowe $wiatlo
poswigcony jest rezultatom, zwigzanym z
twierdzeniem Wiefericha, ktéry w 1909 roku
pokazal, ze jezeli w pierwszym przypadku
twierdzenie Fermata jest falszywe dla pewnej
liczby pierwszej p, to zachodzi kongruencja
2! = [(mod p?). Wynik Wiefericha jest w
istocie bardzo silny, bo jak dotad znamy
jedynie dwie liczby pierwsze, spelniajace ten
warunek, a mianowicie p = 1093 i 3511.
Autor podaje dowdd rezultatu Wiefericha,
znaleziony przez Mirimanoffa, a oparty na
pewnej tozsamosci Eulera.

Wynik Wiefericha zostal nastgpnie wzmoc-
niony przez Mirimanoffa 1 Morishime
przez  zastapienie kongruencji 2’"!'=
= 1(mod p?) przez a*~' = 1(mod p?) przy
dowolnej liczbie pierwszej a < 31. Morishi-
ma twierdzil, z¢ to samo zachodzi takze dla
a = 37, 41 i 43, ale jego dowdd wzbudza
pewne watpliwosci.
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W rozdziale IX Sila teorii cial klas podaje
si¢ zastosowania metod algebraicznej teorii
liczb, ktore pojawily sig w XX wieku, do
zagadnienia Fermata, a rozdzial X Swieze
wysitki daje przeglad ostatnich rezultatéw na
omawiany temat. Znajdujemy tu wynik
Wagstaffa, dajacy stuszno$c twierdzenia Fer-
mata dla wszystkich nieparzystych liczb
pierwszych mniejszych od 125 000.

Rozdziat IX Oszacowania podaje szereg
rezultatdow oszacowujacych  wielkos¢ ewen-
tualnych rozwiazan roOwnania Fermata. Wy-
nika z nich np., ze jezeli liczby x, y, z sa
kontrprzykladem na twierdzenie Fermata, to
kazda z nich musi mie¢ przynajmniej 18-10°
cyfr w rozwinigciu dziesigtnym. Dwa ostatnie
rozdziaty: Kongruencja Fermata i Wariacje i
Fuga na pewien tematr omawiaja roznego
rodzaju analogony zagadnienia Fermata.

Jak z powyzszego przegiadu tresci wynika,
ksiazka P. Ribenboima zawiera sporo bar-
dzo interesujacego materiatu, a Ze jest napisa-
na lekko i czyta si¢ ja przyjemnie, mozna ja
$miato poleci¢ kazdemu, kto interesuje sig¢
teoria liczb.

Wiadystaw Narkiewicz

P. D. T. A. Elliott, Probabilistic Number Theory I, 1I, Grundlehren
der mathematischen Wissenschaften tom 239, 240, Springer-Verlag, Berlin—
—Heidelbergstr—New Ycrk 1980, str. XXII+393, XVIII+375, cena DM
74.—, DM 70.—, ISBN 3-540-90437-9, 3-540-90438-7.

Dwutomowe dzielo P. D. T. A. Elliotta
jest dopiero druga monografia na $wiecie
poswigcona  wylacznie  probabilistycznej
teorii liczb. Pierwsza stanowi ksigzka wy-
bitnego matematyka litewskiego J. Ku-
biliusa  zatytulowana do$¢  ostroznie
W ierojatnostnyje mietody w tieorii czisel.

W 1917 roku G. H. Hardy i bardzo orygi-
nalny matematyk hinduski S. Ramanujan
opublikowali pionierska prace na temat
wielkoéci $redniej dla funkcji w(n) — liczby
roznych dzielnikow pierwszych n. Wynik
stwierdza, ze dla dowolnej funkcji ¥(x)
rosnace) do mnieskonczonosci, gdy x — x,
zachodzi wzor

1
p #{n< x; |o(n)—loglog x| >

> Y{x) (log log x)''?} - 0,
gdzie # A oznacza liczebnos¢ zbioru A4

W 1932 roku P. Turdn podal zupelnie
inny dowdd Kkorzystajacy z elementarnej
nieréwnosci

Y (o(n)—log log x)2< cx log log x,
n<x
gdzie ¢ jest stata.

Obie prace daly poczatek probabili-
stycznej teorii liczb. Nieco pdZniej, po wykry-
stalizowaniu si¢ podstawowych poje¢ ra-
chunku prawdopodobienstwa (aksjomatyka
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Kolmogorowa 1933), mozna bylo spojrzed
na wyniki Hardy’ego--Ramanujana i Turdna
znacznie szerzej. Pierwszy rezultat sugeruje
pytanie, jakie funkcje arytmetyczne f(n)
maja rozklady graniczne, tj. czy

vy(ns f(m=A(0) < zB(x)E

=— #{n < x; f(W—Alx) < zB(x)]
X

ma granicg¢ F(z), gdy x — oc, dla odpowied-
nio dobranych funkcji A(x) i B(x) (normali-
zacja). W oszacowaniu Turdna Czytelnik z
latwoscia  dopatrzy  si¢  nieréwnosci
Czebyszewa.

Podstawowe badania teorii dotycza funk-
¢ji addytywnych i multyplikatywnych. Funk-
cja f(m) nazywa si¢ silnie addytywna, jesli
f(mn) = f(m)+ f(n) dla kazdej pary liczb
m, n wzglednie pierwszych i f(p*) = f(p),
a > 1. A zatem f(p) dla liczb pierwszych p
wyznaczaja wszystkie wartosci funkcji. War-
to$¢ $rednia -i dyspersje definiuje sie
odpowiednio

Ax) =Y f(p)/p

psx

Bx) = % f(p)p.
P<x
W 1939 roku P. Erdds i M. Kac udowodnili,
ze jesli | f(p) <1 1 B(x) - o, to f(n) ma
rozktad Gaussa )

z

1
F(z) = — je“"zfzdw.
2n
[

Jest to centralne twierdzenie graniczne dla
zmiennych losowych okreslonych
nastgpujaco: X, = f(p) z prawdopodo-
bienstwem 1/p i X, = 0 z prawdopodo-
bienstwem 1—1/p.

Metody Erdosa i Kaca byly raczej nasla-
downictwem metod rachunku prawdopodo-
biehstwa niz precyzyjnym zastosowaniem
odpowiednich twierdzen. W owym czasie
postugiwano si¢ intuicyjnym pojgciem prze-
strzeni probabilistycznej. Dopiero w latach
1945-1955 J. Kubilius skonstruowal adek-
watna przestrzen probabilistyczng, w ktorej
mozna $ci$le stosowaé ogoélne wyniki ra-
chunku prawdopodobienstwa. Waznym ele-

mentem konstrukgji jest tzw. ,Lemat Funda-
mentalny” z teorii sita, pozwalajacy wpro-
wadzi¢ pojecie niezaleznosci zmiennych loso-
wych X,

Dalsze losy teorii przedstawi¢ przy okazji
omawiania zawartosci ksigzki Elliotta.

Pierwszy tom sklada si¢ ze wstepu 1 10
rozdzialow. Juz ze wstgpu (16 stron) Czytel-
nik moze calkiem dobrze zapoznaé si¢ z
olbrzymim arsenalem réznych metod stoso-
wanych w ksigzce. W rozdziale 1 autor ze-
bral potrzebne wyniki z teorii miary, ra-
chunku prawdopodobienstwa i analizy fou-
rierowskiej. Niektore z nich s3 malo znane i
moga zainteresowaé tych, ktérzy nie zamie-
rzaja przestudiowac calego dzieta.

Rozdzial 1l zawiera podstawowe wyniki z
elementarnej i analitycznej teorii liczb; a
zatem metode sita A. Selberga, twierdzenie o
liczbach pierwszych tj. wzor asymptotyczny
n(x) ~ x/log x dla liczby liczb pierwszych
p < x i teorig¢ szeregdbw Dirichleta ze szcze-
gélnym uwzglednieniem twierdzen taube-
rowskich. Duze znaczenie w probabilistycz-
nej teorii liczb maja szeregi Dirichleta o
wspolczynnikach multyplikatywnych. Wyni-
ka to z faktu, ze funkcja charakterystyczna
dla sumy zmiennych losowych X, pln. jest
multyplikatywna.

W nastgpnym rozdziale autor wykorzystu-
je Lemat Fundamentalny do konstrukcji
modelu pgzestrzeni probabilistycznej Kubi-
liusa. W modelu tym zmienne losowe X, sa
prawie niezalezne dla p nie przekraczajacych
pewnej wielkosci r. Suma zmiennych X, po
wszystkich dzielnikach pierwszych liczby n
daje funkcje addytywna f(n), a suma
czgsciowa X,, pln, p < r, dobrze aproksy-
muje f(n). Podano wyrazne oszacowania dla
biedu przyblizenia.

Rozdzial IV poswigcony jest nierdwnosci
Turdana—Kubiliusa, tj. nierdwnosci Czebysze-
wa dla dowolnej funkcji addytywnej f(n).
Wynik jest prosta konsekwencja nieréwnosci
wielkiego sita. Tworca wielkiego sita byt J.
W. Linnik (1941). Duzego post¢pu dokonat
A. Rényi. On tez podat interpretacje metody
sita w terminach probabilistyki. Metody
wielkiego sita byly bardzo popularne w la-
tach szesédziesiagtych (Bombieri, Selberg, Da-
venport, Halberstam, Haldsz, Montgomery).
Znaczacy wklad do rozwoju wielkiego sita
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wniost sam Elliott. W recenzowanej ksigzce
autor wybral wlasng metode opublikowana
w Acta Arithmetica 18 (1971). Dla recenzenta
najcickawszg wydaje si¢ metoda Haldsza
wykorzystujaca znana zasade dualnosci, ze
nosmy operatora i jego Sprzezonego sa row-
ne (w odpowiednich przestrzeniach). Autor
poswigca tej zasadzie jeden paragraf.

W rozdziale V dowodzi si¢ twierdzenia
ErdGsa-Wintnera podajacego warunki ko-
nieczne i wystarczajace na to, by funkcja
addytywna miala rozklad graniczny. Zba-
dano funkcj¢ charakterystyczna rozktadu
granicznego 1 typ zbieznosci. Podano kilka
przyktadow.

W rozdziale VI pojawiaja si¢ nowe wielkie
postacie teorii, mianowicie H. Delange, E.
Wirsing i G. Halasz. Ich wyniki dotycza
wzoréw asymptotycznych dla wartosci $red-
nich funkcji multyplikatywnych. Wyniki zo-
staly wykorzystane w nastgpnym rozdziale
do scharakteryzowania wszystkich funkcji
addytywnych, ktore po odpowiedniej trans-
lacji maja rozkiady graniczne.

W rozdziale VIII bada si¢ rozmieszczenie
wartoséci  funkcji- addytywnych modulo 1
(czgsci utamkowych f(n)). Temat ten nieco
odbiega od gtownego nurtu ksiazki.

Dalej, w rozdziale IX, autor wraca do
tematyki rozdzialu VI, rozszerzajac poprzed-
nie wyniki za pomoca silnigjszych metod
Haldsza.

W ostatnim rozdziale podaje si¢ warunki
konieczne i zarazem dostateczne na to, aby
wartos¢ srednia funkcji muityplikatywnej
byla rézna od zera. Glowne wyniki nalezg
do Delange’a i Elliotta.

Drugi tom tematycznie jest $cista konty-
nuacja pierwszego, natomiast jesli chodzi o
metody, to jest on w duzym stopniu nieza-
lezny. Centralnym problemem jest, jak po-
przednio, istnienie rozkladow granicznych
dla funkcji addytywnych.

W rozdziale X1 otrzymuje si¢ wyniki
wstepne. Najogélniej* moéwiac podane sa
warunki na A4;(x) i B;(x) (porownawcze wzo-
ry asymptotyczne), przy ktérych czestosci
ve(n; filn)— Ai(x) < zBi(x)), i =1, 2, zbie-
gaja do tego samego rozkladu (w réznym
sensie).

Rozdziat XII zawiera kompletny dowdd
twierdzenia Erdosa—Kaca. Jedna z wersji po-

daje warunek Fellera—Lindeberga ja)co ko-
nieczny na to, by czgsto§¢ v,(n; f(n)—
— A(x)< zB(x)) dazyla do rozktadu normal-
nego, gdy x — . Ponadto przeprowadza
si¢ analogiczne badania dla funkcji addytyw-
nych obcigtych do zbioru liczb postaci p+1,
gdzie p przebiega liczby pierwsze. Wyniki sa
glebsze z powodu zastosowania twierdzenia
Bombieriego o rOwnomiernym rozmieszcze-
niu liczb pierwszych w postgpach arytmety-
cznych. W tym przypadku podstawowe wy-
niki naleza do Elliotta i Katai.

W dwu nastgpnych rozdziatach bada sig
slabe prawo wielkich liczb dla funkcji silnie
addytywnych.

W rozdziale XV rozstrzyga si¢ nast¢pujace
pytanie Hardy’ego i Ramanujana: dla jakich
funkgji arytmetycznych f(n) istnieja niemale-
jace funkcje g(n) (zwane ,,normal order”) ta-
kie, ze |f(m)—gn) < eg(m) dla prawie
wszystkich n (w sensie gestosci naturalnej).

Trzy kolejne rozdzialy poswigcone sg ba-
daniom ogoélnych rozkladéw granicznych dla
funkcji addytywnych, tj. istnieniu granicy

G(z) = lim v, (n; f(n)—a(x) < zB(x)

przy odpowiednim unormowaniu a(x), f(x)
nie koniecznie standardowym A(x), B(x).
Wyniki nie sa kompletne. W szczegdlnych
przypadkach, gdy zaklada sig, ze G(z) jest
rozkladem Gaussa lub Cauchy’ego, otrzymu-
je si¢ pelna charakteryzacje a(x) i B(x). W
innych twierdzeniach pokazuje sig, jakie roz-
kiady nie moga wystgpowaé dla funkcji ad-
dytywnych.

W rozdziale XIX bada si¢ wzory asympto-
tyczne dla wartosci Srednich funkcji multy-
plikatywnych. Duzg wage przywiazuje si¢ do
oszacowania wyrazu bledu. Podstawowym
narzegdziem jest metoda E. Wirsinga zblizona
do tej, ktorej A. Selberg uzyl w elementar-
nym dowodzie wzoru asymptotyczucgo dla
liczby liczb pierwszych p < x.

W  nastepnym rozdziale szacuje sig
szybko$¢ zbieznosci czgstosci v, (n; f(n)—
—~A(x) < zB(x)) do rozktadu normalnego.

Rozdziat XXI jest zatytulowany , twierdze-
nia lokalne dla funkcji addytywnych”. Cho-
dzi o zbadanie granicy lim v/(n; f(n) =

X
= a). Okazuje si¢, Ze granica istnieje i jest
réozna od zera dla najwyzej przeliczalnej
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mnogos$ci . Najglebszy i elegancki rezultat
nalezy do G. Haldsza, mianowicie dla do-
wolnej funkcji addytywnej f{n) i dowolnych
liczb rzeczywistych a, x > 1, zachodzi nie-
réwnosé

wlmi S =a) <c( ¥ p7Y)

£x

sm#o

gdzie ¢ jest pewng stala absolutna.

Przedostatni rozdzial dotyczy bardzo wa-
znej funkcji arytmetycznej h(n) — liczby klas
ideatow ciala kwadratowego o wyrdzniku
—n. Nie jest to funkcja ani addytywna, ani
multyplikatywna. Malo wiadomo o h(n) dla
pojedynczych wartoéci n, natomiast znane s3
do$¢ silne wzory asymptotyczne dla momen-
tow. W ksiazce autor dowodzi istnienia dy-
strybuanty asymptotycznej dla h(n)/ \/7—1

W ostatnim rozdziale autor sformulowal
wiele probleméw i postawil kilka hipotez.

Ksiazka Elliotta jest przeznaczona dla
specjalistow z teorii liczb. Przedstawia ona

duza warto$¢ réwniez dla matematykow
pracujacych wylacznie w probabilistyce.

Uwazam, ze recenzowana ksigzka ilustruje
glowny nurt probabilistycznej teoriii liczb.
W ksigzce Czytelnik nie znajdzie zadnego
$ladu dwoch poteznych metod wspdiczesne)
analitycznej teorii liczb, mianowicie metody
dyspersyjnej i metody ergodycznej Linnika.
Te dwie metody stosuje si¢ do innych za-
gadnien.

Autor potraktowal zadanie napisania ob-
szernej monografii bardzo powaznie i wy-
konal je z entuzjazmem. Kazdy rozdzial za-
koriczony jest obszernymi uwagami meryto-
rycznymi i historycznymi. Bardzo atrakcyjne
s zamieszczorle wypowiedzi 1 listy Erdosa,
Turdna oraz innych ciekawych osob. Przed
strona tytulowa umieszczono reprodukcje
fotografii Turdana, Erdésa, Kaca i Kubiliusa
— prekursorow teorii.

Henryk Iwaniec
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