. fwmplﬁ
18 Z. Adamowicz 1897

Cytowane prace W. Sierpidskiego

[1]1 Les ewemples effectifs et I'axiome du choiz, Fund. Math. 2(1921), 112-118.
[2] L’axiome de M. Zermelo et son réle dans la théorie des ensembles et I’analyse, Biul,
PAU (1918), 97-152.
[3]1 Cardinal and ordinal numbers, Monografie Matematyczne, Warszawa 1965, PWN.
[4] Démonstration de Végalité 2™ —m = 2™ pour les mombres cardinaux transfinis,
Fund. Math. 34 (1947), 113-118.
[6]1 Sur la différence de deux nombres cardinauw, ibidem 34 (1947), 119-126.
[6]1 Sur Végalité 2m = 2n pour les nombres cardinaux, ibidem 3 (1922), 1-6.
[7] Sur Pimplication (2m < 2n)->(mt < n) pour les nombres cardinaux, ibidem 34 (1947),
148-154.
[8] L’hypothése généralisée du continu et 'axiome du choiz, ibidem 34 (1947), 1-5.
[9] Sur un théoréme équivalent & Uhypothése du continu (2% = §,), Biul. PATU (1919),
1-3.
[10] Sur quelques propositions concernant la puissance du continu, Fund. Math. 38
(1951), 1-13.
[11] Sur un théoréme de recouvrement dans la théorie générale des emsembles, ibidem
20 (1933), 214-220.
[12] Sur les suites transfinies finalement disjointes, ibidem 28 (1937), 115-119.
[13] Sur un probléme concernant les sousensembles croissant du continu, ibidem 3 (1922),
109-112.
[14] Surles ensembles presque contenus les uns dans les autres, ibidem 35 (1948), 141-150.
[15] Sur une suite transfinie d’ensembles de nombres naturels, ibidem 33 (1945), 9-11.
[161 Sur un probléme de la théorie des relations. Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa, IT se-
ria, 2 (1933), 285-287.
[17] Généralisation d’un théoréme de Cantor concernant les ensembles ordonnés dénom-
brables, Fund. Math. 18 (1932), 280-284. _
[18] Sur une propriété des ensembles ordonnés, ibidem 36 (1949), 56-67.
[19] (wspblna z A. Tarskim) Sur la division des types ordinauwr, ibidem 35 (1948),
1-12.
[20]1 Sur une propriété caractéristique des mombres inaccessibles, ibidem 15 (1930),
292-3090.
[21] Fonctions additives non complétement additives et fonctions non mesurables, ibidem
30 (1938), 96-99.

RyYszARD ENGELKING (Warszawa)

O pracach Waclawa Sierpinskiego z topologii

Topologia — ze wzgledu na bogactwo przykladéw i wyraZng treéé
geometryczng zagadnien — nalezala do dziedzin, ktére Waclawa Sierpin-
skiego szczegdlnie interesowaly. Zajmowal sie nia od roku 1910, kiedy
to oglosil prace Nowy sposdb dowodzenia twierdzenia Bolzano—Weierstrassa*,

* Praca [30] w bibliografii otwierajgcej Oeuvres choisies Sierpiriskiego, PWN,
Warszawa 1974; w dalszym ciaggu liczby w nawiasach kwadratowych odsylaja do
tej bibliografii, po numerze pracy podajemy rok jej publikacji: [30, 1910].
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az do polowy lat pieédziesigtych. Wyniki najwazniejsze, te ktére mozna
dzi§ bez wahania nazwaé klasyeznymi, uzyskal w pigcioleciu 1916-1920;
dotyczg one wszystkie krzywych i continuéw. Mniej wigcej w tym samym
czasie Sierpinski przeprowadzil poréwnanie rozmaitych pojeé ,,wysokiego
stopnia niespdjnofei” zbioréw, uzyskujac rezultaty, ktére zaliczamy
obecnie do teorii wymiaru. Nieco pdzniej — az do poczgtku lat trzydzie-
stych — zajmowat sie sporadycznie ogdlniejszymi wlasnosciami topologicz-
nymi, takimi jak zwarto§é, wlasno§é Lindelofa, ofrodkowosé, wiasno§é
Baire’a i topologiezna zupelnosé.

Zawsze interesowalo go zagadnienie stopnia efektywnoféci dowodow,
w szczegdlnodei mozliwo$é wyeliminowania z prowadzonych rozumowan
i konstrukeji pewnika wyboru i liczb porzgdkowych: stad duza liczba
prac, réwniez i topologicznych, zawierajacych nowe dowody dawniej-
szych — cudzych i wlasnych — rezultatéw. Z topologia zwigzane s takze
liczne twierdzenia i przyklady Sierpinskiego, ktére formalnie wypada
zaliczyé do innych dziedzin: teorii funkeji rzeezywistych, deskryptywnej
teorii mnogogei, albo teorii miary. Scisle rozgraniczenie i klasyfikacja
wyniké6w nie 83 mozliwe w przypadku umystu tak uniwersalnego i tak
niezaleznego jak Sierpinski, ktéry, odpowiadajae na ciekawe dla siebie
pytanie dotyczace prostej czy przestrzeni euklidesowej, jak sadze, nie
zastanawial sie nigdy, jaki dzial matematyki wlagnie uprawia.

Ograniczajge sie do tematéw tradycyjnie zaliczanych do topologii,
oméwimy teraz zwiezle najwazniejsze osiggniecia Waclawa Sierpinskiego
w tej dziedzinie.

I. Teoria krzywych i continuéw

Kiedy Sierpiriski rozpoczynat prace naukows, krzywe plaskie definio-
wano dwojako i nier6wnowaznie: krzywq cantorowskq nazywano conti-
nuum plaskie majace puste wnetrze, a krzywq jordanowskq — continuum
Plaskie bedgce cigglym obrazem odcinka [0, 1]. Obie te definicje, poczat-
kowo uznane za trafne, zostaly z czasem zakwestionowane jako niezgodne
z intuicja: do krzywych jordanowskich niespodziewanie przyszio zaliczyé
kwadrat (Peano 1890, inna konstrukeja w pracy Sierpinskiego [51, 1912]),
2 wfréd krzywych cantorowgkich znaleziono krzywa nie zawierajaca
tukéw, tzn. zbioréw homeomorficznych z odecinkiem [0, 1] (Janiszewski,
1912).

Dwie podstawowe prace Sierpinskiego dotyczace krzywych ([90, 1916]
(anons [76, 1915]) i [84, 1916] (anons [81, 1916])) stanowily w intencji
autora dalszy cigg ataku na definicj¢ krzywej. Sierpinski cheial wykazaé,
ze réwniez krzywe, ktére sa jednocze§nie cantorowskie i jordanowskie,
majy paradoksalune wlasnosci, i podat w tym celu dwa slawne przyklady:
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przyklad krzywej cantorowskiej i jordanowskiej, ktérej kazdy punks
jest punktem rozgalezienia, tzn. punktem, z ktérego wychodzg trzy
luki majace jedynie wspoélny poczatek, oraz przyklad uniwersalnej krzy-
wej cantorowskiej, tj. krzywej cantorowskiej (i jordanowskiej), ktéra
zawiera topologiczng kopie kazdej krzywej cantorowskiej. Rysunki tych
krzywych, czy raczej ich przyblizen, znane sg chyba kazdemu:
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Zeby wierzeholki tréjkata byly takze punktami rozgalezienia, Sier-
pinski skleit sze§é egzemplarzy swojej krzywej, umieszezonych w szedcio-
boku foremnym.

Dalszy rozwéj topologii dowiédl, ze krzywej plaskiej nie mozna zdefi-
niowaé trafniej niz przez polgczenie warunkéw Cantora i Jordana (we
wspolczesnej terminologii s3 to krzywe lokalnie spojne). Zjawiska, ktére
Sierpinskiemu i jego wspolczesnym wydawaly sie paradoksalne, poddane
dalszym badaniom zaowocowaly szeregiem twierdzen dotyczacych rzedu
punktow krzywej i rozmaitych przestrzeni uniwersalnych. Dodajmy jesz-
cze dla §cisto$ci historyczne], ze krzywa uniwersalna Sierpinskiego byla
badana w roku 1915 przez Mazurkiewicza, ktéry wykazal, ze wszystkie
jej punkty sg punktami nieskonezonego rozgalezienia.

Kontynuujae badanie krzywych Sierpinski podal w pracy [94, 1917]
(wersja polska [91, 1916]) charakteryzacje tuku jako continuum X o tej
wlasnofci, ze dla kazdego punktu z e X, réznego od dwu ustalonych
punktéw a, b e X, przestrzen X mozna przedstawi¢ w postaci sumy
zbior6w domknietych A i B, zawierajacych odpowiednio punkty a i b
i spelniajacych warunek ANB = {x}. Podobng charakteryzacje hukéw
plaskich podal Lennes w roku 1911, na dowolne tuki nogdlnili jg, poza
Sierpinskim, Straszewicz (1918) i Moore (1920).
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Gléwne wyniki Sierpifiskiego w teorii continuéw — to dwa znakomite
twierdzenia dowodzone obecnie we wszystkich niemal podrecznikach
topologii, a mianowicie charakteryzacja obrazéw cigglych odeinka [0, 1],
tzn. continuéw lokalnie spéjnych, jako tych continuéw, ktére przy kazdym
&¢> 0 mozna przedstawié w postaci sumy skonczenie wielu continuéw
o §rednicy mniejszej niz ¢ (zob. [129, 1920]), oraz twierdzenie o nierozkla-
dalno$eci continuéw na przeliczalnie wiele parami rozlgeznych niepustych
zbioré6w domknietych (zob. [115, 1918]).

II. Zbiory ,,niespéjne w wysokim stopniu”. Teoria wymiaru

Zainteresowanie Sierpinskiego zbiorami ,bardzo niesp6éjnymi” obu-
dzit, jak mozna sadzié, podany w roku 1913 przez Mazurkiewicza rozklad
plaszezyzny na dwa zbiory punkioksztaline (tj. nie zawierajgce nietrywial-
nych continuéw; pojecie to pochodzi od Janiszewskiego). Podobnym
rozkladom poswiecit Sierpinski prace [63, 1913], [125, 1920] i [163,
1922]. W pierwszej z nich podal prosta konstrukeje takiego rozkladu,
a w drugiej wykazal, Ze dopetnienie plaskiego zbioru punktoksztattnego
jest spoéjne (w [145, 1921] wynik ten uogdlnit na zbiory lezgce w dowol-
nych przestrzeniach euklidesowych) oraz — w notce — pokazal, w jaki
8pos6b za pomoca pewnika wyboru mozna rozlozyé plaszczyzne na dwa
zbiory, z ktérych zaden nie zawiera zbioru doskonalego, a wiec tym bar-
dziej continuum. W ten sposéb w rozwazaniach topologicznych pojawily
si¢ po raz pierwszy zbiory Bernsteina (Bernstein okreflit w roku 1908
podobny rozkiad prostej), uzywane do dzisiaj w bardzo wielu konstruk-
cjach.

Dla Sierpinskiego podobnie brutalne rozwigzanie zagadnienia bylo
tylko ciekawostksg. Interesowaly go rozklady efektywne i to na zbiory
mozliwie niskiej klasy borelowskiej. Takim wiadnie rozkladom poswiecona
jest wspélna z Kuratowskim praca [163, 1922], w ktérej podano rozklad
plaszezyzny na dwa zbiory punktoksztaltne, z ktérych jeden jest iloczy-
nem zbioru F, i zbioru G; a drugi suma F, i G4 oraz udowodniono,
ze z punktu widzenia teorii zbioréw borelowskich jest to najprostszy
z mozliwych przykladéw. Ostatnia praca zasluguje jednak na uwage
przede wszystkim ze wzgledu na zastosowana w niej metode. Chyba
wladnie w tej pracy uzyto po raz pierwszy wykreséw funkeji do konstrukeji
oscbliwych przestrzeni topologicznych; chwyt ten stosowano pézZniej
niejednokrotnie.

Do zbioréw ,bardzo niespéjnych” =zaliczaja sie oczywiScie zbiory
przeliczalne. Tym ostatnim Sierpinski po§wiecit dwie wazne prace.
W [126, 1920] (anons w [80, 1915]) wykazal, ze kazda przeliczalna prze-
strzen w sobie gesta jest homeomorficzna ze zbiorem liczb wymiernych,
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a w [127, 1920], wspolnie z Mazurkiewiczem, przeprowadzil pelng klasy-
fikacje przeliczalnych przestrzeni zwartych, ktére scharakteryzowal
topologicznie jako pewne zbiory liczb porzadkowych przeliczalnych.

W pracy [145, 1921] Sierpinski przeprowadzil klasyfikacje przestrzeni
lezgcych pomiedzy zbiorami przeliczalnymi a zbiorami punktoksztaltny-
mi. Rozpatrzyl zdefiniowane w roku 1914 przez Hausdorffa przestrzenie
dziedzicenie niespdjne (tj. mie zawierajace nietrywialnych podzbioréw
spojnych) i wprowadzil dwie dalsze klasy przestrzeni ,,bardzo niespéjnych”,
a mianowicie przestrzenie catkowicie niespojne (tj. takie, w ktorych kazda
par¢ punktéw mozna oddzielié zbiorami domknieto-otwartymi) i prze-
strzenie zerowymiarowe (tj. takie, w ktérych punkty mozna oddzielaé
od zbiorow domknigtych zbiorami domknieto-otwartymi). Wprowa-
dzone przez siebie pojecia nazywal oczywi§cie inaczej, w roku 1920 topo-
logiczne pojecie wymiaru jeszeze nic bylo znane.

Sierpiniski wykazat, ze wszystkie rozpatrywane przez niego klasy sa
rézne. Podal mianowicie przyklad przestrzeni calkowicie niespdjnej,
ktéra nie jest zerowymiarowa, oraz przyklad przestrzeni dziedzicznie nie-
spéjnej, ktora nie jest calkowicie niespdjna (ta ostatnia jest zarazem
pierwszym przykladem przestrzeni stabo jednowymiarowej); istnienie
przestrzeni punktoksztaltnych, ktére nie sa dziedzicznie niespéjne, jest
konsekweneja wspomnianego juz twierdzenia o spéjnosei dopeien pla-
skich zbioréw punktoksztattnych.

punktoksztattne

dziedzicznie niespojne

catkowicie niespojne

zerowymiarowe

przeliczalne

Teorie wymiaru wyprzedzil Sierpinski réwniez w pracy [154, 1922],
gdzie wykazal, ze kazdy podzbiér brzegowy przestrzeni euklidesowej R™
jest homeomorficzny z pewnym zbiorem nigdziegestym lezacym w R".
Z dowodu wynika, ze domkniecic owego zbioru nigdziegestego moze sie skla-
daé wylacznie z punktéw majacych co najwyzej n—1 wspoélrzednych
wymiernych. A zatem Sierpiriski w istocie scharakteryzowal podzbiory
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n-wymiarowe przestrzeni R™ jako zbiory o niepustym wnetrzu. Urysohn
i Menger otrzymali te nietrywialng charakteryzacje nieco pédzniej.

Innym waznym wynikiem Sierpinskiego nalezgcym do teorii wymiaru
jest twierdzenie z pracy [232, 1928], gloszace, ze kazdy niepusty podzbior
domkniety przestrzeni zerowymiarowe]j jest jej retraktem. Ten nietrudny,
ale tadny wynik okazal si¢ bardzo pozyteczny.

Do teorii wymiaru wypada takze zaliczy¢ cykl pieeiu prac [197, 1926],
(251, 19297, [254, 1929], [256, 1929] i [305, 1932] poswieconych pojeciu
homoi. To wprowadzone w roku 1910 przez Frécheta pojecie umarlo
juz, calkowicie zreszta zasluzenie, §miercig naturalng i o pracach mu
poswieconych nie warto by bylo zapewne wspominaé, gdyby nie wynikala
z nich pocieszajaca nauka, ze przyklady odnoszace sie nawet do niecieka-
wego pojecia moga byé interesujace i plodne. W pierwszej ze wspomnia-
nych prac, wspélnej z Kuratowskim, podano wladnie taki interesujgcy
przykiad, w ktérym zbiory Bernsteina pojawily sie po raz pierwszy w glow-
nym tek§cie pracy — a nie jak przedtem w notece — i juz bez zadnych
zastrzezen.

III. Ogélne wlasnoéci topologiczne

Na poczatku naszego stulecia podano kilka nieréwnowaznych defi-
nicji ,abstrakeyjnej przestrzeni”. Obok pojeé bardzo udanych, jak po-
jecie przestrzeni metrycznej (Fréchet 1906 r.), przestrzeni Hausdorffa
(Hausdorff 1914 r.) i przestrzeni topologicznej (Kuratowski 1922 r.), poja-
wily sie wtedy pojecia znacznie mniej interesujace, jak np. pochodzgce
takze od Frécheta pojecie Z-przestrzeni. To ostatnie, trudno dzi§ powie-
dzie¢ dlaczego, zainteresowalo matematykéw polskich, ktérzy poswiecili
mu kilka prac. Sierpinski i Kuratowski scharakteryzowali w [147, 1921]
zwarto§é i lindelofowskog§é takich przestrzeni, a sam Sierpinski podat
W [148, 1921] bardzo ladna charakteryzacje ich dziedzicznej o§rodkowosci
i dziedziczne]j lindeléfowskoéei w terminach wstepujacych i zstepujacych
Pozaskonczonych ciagéw zbioréw domknietych.

Dalsze wazne ogélnotopologiczne wyniki Sierpinskiego to:

(1) charakteryzacja zwarto§ci przez scentrowane rodziny zbioréow
domknietych ([108, 1918]), odkryta niezaleznie od anonsu Riesza z 1908 r.

(2) podana wspdlnie z Kuratowskim charakteryzacja zbioru lokalnie
domknietego jako réznicy dwéeh zbioréw domknigtych ([150, 19217);

(3) dowdéd niezmienniczosci wlasnodci Baire’a w wezszym sensie w za-
kresie przestrzeni zupelnych ([171, 19237);

(4) charakteryzacja topologicznej zupelnodei przestrzeni metrycznych
osrodkowych ([187, 19247);
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(5) dow6éd niezmienniczodei pojecia topologicznej zupelnogei prze-
strzeni metryeznych osrodkowych przy przeksztalceniach otwartych
([283, 1930]). _

Ten ostatni wynik zostal pézniej uogdélniony przez Hausdorffa na
dowolne przestrzenie metryczne.

Na uwage zasluguja takze dwie pdzne, juz powojenne, prace [493,
19457 1 [494, 1945] dotyczace przestrzeni metryeznych uniwersalnych.
W pierwszej z nich Sierpinski podat nowy dowéd twierdzenia Banacha~—
—-Mazura o metrycznej uniwersalnogeci przestrzeni funkeji ciagltych na od-
cinku [0, 1] w klasie przestrzeni metrycznych ofrodkowych, a w drugiej
wykazal m. in., ze z uogélnionej hipotezy continuum wynika istnienie
dla kazdej liczby kardynalnej m przestrzeni metrycznie uniwersalnej
w klasie przestrzeni metrycznych mocy m.

Przegladajac topologiczng spudcizne Waclawa Sierpiniskiego natrafia
sie czesto na prace stanowiace rozwigzanie najrozmaitszych probleméw —
wlasnych albo cudzych. Wéréd tych problemoéw sg trudniejsze i latwiejsze,
ale wszystkie dadza si¢ prosto sformutowad i s — zeby uzyé nieprecy-
zyjnego, ale wygodnego 1 nie pozbawionego trefci pojecia — naturalne.
Wydaje sie, ze ciekawo§é naukowa byla jednym z gléwnych bodZcéw
1 jedng z gléwnych cech Wactawa Sierpiniskiego. Szla z nig w parze zacho-
wana do poznego wieku §wiezo$é i spontaniczno§é myélenia, ktére skla-
niaty go do zajecia si¢ kazdym ciekawym pytaniem, ktére mu sie nasu-
nelo czy ktére mu zadano. Ot choéby takim: kiedy podzbidr linii prostej
typu F, mozna przedstawié¢ w postaci sumy przeliczalnie wielu rozlgcz-
nych zbioréw domknietych? Okazuje sie, ze wtedy i tylko wtedy, kiedy
wraz z kazdym odcinkiem otwartym zawiera on jego konce. ,,Dowdd tego
twierdzenia jest trudniejszy niz mozna by oczekiwaé” pisze Sierpinski
i podaje trzystronicowe rozumowanie ([257, 1929]). Moze tak wia$nie
powinno sie uprawia¢ matematyke.

A. ScmiNzEL (Warszawa)

Prace Waclawa Sierpinskiego z teorii liczb

Teorig liczb zajmowatl sie Sierpinski w pierwszym okresie swej twor-
czofci, w latach 1904-1911; jego 6wczesne prace dotyczyly analityeznej
teorii liczb i teorii aproksymacji diofantycznych. Powrécil do teorii liczb
w ostatnim okresie tworczo§ci, w latach 1947 -1969, i zajal si¢ elementarna.



