. fwmplﬁ
24 R. Engelklng 1897

(5) dow6éd niezmienniczodei pojecia topologicznej zupelnogei prze-
strzeni metryeznych osrodkowych przy przeksztalceniach otwartych
([283, 1930]). _

Ten ostatni wynik zostal pézniej uogdélniony przez Hausdorffa na
dowolne przestrzenie metryczne.

Na uwage zasluguja takze dwie pdzne, juz powojenne, prace [493,
19457 1 [494, 1945] dotyczace przestrzeni metryeznych uniwersalnych.
W pierwszej z nich Sierpinski podat nowy dowéd twierdzenia Banacha~—
—-Mazura o metrycznej uniwersalnogeci przestrzeni funkeji ciagltych na od-
cinku [0, 1] w klasie przestrzeni metrycznych ofrodkowych, a w drugiej
wykazal m. in., ze z uogélnionej hipotezy continuum wynika istnienie
dla kazdej liczby kardynalnej m przestrzeni metrycznie uniwersalnej
w klasie przestrzeni metrycznych mocy m.

Przegladajac topologiczng spudcizne Waclawa Sierpiniskiego natrafia
sie czesto na prace stanowiace rozwigzanie najrozmaitszych probleméw —
wlasnych albo cudzych. Wéréd tych problemoéw sg trudniejsze i latwiejsze,
ale wszystkie dadza si¢ prosto sformutowad i s — zeby uzyé nieprecy-
zyjnego, ale wygodnego 1 nie pozbawionego trefci pojecia — naturalne.
Wydaje sie, ze ciekawo§é naukowa byla jednym z gléwnych bodZcéw
1 jedng z gléwnych cech Wactawa Sierpiniskiego. Szla z nig w parze zacho-
wana do poznego wieku §wiezo$é i spontaniczno§é myélenia, ktére skla-
niaty go do zajecia si¢ kazdym ciekawym pytaniem, ktére mu sie nasu-
nelo czy ktére mu zadano. Ot choéby takim: kiedy podzbidr linii prostej
typu F, mozna przedstawié¢ w postaci sumy przeliczalnie wielu rozlgcz-
nych zbioréw domknietych? Okazuje sie, ze wtedy i tylko wtedy, kiedy
wraz z kazdym odcinkiem otwartym zawiera on jego konce. ,,Dowdd tego
twierdzenia jest trudniejszy niz mozna by oczekiwaé” pisze Sierpinski
i podaje trzystronicowe rozumowanie ([257, 1929]). Moze tak wia$nie
powinno sie uprawia¢ matematyke.

A. ScmiNzEL (Warszawa)

Prace Waclawa Sierpinskiego z teorii liczb

Teorig liczb zajmowatl sie Sierpinski w pierwszym okresie swej twor-
czofci, w latach 1904-1911; jego 6wczesne prace dotyczyly analityeznej
teorii liczb i teorii aproksymacji diofantycznych. Powrécil do teorii liczb
w ostatnim okresie tworczo§ci, w latach 1947 -1969, i zajal si¢ elementarna.
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teorig liczb. Poza tymi okresami opublikowal tylko dwie prace z teorii
liczb (miedzy 1917 r. a 1920 r.), nalezace tematycznie po jednej do kazdego
okresu. Dokonamy krétkiego przegladu prac z tych trzech dziedzin.
Prace z analitycznej teorii liczb powstaly pod wplywem Woronoja,
ktérego Sierpiniski byt uczniem. Pierwsza praca [1] dotyczy liczby punktéw
kratowych w kole. Niech A4 (z) bedzie liezbg tych punktéw w kole #2--
42 < . Stosujac geometryczng metode Woronoja Sierpinski dowiodl, ze

R(z) = A(x) —nw = O(a'?),

co bylo pierwszym ulepszeniem Kklasyeznego wyniku Gaussa R(z) =
= 0(x'?). 7 lat pézniej B. Landau [8] podat nowy dowdd twierdzenia
Sierpiriskiego. Przedstawiajae historie tego zagadnienia Landau napisak
we wstepie do swej pracy stowa nastepujace: W tym kierunku pan Sier-
piniskis w 1906 r. bardzo rozszerzyl gramice wiedzy ; w miniejszej pracy za-
mierzam daé nowy dowdd twierdzenia Sierpinskiego, kidrego sformulowanie
2 pewnoscig znane jest miewielu matematykom i kiorego dowdd Uiczqcy 40
stron, napisany po polsku, przeczytali na pewno tylko bardzo nieliczni.
Tylko jednej wlasnodei kola chee tutaj dowiesé, tkwi ona jednak tak gleboko,
%e poniewas, tak jak i pan Sierpiniski, pozosiaje na gruncie analizy rzeczy-
wistej, czytelnik nie moze oczekiwaé krotkiego dowodw.

Dzi§ twierdzenia Sierpinskiego dowodzi sie krétko za pomocg funkeji
Bessela (por. Landau [9]), lecz kres dolny & wykladnikéw » takich, ze
R(r) = O(z’) weiaz nie jest znany. J. G. van der Corput pierwszy dowiddi
w1923 r., ze ¥ < }. Ostrzejsze oszacowania otrzymali kolejno A. Walfisz,
L. W. Nieland, E. C. Titchmarsh, L. K. Hua i J. R. Chen [2]. Ten ostatni
dowiédl, ze &< 3. Nowa technika wprowadzona przez Kolesnika [7]
rokuje nadzieje na ¢ < 35/108. Dodane w korckcie: Nadzieje si¢ speily
(A. Ivié, Tagungsbericht 41/1982, Math. Forschungsistitut Oberwolfach,
str. 10).

Praca Sierpiniskiego o punktach kratowych w kole wigze sie tema-
tycznie z jego dysertacja kandydacky. Ta ostatnia, wykonana pod kie-
runkiem Woronoja i nagrodzona przez Uniwersytet Warszawski zlotym
medalem, dotyczyla sumy

_2 f(n2+m?),

nlimi<e

gdzie f jest dowolna funkejg arytmetyczng. Liczbe A (v) punktéw krato-
wych w kole otrzymuje si¢ przyjmujac f(k) = 1. Sierpiniski [2] badak
wskazang sume uzywajac znalezionej przez siebie tozsamofci

(z—1)/2 p<a/(2v41)

3 fmrmn =4 Y (<1 Y fl@r+1)).

n2+m2<z v=0 u#>0
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Tozsamo§é ta stanowi uogélnienie znanej tozsamofei Liouville’a(?)

EVo+ EVo—1 +EBVo—2' + .., = E% —Ei;- + E%’l —_
Prace Sierpinskiego z aproksymacji diofantyeznych pochodza z lat
1909-1910. Jedna z nich dotyezy klasycznego twierdzenia Dirichleta.
Zgodnie z tym twierdzeniem dla kazdej liczby rzeczywistej i liczby
naturalnej » istnieje taki ulamek p/q, ze

a:——~ <7 oraz 1< qg<n.

Sierpinski dowiédl [3], ze dla danych » i » istnieja co najwyzej dwa takie
utamki.

Inne prace [4], [6] dotyczace aproksymacji liniowych jednorodnych
zawieraja dowdéd wzoru

i < 3 dla # wymiernych,
lim — Z (ko —Blka)
nro N £md = % dla « niewymiernych.
Naturalnym uogélnieniem tego wzoru jest wzér stuszny dla wszystkich @
niewymiernych
1
{1) lim o 2 (kz+y —E(kz+y)) =% (y dowolne).
Nn—->00 T—1

Udowodniwszy ten wzér w [§] Sierpinski wyprowadza zen réwnomierne
rozmieszczenie ciggu korniodl. Przytoczmy to proste rozumowanie. Niech
a 1 b bedg dwiema liczbami rzeczywistymi takimi, ze 0 <a<b<1.
Yatwo widaé, ze wyrazenie

E(kx —a) —E (kv —b)
réwne jest 1 lub O zaleznie od tego, czy 7, = kx —Ekx spelnia warunki
(2) 0<r,<b

czy tez nie. A zatem suma

l,(a,bd) = Zn: {E(kx —a) —E (kz —b)}

k=1

(1) Tu i dalej Ez oznacza czes$é catkowity liczby .
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przedstawia liczbe liczb r, spelniajacych warunek (2). Ot6z zgodnie z wzo-
rem (1)

lim ln(a’ b)

n=00 n

=b—a,

€0 wyraza réwnomierne rozmieszezenie ciggu kaxmodl.

Pare miesiecy przed Sierpiniskim twierdzenie o réwnomiernym rozmiesz-
ezeniu ciagu kxr udowodnil matematyk lotewski P. Bohl, za§ pare miesiecy
pbiniej ponownie Weyl. W 1916 r. Weyl oglosilt swojg wielka rozprawe
o réwnomiernym rozmieszczeniu i ta przyémita wszystkie prace weze$-
niejsze (patrz Koksma [6], rozdziat VIII).

Do teorii aproksymacji diofantyeznych nalezy praca [8] z 1917 r.
posdwiecona liczbom absolutnie normalnym. Liczba rzeczywista nazywa
sie¢ normalng przy zasadzie ¢, jezeli w jej rozwinieciu przy zasadzie ¢ wszy-
stkie cyfry wystepuja z jednakowa czestoScig.

Liczba normalna przy wszystkich zasadach ¢ > 2 nazywa sie abso-
lutnie mormalng. Pojecie to zostalo wprowadzone przez E. Borela, ktéry
dowiédl, ze prawie wszystkie liczby rzeczywiste sg absolutnie normalne.
Borel [1] napisal, ze we wspélezesnym stanie wiedzy efektywne okreflenie
liczby absolutnie normalnej wydaje si¢ jednym z najtrudniejszych za-
gadnien. We wzmiankowanej pracy [8] Sierpinski zdefiniowat pewng
liczbe absolutnie normalng jako kres dolny pewnego dobrze okreflonego
zbioru liezb.

Z pracami z teorii aproksymacji diofantyeznych wigzg sie prace o al-
gorytmach stuzacych do rozwijania liczb rzeczywistych w ciagi i iloczyny
nieskonczone. W szezegélnogei w pracy [7] ogloszonej w 1911 r. Sierpin-
ski udowodnit istnienie i jednoznaczno§é rozwiniecia dowolnej liczby nie-
wymiernej dodatniej w szereg postaci

S 1

?
Ay vu. O

k=1

gdzie liczby naturalne a,, a,, ... tworzg cigg niemalejacy. Szeregi takie
byly nastepnie badane przez wielu autoréw, ktérzy nazywali je szeregami
Engela ze wzgledu na prace Engela [3] na ich temat, ktora powstala
jednak w dwa lata po6zniej. Wprawdzie szeregi podobnego typu byly
jeszeze w X VIII wieku rozpatrywane przez Lamberta, ale zagdat on tylko,
aby liczby a; byly calkowite i |a,| < |a,| < ..., tak wiee rozwazane szeregi
stusznie nalezaloby wiazaé z nazwiskiem Sierpinskiego.

Pozostaly do oméwienia prace z elementarnej teorii liczb. Dotyczyly
one podzielnodei, kongruencji, réwnan diofantycznych, funkeji arytme-
tycznych, liczb pierwszych i pewnych zagadnien addytywnej teorii liczb.
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Prace o funkcjach arytmetycznych dotyczyly z reguly funkeji spe-
cjalnie waznych, takich jak funkcja Eulera ¢ lub suma dzielnikéw, nie za$
ogllnej teorii. Praca [1I] zawiera na przyklad dowéd, ze réwnanie
¢(@+k) = ¢(2) ma przy kazdym naturalnym % co najmniej jedno roz-
wigzanie; do dzi§ nie wiadomo, czy ma co najmniej dwa. Inny nierozwia-
zany problem dotyczacy funkeji ¢ postawiony przez Sierpinskiego to
pytanie, czy kazda dostatecznie duza liczba naturalna daje sie przedsta-
wié¢ w postaci » —¢(n). Bardziej analityczny charakter ma praca [10],
w ktorej udowodniono, ze

minfp(n—1), g(n+1)} _

limsu
n—>oop @(n) ’
i Al 1), (41}
noo @(n)

Temat stosunku wartogci przyjmowanych przez funkeje arytmetyczng
w punktach sasiednich zostal podjety przez innych autoréw, m. in. przez
Erdosa [4].

Liczne prace Sierpinskiego dotyczyly liczb pierwszych. Badal miedzy
innymi posta¢ rozwiniecia dziesietnego liczby pierwszej i dowi6édt w [14],
ze dla kazdego ciggu k-1 cyfr by, ..., by, gdzie b; # 0 i (b,,,,10) =1,
istnieje liczba pierwsza, ktorej rozwiniecie dziesietne rozpoczyna sie od
byy ..., b 1 kofiezy na by, ..., by, ;. Rozwazal réwniez sume cyfr =»-tej
liczby pierwszej i oznaczajgc ja przez S, postawil w [16] pytanie, czy dla
nieskonczenie wielu n, 8, > 8,,,, co zostalo pozytywnie rozstrzygniete
przez Erdosa [5]. .

Interesowal sig¢ ciggiem d, réinic miedzy kolejnymi liczbami pierw-
szymi i dowiodl [9], ze limsup min{d,, d,,,} = oco. Ten wynik byl wielo-

n—o00
krotnie wzmacniany i uogélniany, az do najnowszej wybitnej pracy
H. Maiera [11]. Przypuszczenie Sierpinskiego sformulowane w [13], ze

kazdy wiersz tablicy

------------

przy dowolnym naturalnym » > 1 zawiera liczbe pierwsza, stanowi daleko
idace uogdlnienie tzw. postulatu Bertranda.

Sierpiniski interesowal sie réwniez przedstawialnoscig liezb pierwszych
przez wielomiany i dowiddl [17], ze dla kazde]j liczby naturalnej » istnieje
taka liczba naturalna e, ze 2% +-a przedstawia wiecej niz n liczb pierwszych.
Rozwazal réwniez rozmieszczenie liczb pierwszych w ciggach o wzroécie
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wykladniczym i dowiéd}l istnienia nieskoneczenie wielu takich liczb na-
turalnych %, ze wszystkie wyrazy ciggu k-2"-+1 sg zlozone. Dowéd ten
podany w [15] jest efektywny, ale liczby % zen otrzymane sg rzedu setek
tysiecy. Dotychezas nie wiadomo, jaka jest najmniejsza liczba &k o wymie-
nionej wiasnosci.

Do addytywne] teorii liczb mozna zaliczyé prace [12] o przedstawie-
niach liczb wymiernych przez sumy odwrotno§ci liczb naturalnych. Od-
wrotno§ci takie nazwal Sierpifski ulamkami prostymi. Wedlug przypusz-
czenia Erdosa i Strausa ulamek 4/n jest dla n > 1 sumg trzech ulamkéow
prostych. Sierpinski wypowiedzial analogiczne przypuszczenie dla ulam-
k6w 5/n, a B. M. Stewart [12] sprawdzil je dla wszystkich » < 10°. Rozkla-
dom liczb wymiernyeh na utamki proste (mozna by to nazwaé problemem
Waringa dla wykladnika —1) poSwigcona jest ksigzeczka [VI].

Inne mate monografie Sierpinskiego dotycza tréjkatéw pitagorejskich
[II1], réwnan diofantycznych [V], liczb pierwszych [X] i liczb trojkat-
nych [XI]. Doczekaly si¢ one wielu przekladéw na jezyki obce.

Trzy wieksze dziela Sierpifskiego [I], [VIII] i [XIII] zajmuja W ob-
szernej literaturze przedmiotu miejsce odrebne. Traktowane jako podrecz-
niki zawieraja stosunkowo ubogi zakres materiatu, mianowicie elementy
teorii liczb oraz najbardziej przystepne czedci jej bardzie] zaawansowanych
dzialéw (nieréwnofci Czebyszewa w teorii rozmieszezenia liczb pierwszych,
arytmetyka cial kwadratowych, podstawy teorii form kwadratowych
dwoéjkowych). Natomiast, w przyjetych przez autora ramach, dziela te
maja charakter encyklopedyczny, wiele rezultatéw specjalnych przyto-
czonych jest bez dowodéw. Jak pisze W. J. LeVeque [10] w recenzji
ksigzki [XIII]: To jest wltasnie érddlo, do ktorego maledy siegaé, aby dowie-
dzieé sig, co wiadomo na temat godnej wwagi rozmaitoéci zagadniert w elemen-
larnej teorii liczd, kitore przyciagaty wwage przez lata. Styl jest zywy i autor
Jjest mistrzem w swym przedmiocie.
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