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0. Wstep. Omawiana w artykule problematyka nie stanowi wyod-
rebnionej dyscypliny matematycznej 1 prézno jej szukaé¢ pod osobnym
numerem w klasyfikacji AMS. Jest to raczej pewna grupa zagadnien
nalezgeyeh do teorii miary, topologii metrycznej 1 teorii mnogosci, zebra-
nych i rozpatrywanyeh z punktu widzenia podstaw matematyki. Nie
moze byé przy tym mowy o $eistoSei kryteriow klasyfikujacych omawiane
problemy; w ich doborze duza role odegraly osobiste zainteresowania
autora.

Wérdd rozwazanyeh zagadnien mozna wyrézni¢ dwa rodzaje. Pierwszy
z nich to problemy niezalezne od aksjomatyki teorii mnogosci. Bez wzgledu
na to, z jakiej dyscypliny matematycznej pochodzg, automatycznie nie-
jako wchodzg w zakres kompetencji podstaw matematyki. Jest to spowo-
dowane miedzy innymi tym, ze dla dowodu niezaleznosei jakiego§ zdania
trzeba zwykle zbudowaé¢ dwa modele teorii mnegosci, jeden spelniajgey
dane zdanie, a drugi spelniajaey jego zaprzeczenie. Na ogol konstrukeja
takich modeli wymaga stosowania techniki forcingu, stosunkowo malo
znanej ogétowi matematykéw. Jako przyklad pytania niezaleznego od
teorii mnogosci, a pochodzacego z teorii miary i topologii prostej rzeczy-
wistej, stuzyé moze zagadnienie addytywnosei miary Lebesgue’a i kate-
gorii Baire’a omawiane w trzecim rozdziale.

Drugi rodzaj rozwazanych przez nas probleméw pochodzi z samej
teorii mnogosei. Swe szezegélne miejsce w tym dziale matematyki zawdzie-
czajy one temu, iz zostaly bezpoSrednio zainspirowane przez pytania
plyngce z teorii miary. Klasycznym przykladem jest tu tzw. ogélny prob-
lem miary, ktéremu po§wiecony zostal rozdziat pierwszy.

Role, jaka odgrywa w teorii miary rozwazana przez nas problematyka,
okreflié mozna obejmujac ja umownie terminem ,podstawy teorii miary”.
Slowo ,podstawy” jest tu rozumiane w takim sensie, w jakim uzywano
go dawniej moéwige o podstawach matematyki, ktore z zatozenia miaty
wyja$niaé budowe teorii matematycznyeh i badaé¢ od strony logicznej
wystepujace w nich pojecia. W ostatnich latach dyscyplina ta oderwata
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sie w duzym stopniu od reszty matematyki, tworzac i rozwiazujae swoje
wlasne problemy.

Co sie za$§ tyezy podstaw teorii miary, to cheieliby$my przekonaé
Czytelnika, ze istotnie wyjas$niaja one pewne zagadnienia i badaja pojecia
tworzone lub inspirowane przez teorie miary, lecz pozostawiane przez nig
zwykle na uboezu. Jest tu na przyklad miejsce na dokladng analize obiek-
téw patologicznych z punktu widzenia teorii miary, takich jak zbiory
silnej miary zero, ezy zbiory, na ktérych istniejg miary uniwersalne (tj.
zdefiniowane na wszystkich ich podzbiorach).

Latwo podaé przyklady probleméw, o ktérych nie sposéb orzee, czy
nalezy do samej teorii miary czy tez do jej podstaw. Czesto jeden fragment
rozwigzania danego zagadnienia ma charakter typowo analityczny, inny
za§ wyraznie wkracza w dziedzine teorii mnogo§ci. Dobrym przykladem
jest tu twierdzenie Kakutaniego i Oxtoby’ego o niec§rodkowym rozszerze-
niu miary Lebesgue’a, ktére omawiamy w drugim rozdziale.

Na koniec tych wstepnych uwag refleksja historyezna. Nie jest niczym.
dziwnym, Ze z punktu widzenia teorii mnogosei ciekawe sa wla$nie pewne
problemy z teorii miary, teorii funkeji rzeczywistych czy topologii pro-
stej. Przegladajac prace wybitnych matematykéw okresu miedzywojenne-
go, zwlaszeza za§ tworcow tzw. szkoly polskiej: Banacha, Kuratowskiego,
Marczewskiego, Sierpiniskiego i Ulama, mozna stwierdzié¢, ze fragmenty
wyzej wymienionych dyscyplin stanowily wowczas wraz z deskryptywna
teorig mnogos$ci jedng cato§é. Problemy dotyczace miar czy zbioréw oso-
bliwych na prostej inspirowaly pytania z abstrakeyjnej i opisowe] teorit
mnogo$ei i na odwrét. PéZniej te dzialy matematyki rozdzielily sie, ale,
jak zobaczymy, nawet obecnie nietrudno znalezé wspélne dla nich proble-
my. Nowe §rodki dowodowe, zupelnie nieznane kilkadziesigt lat temu,
pozwalaja dzi§ rozwigzywaé zagadnienia stawiane wéwezas przez Sier-
pinskiego czy Banacha. Niektére z tych starych pytan ciggle pozostajg
otwarie, inne, o podobnym nieraz charakterze, wylaniaja sie dopiero
teraz. One wlasnie sprawiaja, Ze problematyka podstaw teorii miary
stanowi tak interesujace pole badawcze.

1. Ogélny problem miary. Wkrotce po pojawieniu si¢ w matematyce
pojecia miary Lebesgue’a, skonstruowano przyklady zbioréw niemierzal-
nych. Najbardziej znane to zbiér Vitaliego (selektor zbioru warstw R/Q)
i zbiér Bernsteina (przecinajacy kazdy zbiér doskonaly i nie zawierajacy
zadnego z nich). Przyczyny, dla ktérych zbiory te nie sg mierzalne w sen-
ise Lebesgue’a, tkwia w dwoéch podstawowych wlasnofciach tej miary:
przesuwalnodci w przypadku zbioru Vitaliego i regularnosci w przypadku
zbioru Bernsteina. Zaczeto sie wiec zastanawiaé, jak nalezatoby zmienié,
a wla§ciwie uogélnié definicje¢ miary, by mogla ona byé okre§lona na
wszystkich podzbiorach prostej. Omawiane przyklady zbioréw niemie-
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rzalnych w sensie Lebesgue’a wskazuja, ze trzeba oderwaé miare zaréwno
od struktury grupowej, jak i topologicznej zbioru liczb rzeczywistych.
Musi by¢é ona rozpatrywana po prostu jako funkcja na zbiorze bez zadnej
struktury. W zwigzku z tym naturalna wydaje si¢ nastepujaca definicja:

Miarg na zbiorze X nazywamy funkcje m okre§long na pewnym o-ciele
M podzbioréw X, o wartodciach w rozszerzonej poélprostej nieujemnej
(tj. dopuszezamy warte§é + o0), spelniajacy nastepujace wlasnosei:

m({r}) =0 dla kazdcgo v e X,

m(X) #0,
m(U 4,) = Z m(4,) dla kazdej parami rozlacznej rodziny zbioréw
neN neN {4,: ne N} <M.

Definicja ta wymaga komentarza. Zaltozenic znikania miary na zbio-
rach jednoelementowych wprowadzone jest po to, by wyeliminowaé
trywialny przypadek miar skupionych w jednym punkcie. Zadanie nie-
zerowofcl miary jest oczywiste, a warunek trzeci, to o-addytywno$é, naj-
bardziej moze charakterystyczna cecha miar, ktérg oczywidcie checemy
zachowadé (o miarach skoticzenie addytywnych, zwanych w tym artykule
quasi-miarami, powiemy jeszcze w dalszym ciagu).

Tak wiec interesujace nas zagadnienie sprowadza si¢ do poszukiwania
na danym zbiorze X, w szczegélnosci na zbiorze R liczb rzeczywistych,
miary okre$lonej na wszystkich jego podzbiorach, czyli tzw. miary wni-
wersalnej. Przy tak ogélnej definicji latwo jednak o przyklad trywialny:
miara przyjmujaca warto§é 0 na zbiorach przeliczalnych i warto§é oo
na nieprzeliczalnyeh. Przyklad ten eliminujemy przez ograniczenie sig
do miar, dla ktérych zbiory o mierze nieskonczonej ,skladajg si¢” z nie-
wielu zbior6w o mierze skonczonej. Powiemy mianowicie, Zze miara jest
o-skonczona, jes§li cala przestrzen stanowi sume przeliczalnej rodziny
zbioréw o mierze skoneczonej (taka jest wiadnie miara Lebesgue’a). Nie-
trudno zauwazyé, ze istnienie na zbiorze X uniwersalnej miary o-skon-
czonej jest réwnowazne istnieniu na nim uniwersalnej miary probabili-
styeznej (tzn. takiej, ze m(X) = 1).

Po tym retuszu ogélny problem miary brzmi nastepujaco: czy na
jakimkolwiek zbiorze X istnieje uniwersalna miara probabilistyczna?

Zauwazmy, ze odpowiedZ na to pytanie zalezy wylgcznie od mocy
zbioru X, ma ono zatem charakter teoriommnogoSciowy i moze byé sfor-
mulowane nastepujaco: czy na jakiejs licebie kardynalnej istnieje uniwer-
salna miara probabilistyczna?

Pierwszy wynik zmierzajacy do rozwigzania tego problemu pochodzi
od Banacha i Kuratowskiego [2]. Wykazali oni, ze przy zalozeniu hipotezy
continuum nie istnieje uniwersalna miara probabilistyeczna na liczbie 2%
(a wige na prostej rzeczywistej).
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Duzy wklad w rozwigzanie ogélnego problemu miary miat Ulam [41].
Zauwazyl on najpierw, ze jesli » jest najmniejsza liczba kardynalng, na
ktorej istnieje uniwersalna miara probabilistyczna, to na x» istnieje uni-
wersalna probabilistyezna miara x-addytywna, tzn. taka, ze suma < »
zbior6w miary zero jest zbiorem miary zero. Liczby, na ktérych istnieja
miary o tej wilasno§eci, nazywamy rzeczywiscie mierzalnymi. Ot6z Ulam
wykazat, ze kazda liczba x rzeczywiscie mierzalna jest slabo nieosiggalna
(tzn. spelnia jednoczesnie dwa warunki: suma rodziny mocy < x zbioréw
moey < » na moc¢ < x oraz nie istnieje najwieksza liczba kardynalna
mniejsza od x). Istnienia takich liczb nie mozna wykazaé korzystajae
ze zwyklej aksjomatyki teorii mnogosei z pewnikiem wyboru (ZFC).

Z rezultatu Ulama wynika, ze og6lny problem miary nie moze mieé
na gruncie teorii mmnogosci pozytywnego rozwiazania. Nie jest natomiast
wykluczone (choé przewazajaca czesé specjalistéw w zakresie teorii mno-
gosci uwaza to obecnie za malo prawdopodobne) twierdzenie orzekajace,
ze liczby rzeczywifcie mierzalne nie istniejg. Taki rezultat bylby z pew-
noscig jednym z najdonio§lejszyeh w historii teorii mnogosei.

Powracajac do wynikéw Ulama zwigzanych z ogélnym problemem
miary nalezy wspomnie¢ o jego twierdzeniu moéwiacym, ze jesli na danej
liczbie »x istnieje uniwersalna miara probabilistyczna, to albo x» < 2°, albo
na x istnieje miara uniwersalna przyjmujgea tylko warto$ci 0 lub 1. Takie
miary nazywamy dwuwartosciowymsi. Znéw mozna wykazaé, ze na naj-
mniejszej liczbie », na ktorej istnieje uniwersalna miara dwuwarto$ciowa,
istnieje uniwersalna dwuwarto§ciowa miara x-addytywna. Liczby, na
ktorych istniejg takie miary, nazywaja sie mierzalne. S3 one mocno nie-
osiggalne. (Suma < » zbioréw mocy < » ma moc < » oraz kazdy zbiér
mocy < » ma < x podzbioréw.) Podobnie jak dla liczb stabo nieosiggal-
nych, istnienia tych liczb nie mozna udowodnié w teorii mnogo§ci.

W $wietle rezultatow Ulama interesujgce bylo pytanie nastepujace.
Chociaz na gruncie zwyklej teorii mnogos$eci nie mozna wykazaé istnienia
uniwersalnej miary probabilistycznej na prostej, byé moze mozna tego
dokonaé¢ przyjmujace dodatkowe zalozenie np. istnienia liczby mierzal-
nej? (wierzac przy tym, rzecz jasna, Ze zaloZenie takie jest niesprzeczne
z aksjomatyky teorii mnogosci). Nadzieje na takie potowiczne rozwigzanie
pozytywne obalilo nastepujace twierdzenie Levy’ego i Solovaya [20]:
jesti istnienie liczby mierzalnej jest niesprzecane z teoriq mmogoéci, to mie-
sprzeczne jest z mig rowniez istnienie liczby mierzalnej wraz z hipotezq con-
tinuum. Jak za§ wiemy, z hipotezy continuum wynika nieistnienie uniwer-
salnej miary probabilistycznej na prostej.

Z drugiej jednak strony prawdziwe jest nastepujace twierdzenie po-
chodzgce od Solovaya [37]: istnienie liczby mierzalnej jest niesprzeczne
z teoriq mmogosci wtedy © tylko wiedy, gdy niesprzecane z teoriq mmogoscs
jest, iz liczba 2° jest rzeczywiscie mierzalna. Z twierdzenia tego i z przyto-
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czonych powyzej rezultatéw Ulama wynika, ze poszukiwanie uniwer-
salnej miary probabilistycznej na prostej jest w tym samym stopniu
zagrozone sprzecznoscia, co proba znalezienia jej na jakimkolwiek zbiorze.
Pokazuje to zwigzek ogdlnego problemu miary z pierwotnie inspirujacym
go przypadkiem ograniczonym do zbioru liezb rzeczywistych.

Z oméwionymi powyzej zagadnieniami §ciSle powigzany jest pewien
fragment teorii mnogofci dotyczacy nasycenia ideatéw. Przed zreferowa-
niem tej problematyki wprowadzimy kilka niezbednych definicji.

Ideatem na zbiorze X nazywamy rodzine podzbioréw X zawierajacg
wszystkie zbiory jednoelementowe, nie zawierajaca zbioru X oraz zamk-
nigtg na operacje sumy i brania podzbioru. Jesli » jest liczba kardynalng,
to ideal nazywamy x-zupelnym, gdy sumy < » zbioréw z ideatu nalezg do
niego, a x»-nasyconym, gdy dla kazdej rodziny mocy » zbioréw spoza idealu,
przeci¢cie pewnych dwoéeh elementéw tej rodziny lezy poza ideatem.

Nietrudno zauwazyé, ze rodzina zbioréw miary zero jest w,-zupelnym
1 w;-nasyconym idealem na X, dla kazdej uniwersalnej probabilistyczne]
miary na X. Okazuje sie, ze argument Ulama, iz nie mozna wykazaé istnie-
nia liezby rzeezywifcie mierzalnej, pozwala réwniez stwierdzié niemozno§é
udowodnienia istnienia liczby, na ktdrej jest ideal w,-zupeilny i w,-nasy-
cony. Tak wiec badanie idealéw nasyconych jest w gruncie rzeczy natu-
ralng konsekwencja rozpatrywania miar uniwersalnych. Sytuacja jest tu
w duzym stopniu wyjasniona. Jak wykazal Solovay (por. Jech [15]),
istnienie liczby x, na ktérej jest ideal x-zupelny i A-nasycony, gdzie w, <
< A< x#", nie prowadzi do sprzecznosci z teoriag mnogofci wtedy i tylko
wtedy, gdy liezba mierzalna jest z tg teorig niesprzeczna. Z drugiej za§
strony, Prikry [33] udowodnil, ze z istnienia liczby z tak nasyconym ideatem
nie wynika nawet istnienie liczby rzeczywifcie mierzalnej. Rozpatrujac
wiec kolejno hipotezy: ,istnieje liczba mierzalna”, ,istnieje liczba rze-
czywicie mierzalna”, ,istnieje liczba, na ktérej jest ideal w,-zupelny
1 w,-nasycony”, stwierdzamy, ze sg to zdania coraz slabsze, ktérych sprzeecz-
no$é z teoria mnogosei jest jednak ,réwnie prawdopodobna”.

Przedstawione powyzej wyniki, choé nie doprowadzily do pelnego
rozwigzania ogélnego problemu miary, daly nan w kazdym razie odpo-
wiedZ negatywng dla matych liczb kardynalnych. Poniewaz liczby
W1y Wyyeeny Wyey vy O, ... itd. 83 mniejsze od pierwszej liczby nie-
osiggalnej (o ile ta istnieje), w $wietle wynikéw Ulama mamy pewno$é,
Ze na nich nic znajdziemy ani uniwersalnej miary probabilistycznej, ani
nawet ideatu w,-zupelnego i w,-nasyconego. Jesli gdziekolwiek, to obiek-
tow tych nalezy szukaé na liczbach bardzo wielkich. Inna rzeez, ze —
jak wspominaliSmy — nie wiadomo, czy liczba 2 jest dostatecznie wielka
do tego celu. '

7 ogélnym problemem miary lgczy sie rowniez inne zagadnienie posta-
wione przez Ulama [42]. Skoro wiadomo, ze dla matyeh liczb kardynal-
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nych jedna miara nie wystarcza do ,zmierzenia” wszystkich podzbio-
row, mozna pytaé¢ o najmniejszg liczbe miar do tego niezbednych. Prob-
lem Ulama brzmi nastepujaco: niech x» bedzie mniejsza od pierwszej
liczby rzeczywiScie mierzalnej (odp. mierzalnej). Jaka jest najmniejsza
liczba 2, dla ktorej istnieje rodzina miar (odp. miar dwuwarto$ciowych)
{te: a < 2} o tej wlasnodei, ze kazdy podzbidr liczby = jest mierzalny
wzgledem ktérej$ z nich? O takiej rodzinie miar bedziemy skrétowo mo-
wié, ze pokrywaja liczbe x. _

Sam Ulam zauwazyl, ze liczba 1 nie moze byé skonczona. Przypadek
4 = w zostal cze§ciowo rozwigzany przez Erdosa i Alaoglu [5]. Udowod-
nili oni, ze je$li na » nie ma idealu w,-zupelnego i w,-nasyconego, to prze-
liczalna ilo§é miar dwuwarto§ciowych nie wystarcza do pokrycia liczby x.
Grzegorek [8] i Prikry [34] uogélnili powyzsze twierdzenie na miary
probabilistyczne. Prikry [34] pokazat rédwniez, Ze nie mozna udowodnié,
iz jaka$§ rodzina o, miar probabilistycznych pokrywa liczbe w,. Jedyny
nietrywialny wynik pozytywny na temat tego problemu pochodzi od
Magidora [22] i glosi, ze przy zalozeniu tzw. liczby olbrzymiej mozina bez
sprzecznofci przyjaé, iz liczbe w, pokrywa pewna rodzina mocy o miar
dwuwarto§ciowych. Pomijamy oczywiécie banalna uwage, ze liczbe x
mozna pokryé za pomocg 2% miar probabilistycznych.

Powyzsze rezultaty nie rozwiazuja problemu Ulama dla »x = 2° nawet
w przypadku A = w. Poniewaz nie mozna wyklueczyé istnienia idealu
w,-zupelnego 1 w;-nasyconego na liczbie 2%, twierdzenie Erdosa i Alaoglu
nie dostarcza peinej odpowiedzi na pytanie o pokrycie proste] (czy tez
liczby 2%) przeliczalng rodzing miar. W pracy Pelea [29] pokazano, ze
przeliczalna rodzina probabilistycznych miar 2°-addytywnych nie pokry-
wa prostej.” Wynik ten zostal nastepniec wzmocniony przez Taylora [40].
Miara na zbiorze X nazywa sie jednostajna, jesli kazdy podzbiér mocy
< |X| ma miare zero. OczywiScie miara »-addytywna na x jest jednostajna.
Taylor wykazal, ze przeliczalna rodzina miar probabilistycznych jedno-
stajuych nie pokrywa prostej. Nie wiadomo, czy zalozenie jednostajnoseci
mozna wyeliminowaé. Z drugiej strony, w pracy Krawczyka i Pelca [18]
pokazano, korzystajac z aksjomatu Martina, iz prostej nie mozna pokryé
za pomocy < 2“ miar dwuwartoSciowych jednostajnych.

Omawianie zagadnien zwigzanych z ogélnym problemem miary zam-
kniemy uwaga, ze jesli w definicji miary oslabi¢ warunek przeliczalnej
addytywnoseci zastepujac go zatozeniem skonczonej addytywnosei i prze-
chodzage w ten sposéb od miar do quasi-miar, to rozwazany przez nas
problem ma latwe rozwigzanie pozytywne. Mozna bowiem bez trudu wy-
kazaé, ze kazda quasi-miara na zbiorze nieskoficzonym rozszerza sie¢ do
quasi-miary uniwersalnej.

Na zakonczenie niniejszego rozdzialu wspomnimy jeszeze krétko
o zagadnieniu rozszerzania miar. Jest ono wprawdzie luzno tylko zwig-
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zane z 0g6lnym problemem miary, jednakze zreferujemy je w tym miejscu,
by w rozdziale drugim moéc ukazaé réznice miedzy sytuacjy, gdy miara
jest niezmiennicza, a obecna, gdy rzecz dotyczy miar na zbiorach bez
zadnej struktury.

Klasyezny wynik Y.osia i Marczewskiego [21] orzeka, iz jefli na o-ciele
M podzbioréw X okreslona jest pewna miara m, a zbiér A < X nie nalezy
do M, to miare m mozna rozszerzyé na o-cialo generowane przez JMuU{A4}.
Twierdzenie to zostalo powaznie wzmocnione przez Webera [43], ktory
w szezegélno§ei wykazal, ze jeSli zamiast zbioru {4} rozwazyé dowolng
rodzine &/ dobrze uporzadkowana przez inkluzje, to miare m mozna roz-
szerzy¢ na o-cialo generowane przez IMu«/. Dodajmy, iz zaloZenia o do-
brym uporzadkowaniu nie mozna oslabié, latwo bowiem skonstruowaé
miare na pewnym o-ciele I i przeliczalny laticuch zbioréw spoza IR,
na ktéry miary tej nie mozna rozszerzy¢.

2. Miary niezmiennicze. W rozdziale niniejszym rozpatrywaé bedzie-
my miary na zbiorze X, z wyrézniong grupg G bijekeji na X. Powiemy,
Ze miara m okreSlona na o-ciele M jest G-niezmiennicza, jesli g(A) e P
im(g(4)) =m(A) dla A eM i ge@. W praypadku, gdy X jest grupa,
a G jest grupg lewych przesunieé w X, miare G-niezmienniczg na X nazy-
wamy po prostu niezmienniczg.

Zaczniemy od rozwazenia niezmienniczej wersji ogélnego problemu
miary. Dla grup dzialajacych na siebie lewymi przesunigciami ma on
rozwigzanie negatywne. Harazisvili [10], a pOZnie] niezaleznie KErdos
i Mauldin [6] udowodnili, ze na Zadnej grupie nie istnieje uniwersalna
o-skoficzona miara niezmiennicza. W zwigzku z tym powstal problem,
jakg role gra w tym twierdzeniu zalozenie o o-skonezonosci. Zupelnie
wyeliminowaé go nie mozna, wspomniana juz bowiem miara znikajgca
na zbiorach przeliczalnych i przyjmujaca warto$é oo na nieprzeliczalnych
jest oczywiscie przesuwalna. Nalezy sie wige ograniezyé do miar, dla kté-
rych zbiory miary nieskoriczonej ,skladaja si¢” (z bardzo wielu byé moze)
zbioréw miary skonezonej dodatniej. Trafna z tego punktu widzenia
wydaje si¢ nastepujaca definicja: miara jest semiregularna, jesli kazdy
zbiér miary dodatniej zawiera podzbiér miary skonczonej dodatniej.

Kannan i Raju [17] postawili problem: czy istnieje uniwersalna semi-
regularna miara niezmiennicza na jakiejkolwiek grupie. Zagadnienie to
zostato rozwigzane w pracy Pelca [30] w sposéb nastepujacy: miara taka
moze istnieé jedynie na grupie mocy nie mniejszej niz pierwsza liczba
rzeczywidcie mierzalna i istnieje na kazdej grupie abelowej takiej mocy.

W zwigzku 2z nieistnieniem uniwersalnych niezmienniczych miar
o-skoneczonych interesujace wydaje si¢ pytanie o mozliwo§é niezmienni-
ezego rozszerzania takich miar. HaraziSvili [11] pokazal, ze na grupie
addytywnej zbioru liczb rzeczywistych kazdg o-skoniczong miar¢ nie-
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zmienniczg mozna nietrywialnie rozszerzyé w sposob niezmienniczy. Wynik
ten zostal nastepnie uogdlniony w pracy Pelca [31] na przypadek dowol-
nych grup abelowych.

W tym kontekScie nalezy wspomnieé o pewnym problemie Sierpin-
skiego, ktoéry zainspirowal powyzsze wyniki. Brzmi on nastepujaco: czy
w przestrzeni euklidesowej K" istnicje maksymalne rozszerzenie miary
Lebesgue’a, niezmiennicze wzgledem grupy wszystkich izometrii E"%
W cytowanej juz praey Harazisvili podal negatywne rozwigzanie tego-
problemu w przypadku prostej. Przy zalozeniu, ze 2° jest mniejsze od
pierwsze] liczby rzeczywiScie mierzalnej odpowiedZ negatywna dla do-
wolnej przestrzeni euklidesowej uzyskal najpierw Phakadze [32a], a na-
stepnie niezaleznie Hulanicki [14]. W pelnej ogdlnoéei i bez dodatkowych
zalozen problem Sierpinskiego zostal ostatnio rozwiazany przez K. Cie-
sielskiego i A. Pelca [4a]. OdpowiedZ jest negatywna.

Rozwazajac rozszerzenia miar niezmienniczych na grupach warto
wspomnieé o zdumiewajgcym wyniku Haraziviliego [12]. Wykazat on mia-
nowicie, ze kazda grupa abelowa G zawiera podzbiér niemierzalny wzgle-
dem kazde] o-skonczonej niezmienniczej miary na G. Twierdzenie to
uwydatnia kontrast miedzy miarami dowolnymi a niezmienniczymi..
W szczegolnosei nawet odpowiednik twierdzenia Fiosia i Marczewskiego
nie jest prawdziwy w przypadku niezmienniczym.

Choé, jak wspominaliémy, nie istnieje maksymalne rozszerzenie miary
Lebesgue’a na prostej, niezmiennicze ze wzgledu na przesuniecia, istnieja.
jej rozszerzenia niezmiennicze bardzo duze z pewnego punktu widzenia..
Wielko$é przestrzeni miary jest dobrze okreflona przez tzw. charakter
Maharam tej przestrzeni, czyli maksymalng moe rodziny zbioréw stocha-
stycznie niezaleznych. Dla miary Lebesgue’a liczba ta jest oczywidcie:
rowna o. Juz w pracy Marczewskiego [39] stawiane bylo pytanie, czy
istniejg niezmiennicze rozszerzenia liniowej miary Lebesgue’a o nieprze-
liczalnym charakterze Maharam. Pelne rozwigzanie tego zagadnienia.
przyniosta praca Kakutaniego i Oxtoby’ego [16]: istnieje niezmiennicze:
rozszerzenie miary Lebesgue’a o charakterze Maharam 22, Nie wiadomo
natomiast, czy tak wielkie rozszerzenie istnieje dla dowolnej miary nie-
zmiennicze] na prostej.

Niezmiennicza wersja ogolnego problemu miary ma w wielu przypad-
kach rozwigzanie pozytywne, je§li miary zastapié¢ przez quasi-miary.
Jak wynika z twierdzenn Banacha [1] i Dixmiera (por. Greenleaf [7]), na.
dowolnej nieskoriczonej grupie rozwigzalnej istnieje probabilistyezna
quasi-miara niezmiennicza. Z drugiej strony, nietrudno pokazaé, ze na.
grupie wolnej o co najmniej dwéeh generatorach taka quasi-miara nie.
istnieje. Z tego, co zostalo powiedziane na koncu rozdziatu pierwszego,
latwo wywnioskowaé, ze pewne miary nie rozszerzaja sie do miary uni-
wersalnej, nawet przy zalozeniu istnienia tej ostatniej. Inaczej jest w przy-
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padku quasi-miar. Nie tylko — o eczym juz wspominaliSmy — kazda
quasi-miara probabilistyczna rozszerza sie do quasi-miary uniwersalnej;
jak wykazal von Neumann, je§li na danej grupie istnieje jaka$ uniwer-
salna probabilistyczna quasi-miara niezmiennicza, to kazda probabili-
styczna quasi-miara niezmiennicza rozszerza sie do takiej quasi-miary
uniwersalnej.

Na zakonczenie niniejszego rozdzialu rozwazmy problem nasycenia
idealéw niezmienniczych w poréwnaniu z ogélnym zagadnieniem istnienia
ideatéw nasyconych. Ideal I na grupie G nazywa sie niezmienniczy, jeli
gA el dla g €@, A € 1. Latwo pokazaé, ze na zadnej grupie G nie istniejg
niezmiennicze idealy pierwsze (a wiec 2-nasycone). W pracy Pelca [32]
pokazano, ze na zadnej grupie abelowej G mocy x nie istnieja w,-zupeine
i #-nasycone idealy niezmiennicze, je§li za$ na x istnieje ideal »-zupelny
ix*-nasycony,to na G istnieje x-zupely i »*-nasycony ideal niezmienniczy.
Jak wynika z informacji zawartych w rozdziale pierwszym, fakty te staja
sie nietrywialne dopiero przy zalozeniu istnienia duzych liczb kardy-
nalnych.

3. Miara Lebesgue’a na prostej rzeczywistej. Zagadrnienia, ktére omo-
wimy w niniejszym rozdziale, sa w wiekszoSei niezalezne od aksjomatyki
teorii mnogosci, przewazajgca za$ wiekszodé wynikow jest nowa, czesto
tylko kilkuletnia. Zaczniemy od problemu dualnofci pojeé: miary Lebes-
gue’a zero i pierwszej kategorii Baire’a. Analogiczne w wielu przypadkach
wlasnogei tych dwéch najbardziej moze naturalnych idealéw na prostej
od dawna sklanialy matematykéw do ich poréwnywania. Wykryto wiele
par dualnych twierdzen, takich jak np. twierdzenia Fubiniego dla miary
i Kuratowskiego-Ulama dla kategorii (por. Oxtoby [28]). W niektdérych
sytuacjach omawiane idealy okazaly sie izomorficzne. Erdos 1 Sierpinski
(por. Oxtoby [28]) udowodnili mianowicie, zZe przy zatozeniu hipotezy
continuum istnieje bijekcja prostej na siebie, przeprowadzajaca zbiory
miary zero na zbiory pierwszej kategorii i na odwrét. Fakt ten pozostaje
prawdziwy przy ogblniejszym zatozeniu 2°-zupelnosci obu idealéw (impli-
kowanej réwniez przez aksjomat Martina).

Zaczeto sie wiec zastanawiaé nad wzajemnymi zalezno$ciami pomiedzy
réznymi wspotezynnikami charakterystycznymi dla miary 1 kategorii.
Pewne fakty byly znane juz dawniej. Przed dalszym referowaniem sytuacji
wprowadzimy nastepujace pomocnicze oznaczenia:

A(m) — ideal miary jest 2°-zupelny,

A(e) — ideal kategorii jest 2“-zupelny,

B(m) — prosta nie jest suma < 2° zbioréw miary zero,
B(¢) — prosta nie jest sumg < 2° zbioréw I kategorii,
U(m) — zbiory mocy < 2° sg miary zero,

U(¢) — zbiory moecy < 2° sg I kategoril.
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Z definicji wynikajg implikacje:
A(m)—>B(m) & U(m) oraz A(c)—>B(c) & U(e).
Stare twierdzenie Rothbergera (por. Miller [24]) orzeka, iz
B(m)—>U(¢) oraz B(c)—>U(m).

T. Bartoszynski [3] wykazal, ze A (m)—A(c).

Otwarte pozostaje pytanie, czy niesprzeczna z teoria mnogosci jest
prawdziwos§é zdania U(e) przy falszywosei pozostatych pieciu. Wszystkie
inne natomiast ukiady — nie wykluczone przez wypisane powyzej impli-
kacje — okazaly sie niesprzeczne. W szezegélnosei A (¢)+>4 (m), co wobee
wyniku Bartoszyniskiego pokazuje, iz bez dodatkowych zatozen dualno$é
miary 1 kategorii zalamuje si¢ w sposéb bardzo spektakularny. Doklad-
niejsze informacje o dowodach niesprzecznoseci poszczegédlnych ukladéw
mozna znalezé w pracy Millera [24].

Innym zagadnieniem, réwniez gleboko siegajacym podstaw teorii
mnogosei, jest mierzalno$é w sensie Lebesgue’a zbioréw rzutowych. Hie-
rarchia rzutowa stanowi rozszerzenie hierarchii borelowskiej i — pcdobnie,
jak ta ostatnia — Kklasyfikuje zbiory pod wzgledem regularnogei ich bu-
dowy. Zbiorami rzutowymi nazywamy elementy tzw. klas rzutowych,
czyli rodzin zdefiniowanych przez indukcje w sposéb nastepujacy: X}
to rodzina ciaglych obrazéw zbioréw borelowskich, I7} to rodzina uzupel-
nien zbioréw z klasy Z., a X}, , to rodzina ciaglych obrazow zbioréw z klasy
IT;. W terminologii tradycyjnej zbiory z klasy X} to zbiory analityczne,
z klasy I} — koanalityczne (lub CA), z klasy X} to zbiory PCA itd.

Klasyezne twierdzenie Yuzina i Sierpinskiego [21a] orzeka, ze zbiory
z klas 2} i II} sa mierzalne w sensie Lebesgue’a. Nastepujgce wyniki
uzyskane przy uzyciu dodatkowych hipotez pochodzg od Martina i Solo-
vaya [23]. Aksjomat Martina wraz z zaprzeczeniem hipotezy continuum
implikuje, ze wszystkie zbiory z klasy X (a wiec i /1;) sa mierzalne. Ten
sam fakt wynika z istnienia liczby mierzalnej. Polgczenie za§ zalozen:
aksjomatu Martina, 2° > w, i istnienia liczby mierzalnej implikuje, ze
wszystkie zbiory z klasy 2 (a wiee i /7;) sa mierzalne. Solovay [38] udo-
wodnil rowniez, ze jesli istnieje liczba mocno nieosiagalna, to mierzalnoéé
wszystkich zbiorow rzutowych jest niesprzeczna z aksjomatykg teorii
mnogodci. Jak wykazal Shelah [35], zatozenia o liczbie nieosiagalnej
nie mozna tu wyeliminowaé. Co ciekawe, ndowodnit on takze, iz niesprze-
cznosé analogicznego zdania o przyslugiwaniu wlasno§eci Baire’a wszyst-
kim zbiorom rzutowym nie wymaga istnienia liczby nieosiggalnej. Oto
naste¢pna roznica miedzy pojeciami miary a kategorii.

Podobnie jak w rozdziatach poprzednich, zatrzymamy sie¢ przez
chwile przy zagadnieniu rozszerzania miar. Tym razem chodzi o miare
Lebesgue’a na prostej. O pewnych dotyezacych jej faktach moéwilismy
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juz przy okazji miar niezmienniczych. Obecnic wspomnimy jeszcze o dwéch
rezultatach.

Latwo pokazaé, ze je§li na prostej istnieje jakakolwiek o¢-skonczona
miara uniwersalna, to istnieje taka miara rozszerzajaca miare Lebesgue’a.
Nie wiadomo jednak, czy rozszerzenia takiego mozna dokonaé w sposéb
regularny, tzn. tak, by kazdy podzbidr prostej réznit sie od pewnego zbioru
borelowskiego o zbiér miary zero.

Jak wspominaliSmy w rozdziale pierwszym, istnieje miara, ktorej nie
mozna rozszerzy¢ na pewng przeliczalng rodzine zbioréw. Miller wykazat,
ze ten fakt dla miary Lebesgue’a jest niezalezny od aksjomatyki teorii
mnogoseci.

Rozdzial niniejszy zakonczymy uwagami o obiektach luzno wprawdzie
zwigzanych z miarg Lebesgue’s, ale powstalych pod wptywem inspiracji
problemami miary na prostej. Chodzi o tzw. zbiory osobliwe. Mianem
tym okreflano w okresie miedzywojennym pewien typ podzbioréw prostej
o paradoksalnych wlasnogciach. My oméwimy dwa rodzaje takich zbiordw,
ktéryeh osobliwo§é polega na tym, iz ehoé ,jakoSciowo” (z punktu widze-
nia teorii miary) s3 one bardzo male, to pod wzgledem mocy moga byé
calkiem spore.

Zbiér A nazywamy zbiorem silnej miary zero, jesli dla dowolnego
ciggu (a,: n € N) liczb dodatnich istnieje ciag przedzialéw (I,: n € N)
o dlugosciach a,, takich ze A = | J I,. Zbiér A nazywamy zbiorem uniwer-

neN
salnie miary zero, jesli ma on miare zero wzgledem uzupelnienia kazdej

o-skonczonej miary borelowskiej.

Oczywiscie kazdy zbiér o powyzszych wilasno$ciach ma miare Lebes-
gue’a zero. Ponadto kazdy zbiér gilnej miary zero jest uniwersalnie miary
zero. Jak wykazal Grzegorek [9], stwierdzenie odwrotne nie jest praw-
dziwe. Przyklady zbior6w uniwersalnie miary zero, ktore nie sg silnej
miary zero, podawali wczes$niej Sierpinski [36] i Laver [19] korzystajac
z dodatkowych hipotez teorii mnogosci. Latwo pokazaé, ze np. zbior
Cantora nie jest uniwersalnie miary zero, zatem miedzy ideatami zbioréw
silnej miary zero, uniwersalnie miary zero a miary Lebesgue’a zero zacho-
dzg kolejno ostre inkluzje.

Przejdziemy teraz do oméwienia moey wyzej zdefiniowanych zbioréw.

Hausdorff [13] wykazal, Ze istnieje nieprzeliczalny zbiér uniwersalnie
miary zero. Istnicnie takiego zbioru mocy 2° wynika z aksjomatu Mar-
tina, ale jest niezalezne od samej aksjomatyki teorii mmnogosci. Co si¢
za$ tyezy mocy zbioréw silnej miary zero, to Borel [4] postawil w roku
1919 stynng hipoteze, Ze sa one wszystkie przeliezalne. Od dawna bylo
wiadomo, ze hipoteza ta jest sprzeczna z hipoteza continuum, jak réwniez
z aksjomatem Martina. Ten ostatni implikuje bowiem latwo istnienie
zbioru silnej miary zero mocy 2¢. Korzystajac z aksjomatu Martina mozna
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tez wykazaé, ze kazdy zbiér mocy < 2° jest silnej miary zero. Dlugo
jednak nie bylo wiadomo, czy hipotezy Borela nie da si¢ po prostu obalié
na gruncie teorii mnogoS§ci. Niesprzeczno§é hipotezy Borela z aksjoma-
tyka teorii mnogosci wzbogacong o zdanie 2° = w, udowodnil Laver
[19] dopiero w roku 1976. Problem Borela pozostawat wiee otwarty niemal
tak diugo, jak hipoteza continuum. W dalszym ciggu nie wiadomo, czy
hipoteza Borela jest niesprzeezna z nieréwnofcia 2° > w,.

Na zakonczenie tych rozwazan podamy twierdzenie charakteryzujace
zbiory silnej miary zero, ktére pokazuje, ze sg one bardzo mate nie tylko
z punktu widzenia miary, lecz réwniez od strony wlasnosci topologiczno-
-grupowych. Galvin udowodnil mianowicie, ze zbiér jest silnej miary zero
wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy zbiér rezydualny zawiera pewne jego
przesuniecie. Tak wiec, choé w teorii mnogogdci nie mozna rozstrzygnaé
problemu moey zbioréw silnej miary zero, ,jakoSciowo” sa one male
w bardzo wielu aspektach.

4. Teoria miary bez pewnika wyboru. Wszystkie dotychezasowe roz-
wazania prowadzili§my na gruncie powszechnie stosowanej aksjomatyki
teorii mnogosei z pewnikiem wyboru. Artykul ten zakonezymy wzmiankg
o tym, jak wygladajg niektore z przedstawionych zagadnien, je§li odrzucié
aksjomat wyboru zastepujac go ewentualnie innymi hipotezami.

Zaczaé nalezy chyba od informacji o klasyeznym juz obecnie twier-
dzeniu Solovaya [38], Ze przy zalozeniu istnienia liczby mocno nieosiggal-
nej nie mozna udowodnié w teorii mnogosci bez pewnika wyboru istnie-
nia zbioru niemierzalnego w sengie Lebesgue’a. Tak wiee bez aksjomatn
wyboru ogdélny problem miary (nawet w wersji niezmienniczej) moze
mieé eleganckie rozwigzanie pozytywne. Wspomnijmy jeszcze, ze w skon-
struowanym przez Solovaya modelu kazdy zbidr liczb rzeczywistych ma
réwniez wlasno§é Baire’a.

Méwige o teorii miary bez pewnika wyboru warto wspomnieé o tzw.
aksjomacie determinacji. Zostal on wprowadzony przez Mycielskiego
i Steinhausa [25]. Dwoch graczy A i B rozgrywa nastepujaca gre. Ustalaja
najpierw pewnien zbiér X nieskonczonych ciagéw o wyrazach natural-
nych. Nastepnie wybieraja kolejno na przemian liczby naturalne tworzae
wspdlnie ciag nieskodezony. Jefli wpada on do zbioru X, wygrywa gracz
4, w przeciwnym razie wygrywa B. Zbiér X nazywa sie zdeterminowany
wtedy 1 tylko wtedy, gdy ktory§ z graczy ma strategie zapewniajaca mu
zwyciestwo niezaleznie od ruchéw przeciwnika.

Korzystajac z aksjomatu wyboru latwo wykazaé¢ istnienie zbioru
niezdeterminowanego. Nie wiadomo jednak, czy aksjomat determinacji
orzekajacy, ze kazidy zbior ciggéw jest zdeterminowany, prowadzi do
sprzecznofci z aksjomatyka teorii mnogosci bez pewnika wyboru. Bada-
nia nad aksjomatem dcterminacji jako alternatyws dla pewnika wyboru
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stanowia obecnie zZywo rozwijajacy sie fragment teorii mnogoséei i zaloze-
nie to jest coraz czesciej stesowane jako hipoteza dodatkowa.

My wspomnimy tylko o dwéch konsekwencjach aksjomatu determi-
nacji w teorii miary. Pierwszy wynik, pochodzgey od Mycielskiego i Swiercz-
kowskiego [26], orzeka, ze przy zalozeniu aksjomatu determinacji kazdy
zbiér liczb rzeczywistych jest mierzalny w sensie Lebesgue’a. Drugie
twierdzenie udowodnit Solovay (por. Jech [15]): z aksjomatu determi-
nacji wynika, ze liczba w, jest mierzalna. Poréwnanie obu tych faktéow
z informacjami zawartymi w poprzednich rozdzialach pokazuje ogromny
wplyw, jaki ma pewnik wyboru na omawiane przez nas zagadnienia.
Odrzucenie tego aksjomatu i ewentualne przyjecie sprzecznego z nim
zatozenia burzy wszystkie nieomal intuicje i diametralnie zmienia oblicze
teorii miary.
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