0
f wmptm
ROCZNIKI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEMATYCZNEGO 1897
Seria II: WIADOMOSCI MATEMATYCZNE XXVI (1984)

RoMAN MURAWSKI (Poznan)

Matematyczna niezupelnosé¢ arytmetyki

W 1931 r. w czasopiSmie Monaishefte fiir Mathematik und Physik
ukazala sie, liczgca niewiele ponad 20 stron, praca 26-letniego woéwezas
matematyka i logika wiedenskiego Kurta Godla pod niezbyt zachecajacym
tytulem Uber formal wnentscheidbare Sdtze der ‘Principia Mathematica’
und verwandter Systeme 1. Miala ona okazaé si¢ jedna z najbardziej przeto-
mowych i wazkich prac w logice matematyeznej i podstawach matematyki.
Godel udowodnil w niej mianowicie, ze arytmetyka liczb naturalnych
i wszystkie bogatsze od niej systemy dedukecyjne (czyli systemy, w kto-
rych jest ona zawarta), jezeli tylko sg niesprzeczne, to s3 w sposéb istotny
niezupetne. Oznacza to, ze istniejy zdania nierozstrzygalne na gruncie
tych teorii, czyli takie zdania ¢, Ze ani ¢, ani ~|p nie sg twierdzeniami teorii..
Co wiecej, zdania te s3 takie, ze wiadomo, ktére ze zdan pary ¢, “lp jest
prawdziwe w podstawowym modelu teorii, tj. w strukturze, dla opisania
ktoérej dana teoria zostala zbudowana. Ta niezupetos$é teorii jest istotna,.
tzn. nie mozna jej usungé przez dodawanie do teorii zdan nierozstrzy-
galnych jako nowych aksjomatéw — wtedy bowiem pojawiaja sie nowe
zdania nierozstrzygalne na gruncie tej nowej, bogatszej juz, teorii. Wynik
ten, zwany I twierdzeniem Godla, wskazuje na ograniczono§é poznaweczg
metody dedukeyjnej. Pokazuje, ze nie mozna calej matematyki zawrzeéd
w niesprzecznym systemie sformalizowanym opartym na zwyklej logice
predykatéw I rzedu. Wieecej, nie mozna w zadnym takim systemie zawrzeé
calodei prawdy nawet o liczbach naturalnych, zawsze bowiem istnieé beda
zdania nierozstrzygalne postaci ,dla kazdego x, ¢(x)” takie, ze wszystkie
konkretne podstawienia formuly ¢, tzn. zdania ksztattu ¢(0), (1), ¢(2), ...
89 twierdzeniami teorii.

Wynik ten godzi w sposéb istotny w program formalizmu, jednego
ze wspolezesnych kierunkéw w filozofii matematyki stworzonego przez
wybitnego matematyka niemieckiego Dawida Hilberta w latach 1917-
-1931. Formalizm bowiem, probujac znalezé finitystyczny dowéd nie-
sprzeezno§ci matematyki klasycznej, proponowal, by teorie matematycz-
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ne reprezentowaé w postaci systeméw sformalizowanyech. Cala matema-
tyka miata byé zaksjomatyzowana, a teorie matematyczne traktowane
jako niezinterpretowane systemy dedukeyjne. Kazdy taki system wyma-
gal dowodu niesprzecznosci, 1 to dowodu przeprowadzonego metodami
finitystyeznymi. Twierdzenie Godla pokazalo jednak, Ze nie da si¢ zbudo-
wadé niesprzecznego i zarazem zupelnego systemu matematyki, & w szcze-
gblnosei, ze zaden system sformalizowany arytmetyki liczb naturalnych
nie jest adekwatny w stosunku do zbioru prawd arytmetycznych (o ile
tylko jest niesprzeczny), tzn. nie da sie z niego wywie§é wszystkich zdan
prawdziwych o liczbach naturalnych. Jakkolwiek bowiem bogata bylaby
aksjomatyka takiej arytmetyki sformalizowanej, zawsze znajda si¢ zdania
arytmetyezne, ktérych nie potrafimy w niej rozstrzygngé (przy zalozeniu
oczywifcie, ze nasza teoria jest niesprzeczna i ze jej aksjomaty tworza
zbior rekurencyjny, czyli taki, ze potrafimy w skoniczonej iloSei prostych
mechanicznych krokéw rozpoznad, co jest aksjomatem, a co nie). Systemy
sformalizowane zatem i §rodki dowodzenia w nich dostepne nie 83 (i nie
mogg byé) w peini adekwatne w stosunku do zwyktlej dzialalnosci matema-
tycznej; innymi stowy, dowodliwo§é w systemie sformalizowanym i praw-
dziwo$é to nie jest w pelni to samo; kaide twierdzenie arytmetyki sfor-
malizowanej jest prawdziwe, ale istnieja zdania prawdziwe nie bedgce
twierdzeniami, czyli zdania nierozstrzygalne.

Wyniki Godla méwity jeszeze wiecej. Tzw. Il twierdzenie Godla, za-
anonsowane tylko w wyzej wymienionej pracy z 1931 r.(!), a mowigce,
ze dowod miesprzecznofei teorii sformalizowane] zawierajacej arytmetyke
liezb naturalnych nie moze byé przeprowadzony za pomocy Srodkéw same]
tej tecrii — pokazuje niewykonalno§é réwniez drugiego punktu programu
Hilberta, stwierdza bowiem wrecz niemozliwo§é podania finitystycznego
dowodu niesprzecznodci teorii.

I i IT twierdzenia GoOdla otrzymane zostaly za pomocg przemyslne]
i berdzo oryginalnej metody. Ot6z Godel zauwazyl, Ze mozna ustalié
jedno-jednoznaczng odpowiednio§é miedzy formulami jezyka danej teorii
sformalizowanej (ktore sa skonczonymi ciggami symboli podstawowych)
a liczbami naturalnymi. A zatem formule ¢ jezyka arytmetyki liczb
naturalnych odpowiada liczba naturalna, ktérg oznaczymy symbolem "p™.
Co wigcej, przyporzgdkowanie to moze byé dokonane w taki sposéb, ze
naturalnym relacjom syntaktyeznym miedzy formulami ¢, y itd. (np.
byé podformuly, byé konsekwencja itp.) odpowiadaja pewne naturalne
relacje arytmetyczne miedzy liczbami "¢”, "p” itd. Zamiast wiee o formu-
lach, mozna moéwi¢ o liczbach. W ten sposéb, jezeli jezyk rozwazanej
teorii zawiera jezyk arytmetyki, to mozna w nim moéwi¢ o nim samym!

(1) Godel sformulowal w niej tylko twierdzenie, zapowiadajac podanie dokla-
dnego dowodu w czefei IT artykulu, ktéra to czedé nigdy nie zostala napisana.
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Te metode reprezentacji skladni za pomocg liczb naturalnych i relacji
miedzy nimi nazywa sie arytmetyzacja skladni lub godelizacjg.

Zastosowanie metody arytmetyzacji w polaczeniu z pewnymi ideami
lezaeymi u podstaw znanych juz w starozytnosei paradokséw typu ,,self-
-referential” (np. paradoksu klamey) pozwolito Gédlowi zbudowaé zdanie,
o ktérym mogl dowie§é, ze jest prawdziwe w zwyklym standardowym
modelu arytmetyki (tzn. w modelu zlozonym z liezb 0, 1, 2, ... ze zwyklymi
dzialaniami nastepnika, dodawania i mnozenia) i jest nierozstrzygalne
na gruneie rozwazanego przez hniego systemu sformalizowanego arytme-
tyki liezb naturalnych. Zdanie to, aczkolwiek moéwilo wlaseiwie o liczbach
naturalnych, to jednak w istocie miato tre$é metamatematyczna. Tresé
jego sprowadzala si¢ bowiem do stwierdzenia ,,ja nie jestem twierdzeniem”.
Orzekalo ono zatem swg wlasng niedowodliwo$é(2).

Zdanie Godla miato wiec tre§¢ nie matematyczng, a metamatema-
tyezna. Z tego tez powodu, aczkolwiek interesujace dla logikéw i badaczy
podstaw matematyki, nie bylo ono zbyt ciekawe dla matematykéw nie
zajmujacych sie logikg i podstawami matematyki. To w pewnym sensie
pomniejszato jakby wartodé samego twierdzenia Godla. Wiadomo bylo
bowiem co prawda, ze arytmetyka liczb naturalnych i inne ciekawsze
teorie 53 niezupelne (i to w sposob istotny), jednakze wszystkie znane
przyklady zdan nierozstrzygalnych (ktérych w ramach uogdlniania
i wzmacniania wynikow Godla znaleziono wiele, np. zdania Rossera,
Kreigla-Levy’ego, Kenta, Mostowskiego, Shepherdsona, por. [12]) byly
sztuczne z matematycznego punktu widzenia. Powstal wiec problem
(interesujacy takze z punktu widzenia filozofii matematyki), czy mozna
podadé przyklady zdan nierozstrzygalnych o tre§ei matematycznej, w szeze-
g6lnogei, czy mozna podaé przyklady zdan o tresei teorioloiczbwej (czyli
moéwigce o liczbach naturalnych i relacjach miedzy nimi) niezalezne od
arytmetyki liczb naturalnych. Pytanie to byto tym ciekawsze, ze po wy-
nikach Godla mozna bylo przeciez jeszeze zywié nadzeije, iz wszystkie
zdania sensowne i interesujace z matematyeznego punktu widzenia sg
jednak rozstrzygalne na gruncie arytmetyki Peano i ze w zakresie takich
zdan jest ona zupelna.

7 drugiej strony z zagadnieniem niezupelno$ci artymetyki wigzat
si¢ pewien problem natury metodologicznej. Otoz od dawna stawiano
pytanie, czy nie mozna by udowodnié istnienia zdan nierozstrzygalnych
na gruncie arytmetyki nie uzywajac w tym celu metody arytmetyzacji,
a wskazujge po prostu pewne zdanie ¢ oraz dwa modele arytmetyki takie,
ze w jednym z nich spelnione jest zdanie ¢, a w drugim zdanie g (np.

(%) Czytelnika zainteresowanego szczegélami dowodu Godla odsylamy do przystep-
nie napisanego artykulu A. Mostowskiego [4], do pracy C. Smoryniskiego [11] oraz
do popularnej ksigzki [6].

4 — Wiadomo$ci Matematyczne XXVI.1
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A. Mostowski w [5], str. 28, tak formutowal jedno z zadan, jakie stoja
przed badaczami podstaw matematyki: Wykazaé niezupelnosé aksjoma-
tycznej arytmetyki bez ugycia metody arytmetyzacji, lecz podajac odpowiednie
modele wykazujqce niesprzeczno$é i mniezaleino$é odpowiednio dobranego
twierdzenia teorii liczb.). Zauwazmy, ze metode taks z powodzeniem zasto-
sowano w badaniach nad teorig mnogosci (por. dowéd Godla — z 1938 r. —
niesprzeczno§ci aksjomatu wyboru i uogélnionej hipotezy continuum
z teorig mnogosci Zermelo—Fraenkla oraz dowod Cohena — z 1964 r. —
ich niezaleznoS§ei).

Dla usSci$lenia wyzej sformulowanego pytania i eatych dalszych roz-
wazal, przez arytmetyke liczb naturalnych rozumieé bedziemy odtad
arytmetyke Peano, oznaczang przez PA 1 nazywang tak od nazwiska
matematyka wloskiego Giuseppe Peano, ktéry w roku 1889 podal jej
aksjomatyke. Jest to wzorcowy system uzywany w badaniach nad podsta-
wami arytmetyki. Oparty jest on na rachunku predykatéw I rzedu,
a jego jezyk zawiera nastepujace symbole pozalogiczne: 0 (zero), S (na-
stepnik), + (dodawanie), - (mnozenie). Aksjomaty pozalogiczne systemu
PA sg nastepujace:

Sz =8y~ =y,

Sx #0,
x40 =,
z+8y = 8(x+y),
-0 =0,
z-Sy =x-y+ta,

#(0) & (Va) (p(x) > @ (Sx)) > (Va)p(z).

¢ Jest tuta] dowolng formula jezyka arytmetyki PA. Aksjomat ostatni
jest wicc schematen. nieskonczenie wielu aksjomatéw (nazywa sie go
schematem indukeji).

Sformulowany powyzej problem udalo si¢ rozwigzaé dopiero w roku
1977, a wieec w 46 lat po wyniku Gdodla! Dokonal tego J. Paris z Uniwer-
sytetu w Manchesterze. Ot6z przy okazji badan nad modelami niestandar-
dowymi(®) arytmetyki liczb naturalnych wynalazl on nowg metode kon-
strukeji zdan niezaleznych, lecz prawdziwych w modelu standardowym.

(3 Jedna z konsekwencji twierdzenia o zwartodei jest fakt istnienia modeli
arytmetyki liczb naturalnych innych (w technicznym jezyku teorii modeli méwi sie
tu o nieizomorficznodei) niz wyjdeciowy model zlozony z liezb 0, 1, 2, 3, ... i zwyklych
operacji nastepnika, dodawania i mnozenia. Ten model wyj§ciowy nazywa sie mode-
lem standardowym, modele nieizomorficzne z nim — modelami niestandardowymsi.
Mozna je krotko scharakteryzowaé jako modele zawierajace tzw. niestandardowe
liczby naturalne, tj. obiekty zachowujace sie tak, jak zwykle liczby naturalne (czyli
spelniajgce wszystkie aksjomaty arytmetyki liczb naturalnych), ale wigksze od nich
wazystkich. Chodzi tu zatem o obiekty a takie, z¢e a > 0,a> 1, a > 2,...
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Uzyskane za pomocy tej metody zdanie niezalezne uproécit L. Harrington
(podajac zarazem troche inny dowod). W ten sposéb otrzymano eleganckie
zdanie niezalezne od arytmetyki PA majace tre$é kombinatoryczna. Dalej
historia potoczyla si¢ znanymi w matematyce torami. Zapoznawszy sie
z wynikami Parisa i Harringtona, matematycy zaczeli je uogélniaé i wzmac-
niaé znajdujac w ten sposob nowe zdania niczalezne (ciagle o tresci kom-
binatorycznej), wspomnijmy tu tylko prace McAloona, Clote’a, Pudlaka,
Friedmana, Millsa, Murawskiego, Ratajczyka, Kirby’ego, Simpsona, Tver-
skiego. Nie bylo to jednak ciagle jeszcze rozwigzanie zadowalajace, nie byto
bowiem zdania niezaleznego o tresci teorioliczbowej. Dopiero w 1982 roku
J. Paris i L. Kirby znalezli takie zdanie (ciekawe, ze konstrukeja tego
zdania odwoluje sie do pewnych idei zawartych w jednej z prac R. L. Good-
steina. — chodzi tu o prace [2] — opublikowang w roku 1944). Tak wiee
w 51 lat od sltynnego twierdzenia Godla, ktére wstrzasneto umystami logi-
kéw i matematykéw burzgc nadzieje ugruntowania cato$ei matematyki
na bazie sformalizowanych systeméw dedukeyjnych i pokazujac niewy-
konalno§é programu formalizmu Hilberta, udato sie znaleZé konkretne
eleganckie zdanie o tresci arytmetycznej dowodzgce (swym istnieniem)
niezupelnosci arytmetyki liczb naturalnych.

Opiszemy teraz dokladniej zdania Parisa—Harringtona i Goodsteina—
—Kirby’ego—Parisa. Najpierw musimy wprowadzié pewne oznaczenia.
Jezeli X jest zbiorem liczb naturalnych, to przez [X]" oznaczaé bedziemy
rodzine wszystkich =-elementowych podzbioréw zbioru X. Funkecje
C: [X]"—»c, gdzie ¢ jest liczbg naturalng (utozsamiang ze zbiorem jej
poprzednikéw, tzn. ¢ = {0,1,2,...,c—1}), nazywamy funkcjg kolo-
rujgeq. Mozna jg interpretowaé jako kolorowanie n-elementowych podz-
bioréw zbioru X kolorami 0,1, 2, ..., ¢c—1. Ot6z w 1929 roku matematyk
angielski F. P. Ramsey udowodnil, ze jezeli ¢ jest funkecja kolorujaca
[X]" oraz X jest dostatecznie duzy w stosunku do ¢ oraz «, to istnieje
duzy podzbiér Y zbioru X taki, ze wszystkie jego m-elementowe pod-
zbiory 83 malowane przez funkeje C na jeden kolor. Taki zbiér ¥ nazywamy
jednorodnym wzgledem C. Moéwige precyzyjniej, Ramsey udowodnil na-
stepujace dwa twierdzenia:

NIESKOKCZONE TWIERDZENIE RAMSEYA. Niech n oraz ¢ bedg dodatnimi
liczbami naturalnymi. Dla dowolnej funkeji kolorujacej C: [N]'—c istnieje
2bior nieskoriczony Y < N taki, ze Y jest jednorodny wzgledem C, ten. funkcja
C ograniczona do [Y]" jest stala.

SKONCZONE TWIERDZENIE RAMSEYA. Niech s, n oraz ¢ bedq dodatnimi
liczbami naturalnymi takimi, ze s = n+1. Wtedy istnieje liczba R(s,n, ¢)
taka, e dla kazdego r > R(s, n, ¢), kazdego zbioru X o r elementach ¢ dowol-
nej funkcji kolorujacej C: [X)'—>c istnieje zbidr jednorodny wzgledem C
majgey s elementow.
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Twierdzenia te nie sg intuicyjnie oczywiste i wymagaja oczywiscie
Scislych dowodéw. Najlepiej traktowadé je jako uogélnienia na wieksza
ilo§¢ wymiaréw zasady szufladkowej Dirichleta. Dla #» = 1 nieskonczone
twierdzenie Ramseya mowi, ze jezeli podzielié zbiér nieskonczony na
skonezong ilo§é¢ roztgeznych czedci, to jedna z tych ezeSci musi byé nie-
skonczona. Skonhczone twierdzenie Ramseya dla » =1, s =2 oraz
R(2,1,¢) = c+1 jest dokladnie zasadg Dirichleta: jezeli podzielié zbior
zlozony z c¢+1 (lub wiecej elementéw) na ¢ czeSei, to jedna z nich musi
zawieraé co najmniej 2 elementy. )

Okazuje sie, ze skonczone twierdzenie Ramseya daje sie udowodnié
w arytmetyce liezb naturalnych PA (*). Harrington zauwazyl jednak, ze
modyfikujac je nieznacznie otrzymamy zdanie niedowodliwe w PA. Naz-
wijmy mianowicie zbidr X liczb naturalnych relatywnie duzym wtedy
i tylko wtedy, gdy moc(X) > min(X). Na przyklad zbior {2, 3, 89, 92}
jest relatywnie duzy (bo moc(X) = 4> 2 = min(X)) natomiast zbiér
{10,13, 64, 89} nie jest relatywnie duzy. Zdanie Parisa—Harringtona ¢,
brzmi teraz:

Dla dowolnych liceb naturalnych s, n, c istnieje liceba naturalna H (s, n, ¢)
taka, ze dla wszystkich h > H (s, n, ¢), dowolnego zbioru X mocy h i dowolnej
Sfunkeji kolorujacej C: [XT'—>c istnieje zbior Y jednorodny wzgledem C
taki, Ze ¥ ma co najmniej s elementow 1 jest relatywnie dudy.

Mozna udowodnié, ze zdanie to jest prawdziwe w modelu standardo-
wym N, arytmetyki PA(®) (jest ono konsekwencja nieskoriczonego twier-
dzenia Ramseya), ale nie jest twierdzeniem systemu sformalizowanego PA.
Jest wiec zdaniem (o tresci kombinatoryeznej) nierozstrzygalnym na
gruncie arytmetyki PA.

Opiszemy teraz z kolei zdanie niezalezne o treéci teorioliczbowej,
tzn. zdanie Goodsteina—Kirby’ego—Parisa. Niech mianowicie m i n beda
dwiema liczbami naturalnymi. Zdefiniujemy reprezentacje liczby m przy
zasadzie n. Przedstawiamy najpierw liczbe m jako sume poteg liczby n
(np. jezeli m = 266, n = 2, to mamy 266 = 2°4-2%4-2'). Nastepnie to
samo robimy ze wszystkimi wykladnikami poteg tak dilugo, jak tylko
jest to mozliwe (W naszym przykladzie mamy: 266 = 2% 1221121 266 =
= 2P L9241 9l) Okre§lamy teraz liczbe G, (m) jak nastepuje: jezeli
m = 0, to G,(m) =0, gdy m £ 0, to G,(m) jest liczbg otrzymans przez

(%) Zauwazimy, ze w arytmetyce Peano mozemy moéwié o skoniczonych zbiorach
liczb naturalnych. Mozemy je bowiem kodowaé za pomoca pojedynezych liezb. Jesli
X = {ay,...,a,}, gdzie a; < ... < a,, to zbiér X mozna w sposéb jednoznaczny
zakodowaé za pomocy liczby pfi-...- pin, gdzie p; jest i-ta liczbg pierwszg.

(%) Ilekroé moéwimy o dowodliwodei pewnych faktéw o tredei semantycznej
(a wiee np. faktéw stwierdzajgeych prawdziwoéé pewnych zdan w pewnych modelach),
zawsze mamy na mysli dowodliwodé w metasystemie, ktérym jest teoria mnogosei
Zermelo—Fraenkla z aksjomatem wyboru.
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zastapienie w reprezentacji liczby m przy zasadzie » liczby » przez hczb@
n+1 i odjecie 1 (w naszym przykladzie mamy wiec G,(266) = 333+ ‘

+3%1 12 ~ 10%). Teraz mozemy juz zdefiniowad tzw. ciag Groodstelna
dla liczby m. Kladziemy mianowicie m, = m, m; = Gy(m,), m, = G4(my),...
W naszym przykladzie mamy zatem:

my = 266, = 266 = 22 1021 19
my = 266, = Gy(mg) = g g5t g o 10%,
My = 266, = G4(m,) = 487 144111 & 10616
My = 266, = G4(m,) = r55+1+~s+1 A~ 1010000
itd.

Zauwazmy, ze caly te procedure konstrukeji ciagu m; mozna opisaé
w jezyku arytmetyki Peano. Rozwazmy teraz zdanie: Vm3k (m, = 0)
(jest to oczywidcie zdanie jezyka arytmetyki PA). Ot6z mozna ndowodnié
(patrz [9]), ze zdanie to jest prawdziwe w modelu standardowym arytme-
tyki liezb naturalnych PA, ale nie da si¢ go udowodnié w tej arytmetyce.
Jest wiec zdaniem nierozstrzygalnym w arytmetyce PA. Niedowodliwo§é
tego zdania ma swe Zrédlo w tym, ze ciag m, przyjmuje warto$é zero
dopiero dla bardzo wielkich k (np. cigg Goodsteina dla m = 4 zeruje sie
dopiero przy k =3 .0402653211 _ g 10121000000)'

Jak wspemnieliSmy juz wyzej, nogélniajac wyniki Parisa i Harring-
tona znaleziono réwniez inne zdania o trefci matematycznej niezalezne
od arytmetyki Peano PA. Szukano tez takich zdan niezaleznych od frag-
mentéw arytmetyki PA czy od pewnych teorii ja rozszerzajacych. Nie
bedziemy tu wehodzili w (skomplikowane na ogél) szezegély techniczne.
Wspomnijmy tylko o wyniku A. A. Tverskego. Ot6z w pracy [13] przy-
porzagdkowuje on funkeji rekurencyjnej f pewng formule jezyka arytme-
tyki Peano PA, ktorg oznacza przez KTP(f) (ponizej wyjasniamy jej
sens) i dowodzi, ze istnieje cigg funkeji rekurencyjnych f_,, fo, f1y f2y ---
takich, ze dla dowolnego n > 0;

(1) PAFKTP(f,_,) — »f, jest funkejg okreslong dla wszystkich liczb
naturalnych?”,

(2) PALFKTP(f,) >KTP(f,_,),
(3) PAmnon+ KTP(f, ,) »KTP(f,).

Mamy wiec ciag coraz silniejszych zdan KTP(f,) takich, ze KTP(f,)
jest niezalezne od arytmetyki PA wzbogaconej o zdanie KTP(f,_,). Co
wiecej, na mocy (2), KTP(f,) jest niezalezne od arytmetyki PA wzboga-
conej o wszystkie zdania KTP(f,) dla k¥ < n. Funkeje f_, mozna dobraé
tak, ze zdanie KTP(f_,) jest réwnowazne zdaniu Parisa—Harringtona ¢,.

Popularny charakter artykulu nie pozwala na wchodzenie w szcze-
goly dowodow rozwazanych twierdzen, ich przedstawienie bowiem wyma-



54 R. Murawski

galoby przytoczenia wielu wynikéw z podstaw arytmetyki, a to z kolei
jest niemozliwe bez wprowadzenia calego skomplikowanego aparatu po-
jeciowego teorii modeli arytmetyki. Niemniej jednak cheieliby$my zwrécié
uwage na pewne interesujace sprawy dajace sie wyrazi¢ bez uzywania
technicznego jezyka teorii modeli.

Ogélnie rzecz biorae, dowody omawianych twierdzen o zdaniach nie-
zaleznych mozna podzieli¢ na dwie grupy: syntaktyczne i semantyczne.
Dowody semantyczne (taki byl np. pierwszy dowdd J. Parisa z 1977 r.)
opieraja sie ma tzw. teorii informatorow (indicator theory) stworzonej
przez J. Parisa i L. Kirby’ego przy okazji badan nad odcinkami poczgt-
kowymi przeliczalnych modeli niestandardowych arytmetyki Peano. Aby
wyjas$nié to pojecie, rozwazmy model przeliczalny arytmetyki PA; oznacz-
my go przez M. Interesujg nas odcinki poczatkowe I modelu M majace
pewns ustalona wlasno$é @ (np. § moze byé wlasno$cia bycia modelem
arytmetyki Peano). Otéz informator (dla wlasnodei @) jest to funkeja
(definiowalna w jezyku arytmetyki PA) informujgca nas, czy miedzy
dwoma danymi elementami a, b modelu M istnieje odcinek poczatkowy I
majacy wilasnoéé @ czy nie.

Wezmy dowolny przeliczalny niestandardowy model M dla arytme-
tyki Peano PA i zalézmy, Ze istnieje informator dla rodziny tych odcinkéw
poczagtkowych I modelu M, ktére sqg modelami PA. Istnieje wiee defi-
niowalna funkeja Y (z,y) informujaca nas o tym, gdzie w modelu M
znajdujg sie odeinki poczgtkowe spelniajace wszystkie aksjomaty Peano.
Dowodzi sie teraz, ze istnieje odcinek poczgtkowy I, modelu M taki,
ze jest on modelem PA, ale nie jest w nim spelnione nastepujace zdanie 6:

VeVadyY(z,y) > 2.

Z drugiej strony pokazuje sie, ze zdanie to jest spelnione w modelu stan-
dardowym N,. Mamy zatem dwa modele teorii PA, mianowicie model
niestandardowy I, oraz model standardowy N, takie, ze jeden z nich nie
spelni., a drugi spelnia zdanie 0. Zdanie 6 jest wiec nierozstrzygalne na
gruncie arytmetyki PA. ‘

Tak wyglada ogélny schemat znajdowania zdan nierozstrzygalnych.
Cala sztuka sprowadza si¢ teraz do znalezienia odpowiedniego (tzn. o treseci
matematycznej) informatora Y. Informator znaleziony przez Parisa
i Harringtona i dajacy wyzej opisane zdanie niezalezne ¢, opiera sie na
twierdzeniu Ramseya.

Drugg metode dowodzenia twierdzen o zdaniach nierozstrzygalnych
omawianych w tym artykule nazwaliémy syntaktyceng. Nie odwoluje
sie ona do zadnych pojeé semantycznych, a wiec na przyklad do pojecia
modelu, lecz opiera si¢ jedynie na pokazaniu dowodliwosci pewnych zdan
w systemie sformalizowanym arytmetyki liczb naturalnych. Taka wlaénie
metoda zastosowana jest w pracy Parisa i Harringtona [8]. Rozwaza
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sie tam wyzej opisane zdanie ¢, bedace modyfikacja skorniczonego twier-
dzenia Ramseya. Nastepnie konstruuje sie pewna teorie T’ (rozszerzajaca
arytmetyke PA) oraz dowodzl sie, ze

PA F Con(T) - Con(PA) oraz PAF ¢, - Con(T),

gdzie Con(PA) oznacza zdanie jezyka arytmetyki Peano moéwiace, ze
arytmetyka PA jest niesprzeczna, podobnie Con(T) (zdania takie mozna
zbudowaé uzywajac arytmetyzacji skiadni). To w polaczenin z IT twier-
dzeniem Godla prowadzi do wniosku, ze zdanie ¢, nie jest dowodliwe w PA
(gdyby bowiem bylo, to arytmetyka PA dowodzitaby swej wlasnej nie-
sprzecznofei, co, jak pokazal Godel, jest niemozliwe).

Przyjrzyjmy sie na koniec rozwazanym w tym artykule zdaniom nie-
zaleznym od arytmetyki liczb naturalnych w perspektywie filozoficznej.
Otéz, co juz wyzej podkre§laliSmy, sam fakt skonstruowania przykladéw
zdan niezaleznych o tre§ci matematycznej zasluguje na uwage. Twier-
dzenie Godla bowiem dawalo przyklady zdan nierozstrzygalnyech o tresei
w istocie metamatematycznej, a wiec niejako spoza matematyki. Byly
to zdania jakby tre§ciowo obce matematyce, co wiecej, sztuczne. Méwity
one co prawda o liczbach naturalnych, ale wyroslty z pewnych rozwazan
metamatematycznych (o arytmetyce jako systemie sformalizowanym),
a nie z rozwazan nad liczbami naturalnymi, jakie prowadzi teoria liczb.
Wyniki Parisa, Harringtona i innych podajace przyklady zdan nieroz-
strzygalnych o tre§ci kombinatorycznej ezy teoricliczbowej zawierajg
znacznie wiecej informacji o niezupelnosci arytmetyki niz zawierato twier-
dzenie Godla. Méwiag bowiem o zdaniach zwigzanych z praktyka matema-
tyezng. Dowodzg ograniczono$ci poznawczej systemow sformalizowanyeh,
wskazujac interesujace z matematycznego (a nie tylko metamatematycz-
nego) punktu widzenia zdania nie mieszczgce si¢ w tych systemach, a jed-
nocze$nie opisujgce pewne prawdziwe fakty.

Wryniki Parisa, Harringtona i innych stanowia wige w pewnym sensie
wzmocnienie wynikéw Godla zawartych w jego I i II twierdzeniu. Okazuje
si¢ jednak, Ze te nowe zdania nierozstrzygalne o tre§ci matematyczne]
89 silnie zwigzane z pewnymi zdaniami metamatematyeznymi w duchu
Godla. K. McAloen udowodnil mianowicie w [3], ze zdanie Parisa—Harring-
tona (a to samo da sie pokazaé o prawie wszystkich pozostalych nowo
znalezionych zdaniach niezaleznych) jest réwnowazne (na gruncie aryt-
metyki Peano PA) tzw. zasadzie refleksji dla formul klasy 2. Zasada ta
glosi co nastepuje:

Dla dowolnego zdania ¢ z jezyka arytmetyki PA, kiorego wszystkie kwan-
tyfikatory sa egzystencjalne i wystepujq na poczatku, jesli ¢ jest dowodliwe,
to @ jest prawdziwe.

Uzywajac techniki arytmetyzacji skladni da si¢ t¢ zasade napisaé
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jako zdanie jezyka arytmetyki PA. Oznaczmy je symbolem Riny (PA).
Zatem twierdzenie McAloona mozna zapisaé jako

PA F pyRing (PA),

gdzie ¢, jest zdaniem Parisa—Harringtona.

Zasada refleksji jest zdaniem o treei wyraznie metamatematycznej.
Nowo skonstruowane zdania nierozstrzygalne o tre§ci kombinatorycznej
lub teorioliczbowe]j okazujg si¢ rownowazne (i to dowodliwie réwnowazne)
pewnemu zdaniu metamatematycznemu. Jest to fenomen niewatpliwie
interesujacy z filozoficznego punktu widzenia. Mimo bowiem zmienionej
»Szaty zewnetrznej” (tresé zdan kombinatoryezna lub teorioliczbowa, a nie
explicite metamatematyezna) wracamy w pewnym sensie do pierwotnych
wynikéow Godla, od ktérych tak bardzo cheieliSmy uciec.

Nowe zdania nierozstrzygalne okazujy si¢ jednak silniejsze od zdania
Godla. Zdanie Godla ,ja nie jestem twierdzeniem” bylo mianowicie
réwnowazne (na gruncie arytmetyki Peano PA) zdaniu Con(PA). W teorii
PA +Con(PA) nie da sie jednak udowodnié zasady refleksji Ring (PA),
a wiec nie da sie tez dowie§¢ na przyklad zdania Parisa—Harringtona g,.
Nie da sie go tez oczywiScie obali¢, jako ze jest ono prawdziwe w modelu
standardowym N,, ktory jest modelem teorii PA +Con(PA). A zatem
zdanie @, jest niezalezne nic tylko od arytmetyki PA, ale i od teorii PA
wzbogaconej o dodatkowy aksjomat gloszacy jej niesprzecznosé.

Zastanéwmy sie na koniec, czy fakt znalezienia zdan nierozstrzygal-
nych o treSci matematycznej w pelni satysfakcjonuje nie tylko logikéw,
ale tez ,normalnych” matematykéw i czy mozemy juz uwazaé ten roz-
dzial podstaw matematyki za zamkniety. Ot6z odpowiedZ na oba te pyta-
nia jest negatywna. Dotychczasowe wyniki nie s3 w pelni satysfakcjo-
nujace z dwoéch co najmniej powodéw. Przede wszystkim dowody rozwa-
zanych twierdzen o zdaniach nierozstrzygalnych uzywajqa m. in. modeli
niestandardowych i sprowadzaja si¢ w istocie do pokazania, Ze istnieje
pewien model niestandardowy I,, w ktérym badane zdanie nie jest spel-
nione. Co wiecej, czynig to w sposoéb niekonstruktywny, tzn. nie podaja
zadnych informacji na temat owego modelu I, (z taks sytuacja mamy do
czynienia w przypadku wyzej opisanych dowoedéw semantycznych). Dla
ynormalnego” teorioliczbowea nie jest to przekonujgce. To, ze pewne
zdanie nie jest spelnione w modelu niestandardowym, nie niesie dla niego
zbyt wiele informacji. Liczby niestandardowe nie sg bowiem obiektami,
ktére bada teoria liczb.

7 drugiej strony, samo stwierdzenie, Zze pewnych zdan nie mozna ani
udowodnié, ani obalié w ramach danego systemu sformalizowanego, réw-
niez nie jest zbyt interesujace dla ,normalnego” matematyka. Nie intere-
suje sie on bowiem takg formalng dowodliwo$cia, a jedynie prawdziwoscia
danego zdania wéréd badanych przez siebie obiektéw (w przypadku teorii
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lieczb chodzi oczywiscie o liczby naturalne, a wieec o prawdziwosé w modelu
standardowym N,). W swej praktyce badawecze]j nie pracuje on w ramach
zadnego systemu sformalizowanego, lecz uzZywa wszelkich poprawnych
metod dochodzenia do prawdy. Oczywiscie jest rzecza niejasng, jakie to
moga byé metody — jest to zreszta jeden z prebleméw rozwazanych
w filozofii matematyki (w praktyce sprawa wyglada znacznie profciej
i wér6d matematykéw panuje na ogét zgoda co do tego, jakie metody sa
dopuszezalne i poprawne, a jakie nie). Dla uproszezenia mozemy jednak
zaltozyé (a zalozenie to zdaje sie akceptowaé wiekszo§¢ matematykow), ze
wszystko, co czyni na przyklad ,normalny” teorioliczbowiec dowodzac
twierdzen, da sie zrekonstruowaé w ramach odpowiedniej teorii mnogosei,
np. teorii mnogosci Zermelo-Fraenkla z aksjomatem wyboru ZFC (°).
Problem sprowadzalby sie wige do znalezienia zdania o tresci matematycz-
nej, dokladniej — teorioliczbowej, ktérego nie da si¢ rozstrzygnaé za po-
mocg zadnych poprawnych §rodkéw, tzn. zdania moéwigcego o liezbach
naturalnych i niezaleznego od teorii ZFC, dokladniej od teorii (ZFC)FP4
(tak oznacza si¢ zbiér zdan o liezbach naturalnych dowodliwych w ZFC).
Jak dotad, zagadnienie to pozostaje otwarte. Znane sg przyklady zdan
niezaleznych od (ZFC)F4, ale sa to zdania o tre§ei metamatematyeznej,
a wiec zdania sztuczne z punktu widzenia ,normalnych” matematykéow.
A moze wielkie twierdzenie Fermata czy hipoteza Goldbacha sg przykla-
dami takich zdan?
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RoMAN Ko0SSAK (Warszawa)

Dodatek do artykulu R. Murawskiego

W Dodaikw tym cheieliby§my przedstawié zdanie niezaleine od aryt-
metyki Peano PA znalezione przez P. Pudlaka (i opisane w nieopubliko-
wanej pracy Another combinatorial sentence independent of Peano’s axioms).
WybraliSmy to wia$nie zdanie z dwu powoddéw: 1° ma ono jasng i zrozu-
mialg dla kazdego matematyka tre$é, 2° mozna podaé stosunkowo przej-
rzysty i dostepny nawet dla niespecjalisty szkic dowodu jego niezalez-
nosci.

Zdanie Pudlaka i jego wlasnodei opiszemy opierajac sie na notatkach
C. Smorynskiego do jego wykladéw w Utrechcie (C. Smoryriski, Non-
standard Models of Arithmetic, University Utrecht, Preprint Nr 153,
April 1980).

DEFINICTA 1. Niech f bedzie funkejg o dziedzinie i przeciwdziedzinie
zawartych w zbiorze liezb naturalnych N. Méwimy, ze zbiér skonczony
AS N, A ={ag,a,,...,0,}, ay<a,<a,<...<a, jest aproksymacjg
Junkcji f, jesli dla kazdego 7 < n spelniony jest warunek

Vo < a;[x e domf —f(z) < a;,Vf(®) > a,l,

gdzie domf oznacza dziedzine funkeji f.

Na przyklad zbiéor A = {10,12, 13, 14} jest aproksymacja dowolnego
skonezonego obciecia funkeji f(x) = #% Zauwazmy, ze zbiér dwuelemen-
towy jest aproksymacjg kazdej funkeji.

DEerFINICIA 2. Jefli X jest skonczonym podzbiorem zbioru N, to mé-
wimy, ze X jest 0-gesty, jezeli X ma co najmniej trzy elementy. Méwimy,
ze X jest (n+1)-gesty, jeSli dla kazdej funkeji f o dziedzinie i przeciw-



