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RoMAN Ko0SSAK (Warszawa)

Dodatek do artykulu R. Murawskiego

W Dodaikw tym cheieliby§my przedstawié zdanie niezaleine od aryt-
metyki Peano PA znalezione przez P. Pudlaka (i opisane w nieopubliko-
wanej pracy Another combinatorial sentence independent of Peano’s axioms).
WybraliSmy to wia$nie zdanie z dwu powoddéw: 1° ma ono jasng i zrozu-
mialg dla kazdego matematyka tre$é, 2° mozna podaé stosunkowo przej-
rzysty i dostepny nawet dla niespecjalisty szkic dowodu jego niezalez-
nosci.

Zdanie Pudlaka i jego wlasnodei opiszemy opierajac sie na notatkach
C. Smorynskiego do jego wykladéw w Utrechcie (C. Smoryriski, Non-
standard Models of Arithmetic, University Utrecht, Preprint Nr 153,
April 1980).

DEFINICTA 1. Niech f bedzie funkejg o dziedzinie i przeciwdziedzinie
zawartych w zbiorze liezb naturalnych N. Méwimy, ze zbiér skonczony
AS N, A ={ag,a,,...,0,}, ay<a,<a,<...<a, jest aproksymacjg
Junkcji f, jesli dla kazdego 7 < n spelniony jest warunek

Vo < a;[x e domf —f(z) < a;,Vf(®) > a,l,

gdzie domf oznacza dziedzine funkeji f.

Na przyklad zbiéor A = {10,12, 13, 14} jest aproksymacja dowolnego
skonezonego obciecia funkeji f(x) = #% Zauwazmy, ze zbiér dwuelemen-
towy jest aproksymacjg kazdej funkeji.

DEerFINICIA 2. Jefli X jest skonczonym podzbiorem zbioru N, to mé-
wimy, ze X jest 0-gesty, jezeli X ma co najmniej trzy elementy. Méwimy,
ze X jest (n+1)-gesty, jeSli dla kazdej funkeji f o dziedzinie i przeciw-
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dziedzinie zawartych w N istnieje taki n-gesty zbiér Y, ze Y < X oraz
Y jest aproksymacja f.

Zbiér {0,1,2} jest 1-gesty. Nie jest latwo podaé inne przyklady
zbioréw 1-gestych. Mimo to dowdd nastepujacego twierdzenia nie jest
szezegOlnie trudny.

TWIERDZENIE 1. Dla dowolnych liczb a, n € N istnieje taka liczba
beN, ze a<b i odcinek [a, b] jest n-gesty.

Jak pogodzié¢ ze soba dwie uwagi poprzedzajace sformutowanie twier-
dzenia? Ot6z dowdd twierdzenia rzeczywiScie nie jest trudny, ale jest
za to nieefektywny i, jak sie okazuje, w istotny sposéb wykracza poza
ramy §rodkéw dajacych sie sformalizowaé¢ w arytmetyce Peano. Korzy-
sta on mianowicie z nastepujacej nieskoniczonej zasady kombinatorycznej:
dla kazdego nieskoniczonego zbioru ¥ < N i dowolnej funkeji f o dziedzinie
i przeciwdziedzinie zawartych w N istnieje nieskonczony zbiér X < Y
aproksymujacy f (méwimy, Ze zbiér nieskonezony X = {x, @, ...}, gdzie
Ty < 2y < ..., aproksymuje funkcje f, jesli dla dowolnego 7 € N zachodzi
Vo < o, (x e domf—f(z) < #,,,)). Dowdd tej zasady jest nieefektywny.

Odnotujmy przy okazji, ze funkcja F,: N—N okre§lona wzorem

F,(n) = min{b: [a, b] jest n-gesty}

rofnie niebywale szybko dla kazdego a € N. Warto$ci ¥, juz dla nieduzych
argumentow przewyzszaja wartodci funkeji znanych w teorii liczb i uzna-
nych za szybko rosnace (por. C. Smorynski, Some rapidly growing func-
{tons, The Mathematical Intelligencer 2 (1980), 149-154).

Oznaczmy przez ¢ nastepujgce zdanie:

V4, 013 05(0; > vy & [0, 0;] jest v,-gesty).

Okazuje sie, ze ¢ jest zdaniem niezaleznym od arytmetyki Peano. Twier-
dzenie 1 pokazuje, ze zdanie ¢ jest prawdziwe w modelu standardowym
N, arytmetyki Peano. Wystarczy zatem znalezé model, -w ktérym praw-
dziwa bylaby negacja zdania ¢. Tym wla$nie sie teraz zajmiemy.
Przypomnijmy, ze arytmetyka Peano ma oprécz naturalnego modelu
N,, zwanego standardowym, ogromne bogactwo modeli nieizomorficznych
z nim, zwanych modelami niestandardowymsi. Kazdy model niestandar-
dowy jest uporzadkowany przez naturalng relacje mniejszosci (a <b =
= 3de(b = a+0)) w typ porzadkowy o+ (w*+w) g, gdzie ¢ jest pewnym
typem porzgdkowym gestym, w jest typem porzadkowym zbioru liczb
naturalnych, w* 4o typem zbioru liczb calkowitych. W przypadku modeli
przeliczalnych ¢ jest typem porzadkowym zbioru liezb wymiernych.
Widaé wiec, ze kazdy model niestandardowy ma odcinek poeczatkowy
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izomorficzny ze zbiorem liczb naturalnyeh. Elementy tego odcinka nazy-
wamy elementami standardowyms, pozostale — mniestandardowymsi.

Nie jest trudno skonstruowaé¢ niestandardowy model arytmetyki
Peano. W szczegélnofei, stosunkowo latwo skonstruowaé mozna przeli-
czalny niestandardowy model M bedacy elementarnym rozszerzeniem
modelu N,, tzn. modelem, w ktérym prawdziwe sa dokladnie te same
zdania jezyka arytmetyki Peano, ktére sa prawdziwe w modelu N,.

Wezmy taki model M. Na mocy twierdzenia 1, w M prawdziwe jest
zdanie ¢. Niech a i ¢ beda niestandardowymi elementami modelu M. Istnie-
je element b eM taki, ze a < b oraz w M prawdziwe jest zdanie: zbiér
[a, b] jest c-gesty. Model M jest modelem arytmetyki Peano, a zatem w M
prawdziwa jest zasada minimum. Mozemy wiec znalezé najmniejszy w M
element b o powyzsze] wlasnofei. Nazwijmy go b,.

Najtrudniejszy, lecz w istocie techniczny punkt dowodu niezaleznosei
zdania ¢ (ktéry tu, rzecz jasna, pominiemy) polega na wykazaniu, ze
jezeli a, b, ¢ s3 niestandardowe i w modelu M prawdziwe jest zdanie: zbi6r
[a, b] jest c-gesty, to istnieje odcinek poczatkowy M, modelu M (w sensie
relacji <) bedacy modelem arytmetyki Peano i taki, ze a e M,, ¢ e M,,
ale b ¢ M, (oznacza to, innymi stowy, ze funkeja

Y(z,y) = max{c: [», y] jest c-gesty}

jest informatorem dla rodziny odcinkéw poczatkowych bedacych mode-
lami arytmetyki Peano).

Jegli M, jest odcinkiem poczatkowym modelu M takim, ze a, ¢ e M,,
ale by, ¢ M,, to w M, nie ma elementu b takiego, ze a < b oraz [a, b] jest
c-gesty. Model M, jest zatem modelem dla negacji zdania ¢, co konezy
dowdd. Warto zauwazy¢é, ze skorzystaliémy tu z faktu, iz zdanie [a, b]
jest c-gesty dla a, b, c e M, jest prawdziwe w modelu M, wtedy i tylko
wtedy, gdy jest ono prawdziwe w modelu M.



