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Kierunki rozwoju matematyki czystej*

Co miesige ukazuje si¢ w Mathematical Reviews ponad 1500 recenzji
prac z matematyki czystej. Czy w warunkach takiej eksplozji wynikow
jest w ogéle mozliwe wyrodznienie jakichkolwiek kierunkéw? Oto pytanie,
na ktoére sprobuje daé tutaj odpowiedz; jest jasne, ze odpowiedZ taka moze
by¢ jedynie wysoce subiektywna.

Jesli problemy i twierdzenia matematyki przyréwnaé do indywidual-
nych atoméw, to kierunki moga sie pojawié wtedy, gdy atomy te beda
z sobg jako$§ powigzane. Nasuwa si¢ tu poroéwnanie ze sposobem, w jaki
astrofizyey opisuja ewolucje gwiazd. Powiadajg oni, Ze na poczatku ka-
walki rozproszonej materii skupiajg sie pod wplywem grawitacji, az
osiagng gestodé, w ktorej zapala si¢ paliwo nuklearne; rodzi si¢ gwiazda
i wehodzi do Gléwnego Ciagu, gdzie pozostaje przez pewien czas w stanie
niemal niezmienionym, poki starczy paliwa, a wtedy opuszeza Glowny
Ciag w rozmaity sposéb. W matematyce narodziny gwiazdy daja sie przy-
rownaé do zespolenia sie grupy probleméw w ogélng metode lub do ich
organizacji w postaci teorii aksjomatycznej; metoda (teoria) zaczyna byé
wowezas fragmentem tego, co mozemy nazwaé¢ Glownym Nurtem mate-
matyki, charakteryzujgcym sie licznymi zwigzkami miedzy swoimi skla-
dowymi oraz wielorakimi wplywami, jakie one na siebie wzajemnie wy-
wieraja. Teoria pozostaje w Gléwnym Nurcie, poki nie wyczerpia sie jej
wielkie problemy, a wowczas ujawnia sklonnosé do utraty kontaktu z reszty
matematyki badZ przez pograzenie sie w nader wyspecjalizowanych pyta-
niach, badZ przez zeflizgniecie sie w nieumotywowane studia aksjoma-
tyczne.

Typowymi przykladami fragmentéw poprzedzajacych Glowny Nurt
matematyki sg niezliczone problemy teorii liczb i kombinatoryki, siega-

* Przeklad artykulu Present trends in pure mathematics, Advances in Mathem-
atics 27 (1978), str. 235-255.
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jace Diofantosa (patrz [4], [6], [7]). Ich rozwigzania, je§li dawaly sie
uzyskaé, otrzymywano zwykle przez rozumowanie ad hoc i choé bywalo
ono wielce pomyslowe, nie dawalo sie przenie§é na inne przypadki. Przy-
kladami teorii, ktére opuscily Glowny Nurt matematyki w XIX wieku
przez koncentracje na specjalnych problemach, sg: geometria elementarna,
funkcje eliptyezne i teoria niezmiennikéw, a w naszych czasach teoria
funkeji analitycznych jednej zmiennej zespolonej. Przykiladow innego
sposobu oderwania sie od Gléwnego Nurtu dostarcza w XX wieku wigk-
szo$§¢ algebry nieprzemiennej i nielgeznej, topologia ogdlna i ,abstrak-
eyjna” analiza funkejonalna.

Kierunki, ktére chce oméwié, sa wybrane spofréd tych, ktére daja
sie zauwazyé wéréd teorii nalezacych wspétezeénie do Glownego Nurtu.
Wiekszo§6 z nich byla przedmiotem specjalnych posiedzen seminarium
Bourbakiego i ostatnio opublikowalem ksigzke (1) stanowigeg rodzaj prze-
wodnika po okoto 500 exposé tego seminarium, dajaea krotki opis proble-
méw, metod i wynikéw kazdej teorii, bardziej obszernie omoéwionych
w odpowiednich exposé (2). Poniewaz w tym artykule bede musial uzywaé
wielu terminéw bez wyjasnien, odsylam eczytelnika do tamtej ksigzki
po definicje, ktére z braku miejsca musze tu pominaé.

Niektére kierunki ogodlne

Stalo sie juz banalem stwierdzenie, ze okoto 1920 r. (a pod koniec
dlugiej ewolucji rozpoczetej okolo 1840 r.) gléwnym przedmiotem mate-
matyki czystej stalo sie bardziej badanie strukiur niz obiektow wypo-
sazonych w te struktury. Wiele waznych zagadnienn matematyki daje si¢
sformulowaé¢ w postaci pytan o klasyfikacje struktur danego typu, z do-
kladno$cia do izomorfizmu. Najlepsza mozliwa odpowiedzig na takie
pytanie jest dany explicite opis struktury w kazdej klasie izomorfizmu.
Taki opis istnieje, na przyklad, dla struktury skoriczenie generowalnej
grupy przemiennej. Tego rodzaju sukces jest jednak wyjatkowy i na ogol
trzeba sie zadowolié czym$ znacznie mniejszym. Zwykle wiec probuje
sie klasyfikowaé struktury wzgledem jakiej$§ relacji rownowainosci stab-
szej od izomorfizmu, np. wzgledem réwnowaznosci homotopijnej zamiast
homeomorfizmu dla przestrzeni topologicznych albo posiadania tych
samych faktor6w prostych w ciagu Jordana—Holdera zamiast izomorfizmu
dla grup skoriczonych. W tym ostatnim przypadku prowadzi to do za-

(1) Panorama des mathématiques pures: Le choiw bourbachique, Gauthier-Villars,
Paris 1977.

(?) Stosunek tego artykulu do ogromu literatury matematyecznej jest wiec taki,
jak streszczenie streszczenia streszezenia!
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gadnienia klasyfikacji podkategorii grup skoinczonych, skladajacej sig
wylacznie z grup prostych.

Jeden z najstarszych sposobéw definiowania takich relacji réwnowaz-
nosci polega mna przypisywaniu strukturze niezmiennika liczbowego, tj.
liczby, ktora jest taka sama dla dwéch struktur izomorficznych. Przykia-
dy: wymiar przestrzeni wektorowej, rodzaj krzywej algebraicznej. Deli-
katniejsza wersja tej idei zostala usystematyzowana przez pojecie kate-
gorii. Polega ona na zdefiniowaniu funkiora przeprowadzajacego klasy
izomorficzne na klasy izomorfiezne, dzieki czemu odpowiednia relacja
réwnowazno$ci oznacza po prostu tyle, ze nalozenie takiego funktora
na dwa obiekty prowadzi do obiektéw izomorficznych. Typowymi przykla-
dami sg: algebra zewnetrzna modulu, algebra Liego grupy Liego czy
pier§cienn kohomologii przestrzeni topologicznej. Mozna nawet powiedzied,
ze wymyslanie funktoréw jest jednym z gléwnych zadan wspolezesnego
matematyka, prowadzacym zreszta do nadzwyczaj interesujacych wy-
nikéw.

Inny spos6éb traktowania zbioréw obiektéw lub zbioréw klas izomor-
fizmu polega na ,organizowaniu” ich przez definiowanie na takim zbiorze
pewnego rodzaju struktury. Wydaje sie, ze idea ta pojawila si¢ w geometrii
algebraicznej, kiedy Grassmann i Cayley dali pierwsze przyklady ,wspot-
rzednych” dla takich obiektéw geometrycznych, jak podrozmaitosei
liniowe w C" czy krzywe algebraiczne danego stopnia w C% i wéwezas,
znacznie juz glebiej, Riemann ujal klasy izomeorficznych krzywych alge-
braicznych danego rodzaju jako zalezne od zespolonych parametrow,
ktére nazywal moduli. Idea ta skolonizowata dzisiaj juz takze inne obszary:
przeksztalcenia, pola wektorowe, struktury rézniczkowe czy ich klasy
izomorfizmu sg ,organizowane” w postaci przestrzeni topologicznych,
grup itp. Wymyslanie struktur w zagadnieniach klasyfikacji stalo si¢ w ten
Sposob zrodlem duzych postepow.

Zwigzane z tg idea jest pojecie ,,generycznosci’, zreszty réwniez pocho-
dzace od geometrii algebraicznej. Struktury moga dopuszezaé tyle ,pa-
tologii”, ze ich klasyfikacja wydaje sie beznadziejna. Sytuacja sie jednak
zmienia, kiedy mozna pokazaé, ze catkowite pominiecie ,zlych” struktur
1 pozostanie jedynie przy ,dobrych”, ktérych jest dostatecznie ,duzo”
w jakim§ rozsagdnym sensie, pozwala na sensowna klasyfikacje.

Stare 1 nowe narzedzia

Juz okolo 1900 r. dostrzezono, ze wiekszo§é metod matematycznych
jest mieszaning, w zmiennych proporcjach, twierdzen algebraicznych
i twierdzen topologicznych. Dziesieciolecia, ktére potem nastapily, wi-
dzialy narodziny ,abstrakcyjnej” algebry i topologii, zdano sobie bowiem
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sprawe, ze dla zwiekszenia uzyteczno$ci pojeé algebraicznych i topolo-
gicznych nalezy je oczyScié ze szezegdélnych ryséw pochodzacych z ich
zwiazku z bardziej szczegélnymi teoriami, gdzie zostaly po raz pierwszy
wykryte, zachowujac wszakze ich sile, ktérg ujawnily w tych specjalnych
zagadnieniach. Okolo 1940 r. uzyteczne czedci algebry wspélezesnej
i topologii ogblnej byly juz wyraznie zarysowanc i od tego czasu pozo-
staja wlaSciwie bez zmiany, tworzac to, co mozna nazwaé ,podstawowa
matematyka” naszych czaséw: liniowg i wieloliniowg algebre nad cialami,
przestrzenie metryczne i jednostajne, ich kombinacje w postaci teorii
lokalnie wypuklych przestrzeni wektorowych (gloéwnie przestrzeni Banacha
i Frécheta) oraz teorie catkowania.

Od 1940 r. wzbogacono ten arsenal o spora liczbe nowych narzedzi
i wiekszo$¢ z nich bierze swoj poczatek ze wzajemnych oddziatywan idei
algebraicznych i topologicznyeh (wielu réznych rodzajéw). Sposréd nich
najbardziej rzucaja si¢ w oczy narodziny algebry homologicznej, kKtora
wziela sie z n§wiadomienia sobie, ze idea grup homologii, ktére w pewnym
sensie ,mierzg odstepstwo” danego kompleksu od acykliczno§ci, moze
byé réwnie dobrze zastosowana do wielu sytuacji algebraicznych i w po-
dobny sposéb mierzyé takie rzeczy, jak zachowanie si¢ moduléw nad
mniej czy wiecej dowolnymi obszarami operatoré6w ,odchyla sie” od kla-
sycznego zachowania skonczenie wymiarowych przestrzeni wektorowych.
Bardziej wspoélezeSnie, topologiczna K-teoria, ktéra poczatkowo miala
do czynienia z klasami izomorfizmu wiazek, zostala przeniesiona na do-
wolne kategorie z pomocg niezwyklej konstrukeji umozliwiajgcej inter-
pretacje pojeé¢ kombinatoryeznyeh przy uzyciu topologicznego pcjecia
homotopii [LN 341]. W algebrze przemiennej (nowa i zywa galaz algebry,
uzywana w wielu teoriach matematycznych) szczegélnie wazne okazato
sie wprowadzenie struktnr topologicznych i topologiczne] idei uzupelnia-
nia. Z drugiej strony, to wlagnie algebraiczny charakter teorii dystrybucji
sprawil, ze stala sie ona tak uzytecznym rozszerzeniem teorii miary,
a jedna z najdoskonalszych mieszanek algebry i topologii jest teoria algebr
z normy, ktéra w spektakularny sposéb odnowila teorie spektralng i jej
zastosowania.

Innym rysem wielu obszaréw matematyki wspoélczesnej jest postugi-
wanie sie blizniaczymi ideami lokalizacji i globalizacji. Lokalne twierdzenia
o istnieniu byly dostatecznie znane juz od czaséw Cauchy’ego, ale glo-
balne badania w analizie byly raczej nieliczne i bardzo specjalne az do
pionierskich badan Poincarégo i Painlevégo pod koniec XIX w. Nowe
okazalo si¢ to, Ze te pojecia analityczne przeniknely dzi§, wraz z wpro-
wadzeniem idei topologicznych, do ,abstrakcyjnej” geometrii algebraicz-
nej 1 teorii liczb, daleko poza analize i geometrie rézniczkows. Co wiece],
ich zastosowania staly sie dzi$ znacznie latwiejsze dzieki cudownie gietkim
narzedziom rozwldknien i snopow, podezas gdy topologiczne pojecia po-
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zwalaja na precyzyjne sformulowanie ,przeszk6d” przy przechodzeniu od
wlasnoSci lokalnyeh do globalnych.

I wreszcie, nie mozna pomniejszaé¢ wplywu teorii Lategorii na wiele
teorii matematycznych. Trudno uznaé ja, podobnie jak na przyklad algebre
Boole’a, za narzedzie: oczekiwanie, ze trudny dowéd strywializuje sie
dzieki kategoriom, jest nierealistyczne. Dostarcza ona jednak (1) ogélnego
schematu, podobnego do tego, jakiego weczesniej dostarczyla teoria mno-
goSei, (2) wielce uzytecznych ogélnych pojeé, takich jak funktory repre-
zentowalne i funktory sprzezone, (3) przewodnich zasad, takich jak , Nigdy
nie definiuj obiektéw bez zdefiniowania morfizméw miedzy nimi”. Upow-
szechnienie idei, ze odwzorowanie mnogosciowe nalezy traktowaé jako
szezegblny rodzaj morfizmu, pomoglo wyjasnié takie zawile pojecia, jak
grupa algebraiczna c¢zy grupa formalna, przez wlaczenie ich w ramy
og6lnego pojecia struktur algebraicznych na kategoriach. Ale najbardziej
zadziwiajace zastosowanie znalazly kategorie w bardzo oryginalnym po-
jeciu topologii Grothendiecka (ezyli,,sites”, — ,miejse”) i zdefiniowanych
na nich snopach (,toposach”), uogélniajacych w nieoczekiwany i dale-
kosiezny sposéb klasyezne pojecia topologiczne.

Szczegolne kierunki i wyniki

Przechodzge do indywidualnego przegladu najwazniejszych gatezi
matematyki wspoélezesne] pokaze, ze w wielu z nich metody, a nawet
podstawowe pojecia, zmienily si¢ radykalnie od 1940 r., a takze powiem
0 najwybitniejszych problemach, jakie od tego eczasu zostaly w nich
rozwiazane.

1. Logika i podstawy. Jak dobrze wiadomo, rozwéj logiki matema-
tycznej i teorii zbiorow w drugiej polowie XIX wieku byl przez wielu
Owezesnych "powaznych matematykéw obserwowany z wielkim zaintere-
sowaniem, a nawet z pasjg i nie wahali si¢ oni angazowaé¢ w spory, jakie
wybuchaty wokol tych spraw, chociaz czesto nie byli zawodowymi logi-
kami. Dzi§ sytuacja jest catkowicie odmienna i nie styszalem, by ktéry-
kolwiek z mlodych lideré6w matematyki naszego czasu ujawnial zaintere-
sowanie zagadnieniami podstaw, chyba ze akurat w tym sie specjalizuje.
Sadze, ze bierze sie to stad, iz od czasu, gdy aksjomatyczna teoria zbioréw
zostata wyrainie uksztaltowana przez Zermelo, Fraenkla i Skolema,
dostarczyla ona niemal wszystkim matematykom (wyjawszy malg grupe
pintuicjonistéw” i ,konstruktywistéw”(®)) dostatecznej podstawy dla ich

(3) Wyrywkowe sprawdzanie pokazuje, ze jeli spoéréd okolo 1500 prae recen-
zowanych w kazdym numerze Mathematical Reviews wydzieli sie prace z logiki i teorii
mnogosci, to przecietnie tylko jedna lub dwie beda zwiazane z intuicjonistycznym
lub konstruktywistycznym tabu.

5 — Wiadomo$ci Matematyczne XXVI.1
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pracy i to w takim stopniu, ze praktycznie nikt si¢ nawet nie stara do niej
odwolywaé: wszystkic rozumowania wyraza sie jezykiem ,naiwnej”
teorii mnogosci. Nie sadze tez, by wielu matematykéw powaznie brato
pod uwage niebezpieczenstwo sprzeezno$ci w tym systemie aksjomatéw.

Mimo to logika matematyczna jest dzi§ bardziej aktywna niz kiedy-
kolwiek, a jej specjaliSci badaja cata mase innych systeméw logicznych,
jak logiki ,drugiego rzedu”, logiki modalne, logiki wielowartosciowe itd.,
dla ktérych matematycy pracujacy na obszarach innych niz teoria mmno-
godci nie znalezli dotychezas zadnego zastosowania. Mozna by wiec ulec
pokusie wnioskowania, ze logika matematyczna znalazla sie poza Glow-
nym Nurtem, gdyby nie jej nicktére najbardziej spektakularne sukcesy,
dzieki ktérym zachowuje bardzo §cisty zwiazek z reszta matematyki.

Mam przede wszystkim na my£li stynne rozwiazania dwéch probleméw
Hilberta odnoszacych sie do logiki (problemy 2 i 10). ,Modele” Godla
i P. Cohena pokazaly, ze aksjomat wyboru i hipoteza continuum (2% = ¢)
sa zdaniami nierozstrzygalnymi wramach aksjomatyki Zermelo-Fracnkla.
Co wigcej, nowa potezna metoda forcingu Cohena zostala przez innych
uzyta do pokazania nierozstrzygalnosci wielu innych otwartych zagadnien
teorii mnegosci. ZnalezliSmy sie w nieprzewidywanej sytuacji, mozemy
bowiem wybieraé, oprocz elementarnych aksjomatéw Zermelo-Fraenkla,
nieskoficzenie wiele roéznych systemow aksjomatycznych bez podjecia
ryzyka sprzecznofei wiekszego niz w samym systemie Zermelo—-Fraenkla.
Jest to nieco klopotliwe dla niektérych matematykéw i mysle, ze nikt
dzi§ nie potrafi przewidzieéd, jak sie sprawa dalej potoczy i czy zostanie
kiedy$ uzyskany consensus co do tego, ktére aksjomaty stanowig podstawe
matematyki. Na szczescie, ogromna wiekszo$é wynikéw matematyeznych
z Gléwnego Nurtu opiera si¢ jedynie na aksjomatach Zermelo—Fraenkla,
a przeto te wyniki sa calkowicie niezalezne od wyboru dodatkowych aksjo-
matéw.

Drugim problemem Hilberta bylo pytanie o istnienie regularnego algo-
rytmua, ktéry w skonczenie wielu krokach rozstrzygalby, czy dany uklad
réwnan diofantyceznych ma rozwigzania czy nie. Jest watpliwe, czy Hil-
bert oczekiwal odpowiedzi pezytywnej, wielu bowiem dzisiejszych mate-
matykéw podejrzewalo raczej odpowiedZ negatywna. I to wilasnie udo-
wodnil Matiasewicz w pracy z 1970 r., opierajgcej sie na fundamentalnej
pracy nad funkcjami rekursywnymi, wykonanej wczeSniej przez Julie
Robinson, M. Davisa i H. Putnama. Wypada jednak ostrzec przed ,,in-
tuicja” w tych sprawach, za pomocg tych samych metod dowodzi sie
bowiem istnienia wielomianu o 21 zmiennych i wspolczynnikach ealko-
witych, ktérego dodatnie wartoSci w punktach catkowitych wyczerpuja
caly zbiér liczb pierwszych. Wielce nieprawdopodobny obiekt!

Vi reszcie, spory wplyw wywiera logika na matematyke przez zastoso-
wania ,ultraproduktéw” i ,niestandardowej analizy”. To s3 naprawde
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bona fide pojecia matematyczne, ktére mogg byé zdefiniowane bez §ladu
powolania sie na logike. Takie podej$cie byloby jednak mylgce, zaciemnia-
loby bowiem zasadnicze idee, ktére daty poczatek tym metodom. Jest
wszakze wielce prawdopodobne, ze one wlagnie moga wplynaé na dalszy
rozwé6j tych metod i powigkszy¢ w ten sposéb ich i tak juz wielky nzy-
tecznosé.

2. Topologia algebraiczna i rézniczkowa. Przez swéj ogromny wplyw
na wszystkie pozostale gatezie moze byé ona stusznie nazwana krélowa
XX-wiecznej matematyki. Jej gléwne pojecia — homotopia, izotopia,
homologia i kohomologia, teoria Morse’a — ciagle jeszcze pochodzg sprzed
1940 roku, zostaly jednak znacznie zréznicowane i wzbogacone na wiele
sposobéw przez takie pojecia, jak prosta homotopijna réwnowaznosé,
wyjatkowe teorie kohomologii i zupelnie §wieza homotopia wymierna
D. Sullivana. Do tyeh tradycyjnych narzedzi zostala dodana spora liczba
nowych: CW-kompleksy, operatory Bocksteina, zredukowane potegi
Steenroda, przestrzenie Eilenberga—MacLane’a, rozwidknienia i lkoroz-
wldknienia, przestrzenie klasyfikujgce, klasy charakterystyczne, wieze
Postnikowa, kompleksy Thoma, grupy kobordyczne, produkty Masseya
i Whiteheada itd. Nie nalezy tez zapominaé o takich narzedziach algebry
homologicznej, jak teoria symplicjalna i K-tecria, a w szezegdlnosei stynne
ciggi spektralne, wymy§lone przez Leraya dla potrzeb kohomologii wiazek
wldknistych, moggce byé jednak zastosowane do wielu innych sytuacji.

Sposréd zebranego tymi metodami bardzo bogatego plonu, z braku
miejsca moge wspomnie¢ jedynie o kilku tylko wynikach wybranych
spo§réd najbardziej zadziwiajacych. Najwceze§nie] wyznaczono niemal
calkowicie pier§cien kohomologii prostych grup Liego i wielu ich prze-
strzeni jednorodnych, co bylo wielkim problemem od 1930 r. [6]. Nastep-
nie przyszly pierwsze ogélne wyniki o grupach homotopii, dowéd Serre’a
skoneczonogei grup homotopii sfer x,,(S") dla m > n (wyjawszy grupy
Myn_1(S") dla n parzystych) i twierdzenie Botta o periodycznofei grup
homotopii grup unitarnych i grup ortogonalnych. Od 1954 r. najbardzie]
zadziwiajace postepy zostaly uzyskane w teorii réznych rodzajéw roz-
maitosei, a §ciflej w badaniu zwigzkéw pomiedzy trzema podstawowymi
kategoriami rozmaitos§ci: TOP, PL i DIFF. Wszystkie sa definiowane
przez ,mapy”, tj. homeomorfizmy ze zbioréw otwartych na rozmaitosci
na podzbiory otwarte R", réznig sie za§ warunkami nakladanymi na ho-
meomorfizmy przej$cia miedzy mapami (zZadne warunki dla TOP, kawal-
kami liniowo§é dla PL, C* dla DIFT). Przed 1960 r. teoria ograniczala
sie do PL i DIFF, nikt bowiem nie potrafil wiele zrobié¢ dla TOP. Gléwnym
problemem bylo poznanie, kiedy struktura DIFF istnieje na danej roz-
maitoéci. Zostat on w znacznym stopniu rozstrzygniety po pierwszych
wytomach: odkryciu Milnora istnienia wiecej niz jednej klasy struktur
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DIFF na sferze S7 i kontrprzykladzie Xervaire’a 10-wymiarowej rozmai-
tofei PL, na ktérej nie istnieje zadna struktura DIFF. Nieco péZniej
Smale rozstrzygnat hipoteze Poincarégo dla rozmaito§ci DIFF wymiaru
> 5 pokazujge, technika ,chirurgii” inspirowana przez teorie Morse’a,
ze jednospojna rozmaitos¢ zwarta DIFF, majaca grupy homologii sfery,
jest homeomorfiezna (ale niekoniecznie dyfeomorficzna) ze sfera.

Podobne problemy dla PL i TOP polegaja na tym, by poznaé, kiedy
istnicje struktura PL na rozmaito$ci TOP i sklasyfikowaé takie struk-
tury (to ostatnie jest rozszerzeniem siegajgce] poczatkéw topologii
algebraicznej slynnej hipotezy Hauptvermutung: wszystkie PL struktury
na tej samej rozmaitosei TOP sa PL réwnowazne). Pierwszym wynikiem
w tym kierunku byt dowdd hipotezy Poincarégo dla wymiaréw > 5 w ka-
" tegorii TOP (M. H. A. Newman, 1966). W 1969 r., po wstepnych wynikach
wielu matematykow, centralny problem zostal catkowicie rozstrzygniety
przez Kirby’ego i Siebenmanna. Jak zwykle, w niskich wymiarach poja-
wiajg sie trudnosei, odpowiednie jednak przyklady pokazuja, Ze (inaczej
niz w przypadku hipotezy Poincarégo) ,przeszkody” sg tutaj prawdziwe
i nie biora sie jedynie z niedostatkéw techniki dowodu.

Wezednie zdano sobie sprawe, ze w pracy ze skornczonymi komplek-
sami byloby bardzo uzyteczne uzycie nieskoniczenie wymiarowych prze-
strzeni takich jak przestrzenie Eilenberga—MacLane’a (w dowodach
Kirby’ego i Siebenmanna przestrzenie klasyfikujace, ktore sa nieskonczenie
wymiarowe, odgrywaly istotng role). Jednakze pierwsze préby badania
nieskonczenie wymiarowych rozmaitosei, modelowanych na przestrzeniach
Banacha lub Frécheta zamiast na przestrzeni R", ujawnialy ich jakoby
patologiczne zachowanie, zamazujgce podstawowe réznice, ktére mialy
takie znaczenie dla topologii algebraicznej. Na przyklad, wszystkie nie-
skonezenie wymiarowe ofrodkowe przestrzenie Frécheta sg homeomor-
ficzne, nieskonczenie wymiarowa przestrzen Hilberta i dopelnienie punktu
w tej przestrzeni sg homeomorficzne itd. Jednakze ostatnio stato sie
widocrne, ze zastosowanie tych wynikéw moze dopomédc w rozwigzywaniu
najbardziej klasycznych probleméw w skonczonych wymiarach. Naj-
wazniejszym ostatnim sukcesem tej metody jest pierwszy dowod hipo-
tezy J. H. C. Whiteheada, ze kazdy homeomorfizm CW-kompleksu jest
prosta homotopijna réwnowaznoScia (West i Chapman); pochodzi on
z badan podobnego zagadnienia w topologii nieskoriczenie wymiarowej.

3. RozmaitoSci rézniczkowe i geometria rézmiczkowa. Podstawowym
faktem dotyczaeym rozmaito$ci rozniczkowych jest to, Ze kohomologie
takiej rozmaitoéci daja sie opisaé w terminach form rézniczkowych na
rozmaitosci (twierdzenie de Rhama). Ostatnio D. Sullivan zauwazyl, ze
z zachowania form rézniczkowych mozna wyciagnaé (uzywajae delikat-
niejszych narzedzi topologicznych i algebraicznych) znacznie wiecej infor-
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macji zmierzajacych do tego, co jest chyba najblizsze najwigkszemu ma-
rzeniu teorii, tj. do klasyfikacji, z dokladnosciag do dyfeomorfizmu, rozmai-
to§ei rézniczkowych zwartych. Jego teoria przypisuje kazdej takiej roz-
maitoéei uklad niezmiennikéw algebraicznych tak, ze jedynie skosiczenie
wiele klas dyfeomorfizmu odpowiada jednemu ukladowi.

Niektére znane zagadnienia dotyczace rozmaitoSei rdézniczkowych
takze doprowadzily do wyksztalcenia delikatnych narzedzi topologiez-
nych. Na przyklad, wyznaczenie przez J. F. Adamsa maksymalne] liczby
liniowo niezaleznych pél wektorowych na 8%, z uzyciem K-teorii, lub fakt,
ze 8% i 8% 83 jedynymi sferami, na ktoérych mozna zdefiniowaé struktury
prawic zespolone (Borel-Serre).

Wielki postep osiagnieto w teorii osobliwodei przeksztateen f: M—N
klasy C®, co uprzednio, wobec niemal dowolnie patologicznych przypad-
kow, wydawalo sie beznadziejne. Problem polega na sklasyfikowaniu
tych przeksztalcen, przy czym f i f’ uznaje si¢ za réwnowazne, gdy f' =
= hfg, gdzie badz ¢ (lub k) jest dyfeomorfizmem na M (lub na &), badz ¢
(lub k) jest homeomorfizmem na M (lub na N). Nowa idea (Whitney,
Thom) polegata na skupieniu si¢ na przeksztalceniach ,generycznych”,
a gléwne wyniki (J. Mather, z uzyciem fundamentalnego ,twierdzenia
przygotowawczego” Malgrange’a) moéwily o tym, kiedy réwnowazne
klasy przeksztalecen ,generycznych” (w sensie jednej z dwéeh podanych
relacji réwnowaznodci) tworza ,duze” zbiory przeksztalcen w pewnej
sensownej przestrzeni topologicznej.

Jedli rozmaito§é rozniezkowa jest wyposazona w strukture rieman-
nowska, to istnieje wiele zwigzkéw miedzy ta strukturg a topologicznymi
wlasnodciami rozmaito§ci. Na przyklad, je§li zwarta i spéjna rozmaitosé
Riemanna ma te wlasnosé, ze przekroje sekeyjne w kazdym punkeie
leza w odeinku [, 1], gdzie g > %, to M jest homeomorficzna ze sfergy.
Inne ciekawe wyniki wigza kohomologie M z liczbg geometrycznie réznych
geodetyk zamknietych na M (problem siegajacy Poincarégo): liczba ta
jest nieskonczona, gdy pierScienn kohomologii M nie moze byé wygenero-
wany przez pojedynezy element [10].

4. Réwnania rézniczkowe zwyczajne. Jakosciowa teoria réwnan réz-
niczkowych zwyczajnych zaczela sie w 1880 r. od H. Poincarégo i zostala
rozwinieta przez Lapunowa, G. D. Birkhoffa, Denjoya i Siegela w pierw-
szym trzydziestoleciu XX wieku. Z dzisiejszej perspektywy widaé, ze
teoria ta jest jednym z pierwszych krokéw tego, co uwazamy dzi$ za
czotéwke Analizy naszych czaséw, tj. Analizy Globalnej (czyli analizy na
rozmaito$eiach). Od lat trzydziestych teoria ta nie notowala wielkich
postepéw i dopiero w 1954 r. Kolmogorow wprowadzil nowe metody,
ktore umozliwilty mu pokonanie trudnosci ,malych dzielnikéw?”, bedacych
zmorg jego poprzednikéw w teorii systeméw hamiltonowskich. Nieco
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pézZniej idee te pozwolily V. Arnoldowi uzyskaé daleko idace wyniki
w zagadnieniu stabilnos$ci ukladu slonecznego. W 1960 r. Smale i Peixoto,
Wraz z rosnacg grupa wspanialej mltodziezy, dolaczyli do szkoly rosyjskiej
w wielkim projekcie klasyfikacji ukladéw réwnan rézniczkowyeh na
rozmaitosciach rézniczkowych zwartych (ezyli, jak sie takze méwi, ukia-
déw dynamicznych) i dyfeomorfizméw takich rozmaitosci. Gléwna idea,
majaca na celu unikniecie znanych patologii, znéw polega na znalezieniu
prostych wlasnosei, ktére sg generyezne w tym sensie, ze maja je wszystkie
dyfeomorfizmy (pola wektorowe) tworzace niepusty zbiér otwarty (a co
najmniej zbiér Baire’a) w przestrzeni wszystkich dyfeomorfizméw (pél
wektorowych) wyposazonych w jaka$ C" topologie. Piekne wyniki Peixoto
dostarczyly rozwiazan w wymiarze 2. W wyzszych wymiarach sprawy sg
znacznie bardziej skomplikowane, wraz z wprowadzeniem jednak wielu
nowych ciekawych typéw dyfeomorfizméw zostal dokonany istotny
postep i niemal kazdy rok przynosi nowe osiggniecia na tym bardzo aktyw-
nym polu [3], [9].

5. Ogélna teoria réwnan rézniczkowych ezastkowych i foliacji. Naj-
bardziej bezpo§rednim rozszerzeniem réwnan rézniczkowych zwyeczajnych
na wiecej zmiennych niezaleznych jest teoria zupelnie calkowalnych ukla-
dow rézniczkowych. Az do 1940 r. teoria ta byla wylacznie lokalna. Glo-
balne badania rozmaito§ei catkowych, pod nazwa foliacji, zostaly zapo-
czgtkowane przez Ehresmanna okolo 1948 r. i chociaz w nastepnych latach
zostaly rozwiniete przez niego i jego ueznia Reeba, nie zwrécilo to wiek-
szej uwagi, dopoki okolo 1960 r. nie pojawily si¢ pierwsze prace Haefligera
o foliacjach analitycznych i 8. Nowikowa o istnieniu liSci zwartych w fo-
liacjach 3-wymiarowych rozmaitosci zwartych. Nieco pdéZniej Bott znalazt
warunki topologiczne na istnienie foliacji na rozmaitosci, a Haefliger
rozwingl piekng homotopijng teorie struktur ogdlniejszych od foliacji, ale
latwiejszych do traktowania. Calkiem za§ ostatnio prowadzenie objela
utalentowana grupa mlodych matematykéw dowodzac na przyklad,
istnienia lisei zwartych dla foliacji kowymiaru 1 na rozmaitoSci zwartej
0 zerowej charakterystyce Bulera (Thurston) czy istnienia na S* pél wek-
torowych klasy €', bez miejsec zerowych i nie majacych zwartej orbity
{Schweitzer) (B 434, 499). Co wigcej, ujawniono zadziwiajace zwigzki
miedzy topologicznymi niezmiennikami foliacji (w szczegdlno$ei nie-
zmiennikiem odkrytym przez Godbillona i Veya) a nows teorig kohomologii
rézniczkowalnych p6l wektorowych, zainicjowang przez Gelfanda i Fuksa
{21

Teoria ogdélnych réwnan rézniczkowych czgstkowych zostala rozwi-
nieta dla rownan analitycznych. Gléwne wyniki — to, z jednej strony,
uzupelnienie przez Kuranishiego lokalnej teorii systeméw Pfaffa rozpo-
czetej przez E. Cartana i przeformulowanie tej teorii w terminach koho-
mologii przez D. Spencera i jego szkole oraz, z drugiej strony, osiggniecia
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J. Leraya, ktéry, postlugujac si¢ swojg teorig residudéw (patrz B 202),
rozciggnal klasyczne wlasno§ei zwyezajnych liniowyeh réwnan réznicz-
kowych na liniowe analityezne réwnania rézniczkowe czgstkowe.

6. Liniowe réwnania rézniczkewe czastkowe. Pod wplywem nowych
narzedzi analizy funkecjonalnej w teorii tej dokonal si¢ od 1940 r. ogromny
postep. Szezegdlnie skuteczne okazalo sie polaczenie teorii spektralnej
i teorii dystrybucji przez znaczne rozszerzenie zakresu rozwigzania systemu
réownan i otwarcia w ten sposéb teorii dla technik przestrzeni Hilberta.

Okolo 1960 r. pod wplywem uzyskanych tymi metodami wielu ogél-
nych wynik6w o istnieniu i jedyno$ci rozwigzan zagadniend o wartosciach
brzegowych, w szczegélnodei dla réwnan o stalyeh wspélezynnikach,
specjali$ci nabierali przekonania, ze dla wigkszoéci pytan uzyskano wilas-
ciwie wszystko. W nastepnej dekadzie teoria rozpoczela jednak ewolucje
w calkiem innym kierunku. Zamiast opieraé¢ si¢ niemal wylacznie na ,nie-
réwnosciach a priori” i réwnaniach o stalych wspétezynnikach, gtowna
idea polega dzi§ na traktowaniu rézniczkowych operatoréw liniowych jako
elementéw szerszej klasy operatoré6w pseudordzniczkowych, ktére z kolei
89 szezeglélnymi przypadkami jeszcze bardziej ogélnyeh, zawierajgcych
operatory catkowe i wiele innych. Stanowia one uogélnienie ,0sobliwych
operatoréw calkowych” wprowadzonych wecze$niej przez Michlina, Cal-
deréna i Zygmunda, ale moga tez byé zdefiniowane w sposéb znacznie
prostszy i maja bardzo dobre wlasnosci algebraiezne i niezmiennicze.

Ich uzycie calkowicie zmienito ogélny wyglad i filozofie teorii: dzisiaj
dostaje sie procedure dla wyliczenia explicite rozwigzania z warunkami
brzegowymi (gdy jest ono jedyne), z czego natychmiast wynika, ze uzy-
skane rozwigzanie jest prawdziwym gladkim rozwigzaniem we wnetrzu
obszaru, gdzie jest okre§lone, podczas gdy poprzednio mozna bylo jedynie
ogblnie udowodnié istnienie ,stabych” rozwigzan, a nastepnie pokazad,
zZe rozwigzanie to jest w istocie prawdziwe.

Co wiecej, ré6wnania o statych wspélezynnikach zostaly zdegradowane
z centralnej pozycji, jaka zajmowaly, co bylo o tyle stuszne, ze jedynie
posredniczyly one w uzyskaniu droga aproksymacji rozwigzan w przypadku
og6lnym. Pomijajac te niezdarng technike, bylo a priori rzecza calkowicie
niepozadang podkreslanie ich znaczenia w zagadnieniach, ktére sg w na-
turalny sposéb niezmiennicze wzgledem dyfeomorfizméw, podezas gdy
réwnania o stalych wspoélezynnikach takimi nie sg.

W rezultacie réwnoleglej, choé niezaleznej ewolucji, rOwnania o statych
wspdlezynnikach znalazly swoje naturalne miejsce w ogélnej teorii nie-
zmienniezych operatoréw rézniczkowyeh na grupach Liego 1 przestrze-
niach jednorodnych, bardzo aktywnej galezi Analizy Globalnej, pozwala-
jacej w szczegblno$ei na rozwinigcie teorii potencjatu, teorii funkeji har-
monieznych, formul Poissona i ich zwiazkéw z teoria prawdopodobiern-
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stwa (B 268, 370). Operatory te graja podstawowg role w nieprzemiennej
analizie harmonicznej (p. Czesé 9).

Siegajacy Riemanna i Beltramiego pomysl rozwazania operatoréw
rézniczkowych na rozmaite§ciach rozniczkowych moze byé uwazany za
pierwszy przyklad analizy globalnej, praca za$ Hodge’a z lat trzydzie-
stych uwydatnila uzyteczno$é tego punktu widzenia dla badan topolo-
gicznych wiasnog§el rozmaitosci. Zostal on teraz znacznie poglebiony przez
stynng formule Atiyaha—Singera, daleko siegajace uogdlnienie twierdzenia
Riemanna-Rocha i pigkne zastosowanie K-teorii. W istocie to wla$nie
twierdzenie Atiyaha-Singera dostarczylo gléwnego impulsu do wprowa-
dzenia operatoré6w pseudordzniczkowych. Dalo ono tez poczatek wielkiej
liczbie podobnych zwigzkéw miedzy liniowymi réwnaniami rézniczko-
wymi ezgstkowymi a topologig algebraiczng. Najbardziej znaczace w chwili
obecnej jest prawdopodobnie unogélnienie Atiyaha—Singera formuly Lef-
schetza o punktach stalych na rozmaitodei gladkiej, w ktérym kompleks
de Rhama zostal zastapiony przez dowolny kompleks zlozony z operato-
réow eliptyeznych. Innym pieknym przykladem zastosowania homologii
jest wogoélnienie Atiyaha—Botta—Gardinga teorii lacun Petrowskiego, sta-
nowigeej rozszerzenie i wyjasnienie slynnej zasady Huyghensa w teorii
réwnan hiperbolicznych.

7. Przestrzenie Banacha, teoria spektralna, algebry Banacha. Techniki
teorii lokalnie wypuklych przestrzeni wektorowych, rozwiniete miedzy
rokiem 1920 a 1940, zostaly uzupelione po 1945 r. przez teorie topologicz-
nych produktéw tensorowych, gléwnie dzieki Schattenowi i Grothendie-
ckowi. Ten ostatni wprowadzil nowy rodzaj przestrzeni lokalnie wypuk-
lej, tak zwane przestrzenie nuklearne, ktére pod wieloma wzgledami sg
blizsze przestrzeniom skonczenie wymiarowym niz przestrzenie Banacha
i maja wlasnosci uzyteczne w wielu czedciach analizy funkejonalnej i teorii
prawdopodobienstwa.

Dwa stare, siegajace Banacha, zagadnienia zostaly rozwiazane dopiero
bardzo niedawno przez P. Enflo, oba negatywnie. Enflo skonstruowat
ofrodkowg przestrzen Banacha, ktora nie ma bazy (w sensie Banacha)
i podat przyklad zwartego operatora liniowego na oSrodkowej przestrzeni
Banacha, ktéry nie jest granica (w zbieznoSci jednostajnej na zbiorach
zwartyeh) operatoréw skonczonego rzedu.

Spektralna teoria operatoré6w na przestrzeni Hilberta, rozwinigta
przez Hilberta, Carlemana i von Neumanna w latach 1900-1930, zostala
znacznie uproszezona i uogdlniona przez teorie algebr Banacha, zapoczat-
kowang w 1941 r. przez Gelfanda i jego szkole. Najbardziej jednak intere-
sujaca czefcia tej teorii pozostaje badanie algebr von Neumanna, rozpo-
czete nieco wezesniej i pozostajace najiciflej zwigzane z teorig reprezen-
tacji unitarnych grup lokalnie zwartych w przestrzeniach Hilberta (p.
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0ze$6 9). Od czasu pionierskich prac von Neumanna klasyfikacja tych algebr
nie zrobila wielkich postepoéw, co odnosi sie zwlaszeza do do$é tajemni-
czych skladnikéw ,typu II1”, z ktérych do 1967 r. znano tylko trzy nie-
izomorficzne przyklady. PdZniej sprawa zaczela sie szybko rozwijaé
i w ciggu kilku lat wielu matematykow odkrylo nowe skladniki typu IIT,
a w 1972 r. zostala podana ogdlna teoria klasyfikacji, oparta na pomy-
slach Tomita i definicji Connesa nowych niezmiennikéw, co umozliwilo
mu rozwigzanie niektérych otwartych zagadnien teorii von Neumanna.

8. Przemienna analiza harmeniczna, teoria ergodyczna, teoria prawdo-
podobienistwa, teoria potencjalu. Chociaz te cztery teorie mialy bardzo
rézne poezgytki, sa one Scifle miedzy sobg powiazane, w szezegdlnoscei przez
sposéb korzystania z teorii catkowania.

Od 1925 r. znacznie sie rozwineto zastosowanie transformaty Fouriera.
Stata sie ona jednym z gléwnych narzedzi teorii prawdopodobienstwa
1 tworzy podstawe definicji operatoré6w pseudordzniczkowych (p. Czesé 6),
gdzie jej rozszerzenie na dystrybucje jest oczywiScie istotne. Uogblnienie
analizy harmonicznej na wszystkie lokalnie zwarte grupy przemienne
w okresie 1930-1940 sprawilo wszakze, ze pojawily sie nowe i nieoczeki-
wane zastosowania, z ktérych najbardziej zasluguje na uwage przeksztal-
cenie teorii liczb algebraicznych w rozdzial analizy harmonieznej (p.
Ozedé 13).

Od 1950 r. w analizie harmonicznej zapanowala ogdlna tendencja do
skupiania si¢ na trudnych zagadnieniach dotyczacych ,zbioréw wyjat-
kowych” (siegajaca Cantora i jego badan ,zbioréw jednoznaczno$ei”),
ktéra to tendencja mogla wyprowadzié teorie poza Gléwny Nurt, gdyby
nie ciekawy sposéb, w jaki w tych zagadnieniach wystepuja algebry
Banacha i topologiczne produkty tensorowe i gdyby nie tajemnicze zwigzki,
jakie te ,zbiory wyjatkowe” mialy z aproksymacjami diofantycznymi.

Jednakze najbardziej rzucajacym sie w oczy sukcesem bylo pozytywne
rozstrzygniecie, w Kklasyczne] teorii Fouriera, problemu ZXmzina przez
L. Carlesona (1966): dokonujac nadzwyczaj pomystowych podzialéw
przedzialéw byl on w stanie wykazaé, ze szereg Fouriera funkcji f e L*
jest zbiezny prawie wszedzie do f(x). R. Hunt rozszerzy! ten wynik na
wszystkie L? dla p > 1.

Teoria ergodyeczna zaczela sie w mechanice statystycznej, ale jako
dyscyplina matematyczna mogla byé sformulowana dopiero po tym, jak
teoria prawdopodobienstwa zostala wchlonieta przez teorie miary. Wtedy
tez zostala poszerzona, obejmujac badanie przeksztalcenn zachowujacych
miare i ich klasyfikacje wzgledem naturalnego pojecia izomorfizmu. Po
poczatkowym wylomie, dokonanym okolo 1930 r. przez G. D. Birkhoffa
i J. von Neumanna, z ich stynnymi twierdzeniami ergodyecznymi, zostal
wprowadzony pierwszy niezmiennik przez zwigzanie z klasa izomorficz-
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nych przeksztalecen zachowujacych miare klasy réwnowaznych operato-
ré6w unitarnych na przestrzeni Hilberta. Jednakze sam ten niezmiennik
nie byl w stanie scharakteryzowaé wszystkich typéw izomorfizméw.
Decydujacy postep zostal uzyskany przez Kolmogorowa w 1958 r. dzieki
wprowadzeniu nowego niezmiennika, ktéry nazwal on entropiq. Za-
dziwiajaca ta idea pozwolila mu natychmiast na wykazanie, ze entropia
moze w szezegélno§ei rozréznié nieskonczenie wiele klas nieizomorficz-
nych pomiedzy najbardziej badanymi typami przeksztalcen zachowujg-
-cych miare, & mianowicie przesunieciami Bernoulliego. Idee te byly ak-
tywnie rozwijane przez szkole Kolmogorowa, a w Stanach Zjednoczonych
przez Ornsteina, ktéry w 1970 r. doprowadzit teorie do szezytu dowodzac,
ze entropia Kolmogorowa wystarcza do kompletnej klasyfikacji prze-
sunieé Bernoulliego: dwa takie przeksztalcenia, majace te sama entro-
pig, sg izomorficzne. Po tym wyniku przyszlo wiele podobnych, uzyska-
nych gidwnie przez Ornsteina i jego szkole.

Takze teoria potencjalu ma swoje poczatki w fizyce i w ciggu XIX
wieku byla czedcia badan problemdéw wartoéci brzegowyceh dla réwnania
Laplace’a: ich rozwigzania byly wyrazane przez operatory calkowe,
ktdére mierze u przypisywaty funkeje postaci

o [ K (@, y)du(y)

z odpowiednim jadrem K. Poczynajgc od okolo 1930 r. badanie tych
-operatorow catkowych stopniowo uwalnialo si¢ od klasyeznej teorii ,new-
tonowskiej” i skupialo na uogélnianiu na odpowiednie jadra réznych
wlasno§ei (zasada maximum, pojemnosé, ,wymiatanie” itp.) potencjatu
Newtona. Doprowadzilo to teorie potencjalu do nawigzania stosunkéw
z wieloma innymi czedciami analizy, takimi jak nieprzemienna analiza
harmoniczna (p. Czesé 9), teoria pélgrup, a zwlaszeza teoria prawdopo-
dobienistwa. Ten ostatni zwiazek byl raczej nieoczekiwany i okazal sie
nadzwyeczaj owocny dla obu teorii.

9. Grupy Liego, nieprzemienna analiza harmoniczna, grupy auto-
morficzne. Kiedy H. Weyl i E. Cartan rozwineli w latach 1925-1930
globalng teorie poéiprostych grup Liego, ich skonczenie wymiarowych
reprezentacji i przestrzeni symetrycznych, mozna byle pomyéleé, ze ten
rozdzial teorii Liego zbliza si¢ do kolica. Tymeczasem na odwrét, nasza
wiedza o tych niezwykiych obiektach stale si¢ wzbogaca o coraz nowe
i (jak zawsze) zaskakujace wlasnodei, odkrywane przez licznych matema-
tykéw (Coxeter, Iwasawa, Chevalley, Borel, Bruhat, Coleman, Steinberg,
Kostant, Tits, I. Macdonald; p. takze B 483).

Nowy kierunek badan otworzyl w 1939 r. fizyk E. Wigner, wyznaczajac
nieskoniczenie wymiarowe reprezentacje grupy Lorentza. Stalo sie to
punktem wyjscia dla obszernej teorii nieskofczenie wymiarowych repre-
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zentacji grup Liego (i ogélniej, grup lokalnie zwartych), zwanej takze
nieprzemienng analiza harmoniczng, jednego z najbardziej dzi§ aktywnych
obszaréw badawczych. Moze on stuzyé za przyklad matematyki wspot-
czesnej, czerpie bowiem swoje narzedzia i pojecia nie tylko z teorii Liego,
ale takze z analizy globalnej, teorii spektralnej, teorii dystrybucji ete.
(LN 388, 466, 587). Najbardziej imponujace wyniki uzyskal Harish-
-Chandra w zakresie reprezentacji grup polprostych. Ujat je w diugiej
(jeszcze nie skoriczonej) serii glebokich i trudnych prac [11], do ktérych
inni matematycy dodali wiele waznych wilasnogeci. Kirittow nadal prawdo-
podobnie ostateczna postaé teorii reprezentacji nilpotentnych grup Liego,
rozpoczetej przez Dixmiera, Ostatnio spore osiggniecia w zakresie zawilej
teorii reprezentacji rozwigzalnych grup Liego mieli Pukanszky, szkola
Dixmiera, L. Auslander i B. Kostant (LN 388).

Jednakze najbardziej rzucajaca sie w oczy nowoScig ostatnich lat
bylo badanie nieskoficzenie wymiarowych reprezentacji p-adycznych
i algebraicznych pélprostych grup adelicznych, w szezegélnosci tych,
ktore sa zwigzane z dyskretnymi podgrupami ,arytmetycznymi” (p.
Cze$é 13), a wiee takze z teorig form automorficznych i (dzigki ideom
Heckego) z szeregami Dirichleta. Dotykamy tu samego jadra fascynu-
jacej teorii, o niezwykle bogatych strukturach, wspélnych z analiza
harmoniczng, funkcjami holomorfieznymi, teoria grup, geometria alge-
braiezng i teorig liczb, do ktorej aspektéw arytmetycznych jeszcze wro-
cimy (p. Cze§é 12). Ale od pracy matematykoéw czynnych na tym polu
{Harish-Chandra, A. Weil, Gelfand i jego szkola, Godement, A. Borel,
Jacquet, Langlands, Deligne i inni) mozna spodziewad si¢ jeszcze wiecej.
Sformulowano sporo niezwyklych hipotez, a pozytywne dotychczasowe
wyniki sa wysoce zachecajgce. W szczegdélnosci wydaje sig, Ze po raz
pierwszy od pracy E. Artina z lat trzydziestych mozna mieé mniej wiecej
dokladny obraz tego, ezym powinna byé nieabelowa teoria cial klas [8].

10. Grupy ,,abstrakeyjne”. Teoria ta jest jedna z kilku, w ktérej ostat-
nie postepy zostaty uzyskane dzigki bardziej pomystowemu stosowaniu
starych narzedzi, takich jak argumentacja kombinatoryczna, teoria cha-
rakterow i podgrupy Sylowa. Na przyklad P. Nowikow i jego szkola
uzyskali w korcu, po dtugim rozumowaniu kombinatorycznym, konstruk-
¢j¢ nieskoniczonych grup @, ktére spelniaja warunek Burnside’a: G ma
skoniezenie wiele generatoréw i istnieje liczba calkowita n > 697 taka, ze
a" = e dla kazdego z €.

Jednakze wigkszo$é ostatnich postepéw w teorii grup zostata uzyskana
dzieki zwigzkom z innymi gateziami matematyki. Na przyklad, bardzo
wezednie zdano sobie sprawe z tego (w teorii grup wolnych juz okoto
1920 r.), ze pojecia topologiczne moga byé bardzo uzyteczne, jesli tylko
jest mozliwe zwiazanie z dang grupa przestrzeni, na ktérej ona dziata.
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W szczegdlnoSei, w ten wiladnie sposob Stallings ostatnio dowiédl, ze
skonczenie generowalne grupy o wymiarze kohomologicznym <1 83
wolne (B 356). Lepsze wyniki daja sie uzyskaé, kiedy dana grupa moze
byé zanurzona jako podgrupa dyskretna w pélprosta grupe Liego, wtedy
bowiem dziala ona na obiekeie o bogatej strukturze, a mianowicie na
odpowiedniej przestrzeni symetrycznej. Idea ta byla ostatnio z powodze-
niem stosowana przez Borela i Serre’a, uzywajgcych pemystowych kom-
paktyfikaecji takiej przestrzeni symetrycznej.

Co wiecej, dla pewnych grup, ktére nie maja takiego zanurzenia,
Serre odkryl, ze istnieje czasem dobry substytut przestrzeni symetrycznej,
a mianowicie ,budowle” Titsa—Bruhata, na ktérych mozna sprawié, by
grupa taka dziatala, co daje bardzo podobne wyniki. Te nadzwyezaj
interesujgce obiekty kombinatoryezne byly najpierw wyabstrahowane
przez Titsa z teorii grup Chevalleya (p. nizej), a nastepnie zastosowane
przez niego i Bruhata do rozwiniecia bardzo ogélnej teorii grup algebraicz-
nych nad cialami lokalnymi. Dzisiaj wyplywaja one w najbardziej nie-
spodziewanych miejscach, takich jak teoria niezmiennikéw Mumforda
czy ostatnia definicja Quillena K-teorii, a analogia miedzy nimi a prze-
strzeniami symetrycznymi rozcigga sie na dyskretne analogi form harmo-
nicznych, funkeji sferycznych, potencjalu itp.

Inny zadziwiajgcy zwigzek zostal ujawniony w 1955 r., kiedy to Che-
valley odkryl ogdlng metode przypisywania kazdej zespolonej prostej
algebrze Liego i kazdemu cialu K grupy ,abstrakeyjnej”, ktora jest
skonczona dla K skonczonego, a ponadto prosta, z wyjatkiem czterech
przypadkow szczegélnych dla cial o dwéch lub trzech elementach. To
yWyjasnialo” zbieznogei dostrzezone przez Jordana i Dicksona miedzy
klasycznymi grupami teorii Liego a ,abstrakeyjnymi” klasycznymi
grupami, & ponadto zapoczatkowalo zywe odnowienie sie teorii skoriczo-
nych grup prostych, ktora znajdowala sie w u$pieniu od roku 1900.

Zauwazono najpierw, ze drobne zmiany w metodach Chevalleya da-
waly kilka innych szeregéw skenczonych grup prostych. Jednocze$nie
powiodlo si¢ Feitowi i Thompsonowi, przez podanie niezwyklego dowaodu,
polegajacego na sprowadzeniu do sprzecznofci (300 stronie!) i stosujacego
wszystkie klasyczne narzedzia teorii grup — dowie§é starej hipotezy
Burnside’a, ze wszystkie nieprzemienne grupy proste majg rzad parzysty.
A nieco pézniej, uzywajac podobnych metod, Thompson zdolal wyznaczy¢
explicite wszystkie minimalne nieprzemienne grupy proste (tj. nie zawie-
rajgce takich podgrup wiaSciwych).

Okoto 1963 r. wydawalo sie, ze istniala juz kompletna lista skoneczo-
nych grup prostych, a mianowicie grupy ,typu lLiego” otrzymane za
pomocg metod Chevalleya i ich modyfikaeji, do ktérych nalezalo dodaé
grupy alternujace i pieé grup odkrytych przez Mathieu w 1860 r. I wtedy,
w 1966 r., mlody matematyk jugostowianski Janko odkry! nowg grupe
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prosta rzedu 175 560, w nastepnych za$ paru latach rozsypal sie worek:
opréez grup Mathieu znamy dzi§ okolo dwudziestu innych ,sporadycz-
nych” grup prostych, z ktérych najwigksza ma rzad > 10**; wszystkie
one zostaly uzyskane za pomocg pieciu czy szeSciu réoznych kombinato-
ryeznych lub teoriogrupowych konstrukeji. Az do niedawna nikt nie rozu-
mial nalezycie tej sytuacji, podobnej do tej, w jakiej znajdowali sie fizycy
atomowi z ich setkami czastek elementarnych i mozna nawet bylo powie-
dzieé, ze tutaj postep polegal na odebraniu nam poczueia, Ze jesteSmy blisko
osiagniecia ostatecznego celu, i na przywrdceniu stanu catkowitego za-
mieszania! Wedlug wszakze ostatnich wieSci, specjalifei majg pewna
nadzieje, oparta na $wiezyeh pomyslach, opanowania tej sytuacji ciezka
praca, ktora moze sie ciagnaé ponad dwadziedcia lat (!), ale ktéra wyznaczy
w koneu wszystkie skonezone grupy proste (B 502)(*).

11. Geometria analityczna. Dochodzimy w koncu do trzech teorii —
geometrii analitycznej, geometrii algebraicznej, teorii liczb algebraicz-
nych — ktérych tradyecyjna postaé zostata przez nowe pomysly zmieniona
niemal nie do poznania, a ktére jednoezesnie zachowuja tak §ciste zwigzki
pomiedzy sobg i tak trudno jest czasem je rozgraniczyé, ze zachodzi pokusa
traktowania ich jako trzech postaci jednej dyscypliny.

Geometria analityczna jest nazwa przypisywana obecnie teorii funkeji
analitycznych wielu zmiennych i jej uogélnieniom w duchu analizy
globalnej. Chociaz pierwsze wyniki z poczgtku XX wieku pokazaly, jak
glebokie sa roznice w zachowaniu funkeji analityeznych, kiedy sie prze-
chodzi od jednej zmiennej zespolonej do wigksze]j ich liczby, ogélna teoria
zaczela sie dopiero od fundamentalnyeh prac H. Cartana, P. Thullena
i K. Oki w okresie 1930-1950, przy czym wiekszo§¢ wynikéw dotyczyla
zasadniczo funkeji okre§lonych na podzbiorach otwartych przestrzeni CV.
Jednakze na innym kierunku, dzieki pracom H. Weyla i W. Hodge’a,
rozwinelo sig juz woéwezas badanie rozmaitosci zespolonych. Oba nurty
polaczyly sie w ogbélnym pojeciu przesirzeni zespolonej, kiedy to H. Cartan
i Serre zdali sobie sprawe, Ze pochodzgca od Leraya teoria snopéw wyjat-
kowo dobrze nadawata si¢ do wyrazania wynikéw Cartana—Oki w sposéb
wewnetrzny. I w konecu najlepsza definicje przestrzeni analitycznej uzy-
skano przez potraktowanie jej jako szczegdlnego przypadku ,przestrzeni
upiericienionej”, tj. przestrzeni topologiczne]j ze zdefiniowanym na niej
snopem pier§cieni, spelniajacym pewne warunki.

Ta nowa technika kohomologiczna pozwolila na niemal natychmia-
stowe rozwigzanie niektérych podstawowych probleméw, takich jak

(Y) W chwili tlumaczenia tego artykulu wszystkie grupy sporadyeczne byly juz
wyznaczone: jest ich 26; najwigksza, zwana Monster, ma rzad s 10%; por. Michael
Aschbacher, The classification of the finite simple groups, Math. Intellig. 3 (1981)
59-65 (prayp. tlum.).
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charakteryzacja obszaréw holomorficznosei (problem E. Leviego), teoria
przestrzeni Steina (opierajaca si¢ na stynnych twierdzeniach A i B —
H. Cartana), fundamentalne twierdzenie Grauerta o obrazach prostych
przez odwzorowania wlasciwe i twierdzenia o dualnodei Serre’a dla zwar-
tych rozmaitosci zespolonych. Wigksze postepy poczynila ostatnio teoria
osobliwoéei (przeksztalcen, przestrzeni) wraz z rozwigzaniem przez Hiro-
nake osobliwoéei przestrzeni analitycznych, topologicznym badaniem izo-
lowanych osobliwo$ei (Mumford, Milnor, Pham, Brieskorn) z ich tajemni-
czymi zwigzkami ze sferami egzotycznymi i diagramami Dynkina pro-
stych algebr Liego, i w koncu Leraya teoria residudw.

Innym ciekawym kierunkiem rozwoju byly uogélnienia teorii na
rozmaito§ci p-adyeczne z jednej strony i nieskonczenie wymiarowe roz-
maitosci zespolone typu Banacha z drugiej. Nie pojawily si¢ one jedynie
ze wzgledu na ogélneéé, bez innej motywacji. Przeciwnie, p-adyczne
funkeje analityczne odgrywaja rosngcg i fundamentalng role w teorii
liczb, za§ w analizie funkecjonalnej juz od dluzszego czasu odczuwalo
sie potrzebe dobrej teorii rozmaito§ci nieskoniczonego wymiaru, zwlaszeza
dla zastosowann w mechanice, by mozna bylo si¢ uporaé¢ z naturalnymi
zagadnieniami o nieskoNczenie wielu parametrach. Najbardziej zadziwiajg-
cego zastosowania rozmaito§ci typu Banacha do badania zwyklych
rozmaito§ci zespolonych skonczonego wymiaru dostarczyl A. Douady,
ktéry zdolal dowie$é istnienia struktury lokalnie skonezenie wymiarowej
rozmaito§ei zespolonej na zbiorze wszystkich podrozmaitosei analitycz-
nych rozmaitoéci analitycznej (skonezonego wymiaru). Prawdziwie ory-
ginalna idea jego dowodu polega na pokazaniu istnienia na tym zbiorze
struktury rozmaito§ci typu Banacha, a dopiero potem wykazaniu, ze
struktura ta jest w istocie w otoczeniu kazdego punktu skonczenie wy-
miarowa.

12. Geometria algebraiczna i algebra przemienna. W XIX stuleciu
geometria algebraiczna, bedac w istocie fragmentem analizy zespolonej,
zajmowala sie krzywymi i powierzehniami algebraicznymi w P,(C) i P,(C).
Chociaz w 1882 r. Kronecker, Dedekind i Weber pokazali, ze mozliwe
jest postepowanie czysto algebraiczne, potrzeba takich metod stala sie
wyrazna dopiero po 1926 r., kiedy gléwnym problemem bylo zbudowanie
z niczego ,abstrakeyjnej” geometrii algebraicznej nad dowclnymi ciatami
(w szezegolnofei nad cialami o charakterystyce = 0) i to nie z samego
tylko pragnienia wiekszej ogélnosei, ale poniewaz stalo sie to niezbedne
dla lepszego rezumienia analizy diofantycznej. Trudno§é wyzwania pole-
gala na tym, by znalezé odpowiednik wielkiej wnikliwo§ci geometrycznej
poprzednich generacji (a zwlaszeza znakomitej szkoly wloskiej), ktéry
bylby dobry takze w tym znacznie rozszerzonym kontekscie i jedno-
cze§nie opieratl sie na mniej chwiejnych podstawach.
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Pierwsze proby, gtéwnie van der Waerdena, niezupelnie osiggnely cel.
Podstawowy klopot kryl sie w teorii przecieé. Zostal on w konicu pokonany
przez A. Weila w jego trudnych ,,Foundations”, w ktérych po raz pierwszy
pojecie rozmaitosci algebraicznej zostalo uwolnione od wszelkiego zanu-
rzenia w przestrzeni rzutowej. A jednocze§nie, w innym kierunku, Zariski
cierpliwie badal nowe pojecia algebraiczne i topologiczne, ktore — jak to
dzi§ widzimy — polozyly podwaliny jeszeze lepszych rzeczy, jakie
mialy nadej$é. Bezposrednim rezultatem tej ich pracy bylo uogdlnienie,
przez nich samych i ich szkoly, wielkiej czesei klasycznej geometrii algeb-
raicznej na przypadek ,abstrakeyjny”, a najbardziej si¢ rzucajacym
w oczy sukecesem byl stynny dowod A. Weila z 1948 r. tak zwane] ,,hipo-
tezy Riemanna dla krzywych nad ciatem skonezonym?”.

Po 1950 r. nastapil nowy zwrot. Chociaz dorobek okresu Weil-Zariski
byl czysto algebraiczny, Zariski zauwazyl, ze niektére wyniki daja sie
lepiej wyrazié w przekladzie na odpowiedni jezyk topologiczny, Weil
za$§ pokazal, z pomoca tej topologii, Ze inieje Scisly zwiazek pomiedzy
algebraicznym pojeciem dzielnika a topologicznym pojeciem wigzki.
W 1955 r. Serre odkryl, ze metody teorii opoéw, ktoére wraz z H. Carta-
nem stosowal w geometrii analitycznej, moga byé adaptowane do potrzeb
geometrii algebraicznej nad dowolnym ciatem, a to za pomocs topologii
Zariskiego, ktora przenosi calg maszynerie ,przestrzeni upierscienionych”
na rozmaitodci algebraiczne w sensie A. Weila. W ten sposéb odtworzyl
w przypadku ,abstrakcyjnym” to pokrewienstwo z Analizg, ktére znali
XTIX-wieczni geometrzy.

Niemal natychmiast A. Grothendieck zdal sobie sprawe, ze koncepcja
Serre’a moze byé znacznie uogdlniona i zaczal rozwijaé swoja gigantyczng
teori¢ schematéw, ktéra dzi§ obejmuje jako przypadek szczegélny cals
algebre przemienng i ktéra wprowuyliiive s ) o gactwo nowych pojeé,
metod i probleméw, ze kilka pokclen matematykéw moze w calosci pos-
wigeié swoje zycie na eksploracje wszystkich fascynujacych mozliwosci,
ktore ta obszerna i ciagle malo zbadana dziedzina otwiera.

Oczywiscie, podobnie jak w geometrii analityeznej, kohomologie na
snopach staly si¢ podstawowym narzedziem, ktére tlumaczy na wspol-
czesng terminologie (naturalnie bardziej abstrakeyjna, ale tez o wiele
ogélniejsza 1 latwiejszg w traktowaniu) techniki szkoly wloskiej. W istocie
rzeczy ,klasycznakohomologia Serre’a-Grothendiecka, oparta na topologii
Zariskiego, ma dzi§ wiele konkurencyjnych ujeé, opartych na pojeciu ,to-
pologii Grothendiecka” lub na jeszcze innych rozwazaniach, i jak do tej
pory nie ma ogolnej zgody co do tego, ktora (jesli w ogéle) jest ,mnaj-
lepsza”.

W kazdym razie zagadnienia rozwigzane tymi metodami skladaja
si¢ juz na obszerna liste zawierajacg uogélnienie Grothendiecka formuly
Riemanna—Rocha—Hirzebrucha, rozwigzanie osobliwo§ei (w przypadku
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charakterystyki 0) przez Hironake, rozwigzanie przez Mumforda zagad-
nienia ,moduli” dla krzywych algebraicznych nad dowolnym -ciatem,
a ostatnio takze wyjasnienie dwoch starych pytan, ktore sprawialy tyle
klopotéw wloskim geometrom: istnienie rozmaitofci wunirational oraz
wyznaczenie warunkéw zupelnofei szeregéw trygonometrycznyeh.

Ale najbardziej oryginalna praca po 1960 r. skupiata sie wokét calego
kompleksu zagadnien ogniskujacych sie¢ na hipotezach Weila dotyczacych
funkeji { rozmaitosei algebraicznych nad cialami skonezonymi. Chociaz
fundamentalnie arytmetyczne z natury, badanie ich konsekwencji wkrétce
ujawnitlo ich zwigzki z rozmaitoSciami abelowymi, a w szczegdlnosci
z krzywymi eliptycznymi i z gleboks teoriag Heckego form modularnych
i ich uogélnienn przez Eichlera i Shimure. Najwazniejszy wynik w tym
kierunku uzyskal w 1967 r. Deligne, ktéry pokazal, ze hipotezy Weila
pociagaja prawdziwosé starych hipotez Ramanujana—Peterssona o wspoél-
czynnikach Fouriera form modularnych. Same natomiast hipotezy Weila
staty sie dla Grothendiecka gléwnym motywem dla rozwiniecia jego
teorii schematow i jego definicji topologii étale i kohomologii étale jako
wlasciwych narzedzi w ich dowodzeniu; dzieki tej wnikliwogei on i M.
Artin zdolali rozwigza¢ przynajmniej latwiejsza cze§é hipotez Weila
o wymiernosci i réwnaniach funkeyjnych funkeji { i L. Jednakze staneli
oni widzae juz ziemie obiecana i dopiero w 1973 r. Deligne uzyskat
kompletne dowody tych hipotez. I jak zwykle w matematyce, ten ogromny
sukees niczego nie zakoriczyl, lecz stat sig kluczem otwierajagcym bramy
nowej i nadzwyczaj podniecajacej terra incognita, pelnej hipotez, w kté-
rych analiza, geometria analityczna i teoria liczb mieszaja sie w fanta-
styeznym koktajlu.

13. Teoria liczb. Teoria liczb przestepnych i teoria aproksymacji
diofantycznych, ktére spoczywaly w uSpieniu od czaséw pracy Siegela
i Gelfonda z lat okolo 1930 roku, poczynily znaczace postepy od 1955 r.,
ale tylko dzieki pomyslowemu wysubtelnianiu istniejaeych metod i bez
wprowadzania Zadnego nowego pojecia. W 1955 r. K. Roth dat najlepsze
z mozliwych oszacowanie w twierdzeniu aproksymacyjnym Thuego—
—Siegela dla liczb algebraicznych, nieco za§ p6zniej W. Schmidt rozszerzyt
wyniki Rotha na aproksymacje jednoczesne. W teorii liczb przestepnych
A. Baker uzyskat w 1966 r. istotne wzmocnienie wynikéw Siegela i Gel-
fonda pokazujge, na przyklad, ze liczba = +loga jest przestepna dla dowol-
nej liczby algebraicznej a. Co wiecej, metody Bakera umozliwilty po raz
pierwszy wyznaczenie explicite efektywnych oszacowan dla rozwigzan
problemow diofantycznych, gdzie poprzednio wiedziano tylko, ze liczba
rozwigzan jest skonezona. Na przyklad, mamy juz dzi§ wyznaczone efek-
tywne oszacowanie dla tych liczb calkowityech d > 0, dla ktérych ciato
kwadratowe Q ((—d)"?) ma liczbe klas 2; podobnie, jezeli D jest liczba
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calkowita, to rozwigzania w liczbach catkowitych 2, ¥ réwnania y* = 23+D
speliaja nieré6wnosé

sup(|@, [y]) < exp(10™|D|**")  (patrz [1]).

Natomiast w teorii liczb algebraicznych podstawowe pojecia réznig
sie dzis§ calkowicie od tych, ktore byly w obiegu okolo 1925 r. Dzi§ prob-
lemy sa najpierw ,lokalizowane” w kazdym ,miejscu” rozwazanego
ciala, wskutek czego cialo to zamienia sie na ,cialo lokalne”, ktére jest
uzupeinieniem pierwotnego w takim ,miejscu”, a nastepnie od badania
zagadnien lokalnych przechodzi si¢ z powrotem do problemu ,globalnego”
przez zanurzenie ciala liczbowego w jego pierfcien adeli, stanowiacy
w istocie podpierscienn produktu wszystkich ciat lokalnych. Gléwna no-
wos¢ polega na tym, ze grupa przemienna, ktéra pojawia sie w tej teorii,
jest lokalnie zwarta, co umozliwia stosowanie poteznyeh Srodkéw analizy
harmonicznej.

WV takich ramach wyrazaja sie dzi§ wyniki abelowe] teorii klas ciat
i, co wiecej, sformutowania gléwnych twierdzen postuguja sie kohomo-
logiami grup. Uzywajac takich metod kohomologicznych Golod i Szafare-
wicz rozwigzali niedawno ostatnie otwarte zagadnienie w tej teorii kon-
struujge, w oparciu o drobiazgows analize grup Galois p-rozszerzen i ich
grup kohomologii, przyklad nieskonezonej ,wiezy” absolutnych -ciat
klas.

Najeiekawsze z ostatnich wynikéw algebraiczne] teorii liczb zostaly
uzyskane w teorii grup arytmetycznych: jesli G < GL(n, R) jest pélprosta
grupa Liego, to podgrupy arytmetyczne grupy G sa tymi podgrupami [,
ktore sa wspéimierne z GNGL(n, Z), co znaczy, ze przekrdj I'nGL(n, Z)
ma skoniczony indeks zaréwno w I, jak i w GNGL(n, Z). Badanie tych
grup obejmuje w szczegélnosci (w innym sformulowaniu) ,arytmetyczng
teorie form” siegajaca Hermite’a i Jordana. Uzywajac teorii grup algeb-
rajieznych A. Borel i Harish-Chandra wyjasnili i uogélnili na wszystkie
grupy polproste ,twierdzenie o skonezonosci” owej teorii.

Co wiecej, proces zanurzania Q w pierScienn jego adeli daje sie rozsze-
rzyé prowadzac do zanurzenia G w lokalnie zwarta grupe ,adeliczng”
G . Jefli Gy = GNGL(n, O), to okazuje si¢, ze badanie grup arytmetycz-
nych I' < G daje sie zredukowaé do badania przestrzeni jednorodnej
@ ,4/Gq, do ktérej mozna juz zastosowad teori¢ miary Haara i w ten sposéb
nadaé¢ nowsg postaé klasycznym wynikom Minkowskiego i Siegela z aryt-
metycznej teorii form kwadratowych, a takze uzyskaé¢ uogélnienia tej
teorii na wszystkie grupy péiproste.

Grupy arytmetyczne I’ maja te wlasno$é, ze przestrzen jednorodna
G/I' ma skoliczong miare niezmiennicza i od dawna podejrzewano, ze
poza paroma dobrze znanymi wyjatkami (jak G = SL(2, R)) wszystkie
podgrupy z ta wilasnofciag sa arytmetyczne. Udowodnilt to w koncu Mar-
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gulis w 1974 r. za pomoca bardzo trudnego i skomplikowanego rezumo-
wania uzywajgcego, miedzy innymi, teorii ergodycznej (B 482).

W¢réd podgrup arytmetycznych grupy SL(n, Z) niektére skladaja
si¢ z macierzy o elementach calkowitych o tej wlasnosei, ze wszystkie
elementy macierzy X —I1 dziela sie przez ustalong liczbe calkowita m.
Grupy wspoOlmierne z nimi nazywa si¢ ,podgrupami kongruencyjnyini”
1 podobne podgrupy arytmetyczne mozna okrefli¢ takze dla innych ro-
dzajow grup poéiprostych. Powstale teraz naturalne pytanie, czy w ten
sposOb otrzyma si¢ wszystkie podgrupy arytmetyczne, zostato niedawno
calkowicie rozwigzane przy uzyeciu metod teorii cial klas i rozwigzanie
okazalo sie¢ mieé¢ bliskie zwigzki z K-teoria zastosowang do ciat liczbo-
wych. Doprowadzito to do bardzo aktywnych badan w tej teorii zwiaza-
nych, z drugiej strony, z pieknymi wczefniejszymi wynikami Iwasawy
o liczbie klas idealéw ciala eyklotomicznego p”-tych pierwiastkéw z jed-
nosci (B 394).

Obraz jest jasny i méwi sam za siebie: bez najmniejszej przesady
mozna powiedzieé, ze widzieliSmy wiecej utalentowanych matematykéw,
wiecej nowych metod i idei, i wiecej rozwiazanych waznych probleméw
od 1940 r. niz od czasow Talesa do 1940 r. Mozna tez niemal co roku ocze-
kiwaé, ze gdzie§ na §wiecie pojawi sie mlody geniusz matematyezny, ktory
skieruje jaka$ dyscypline matematyczna na nieoczekiwane drogi rozwoju.
Nie ma zatem zadnego powocdu, by watpié w staly postep matematyki,
dopoki warunki materialne, w ktorych matematyecy zyja i pracuja, sa
poréwnywalne z istniejacymi obecnie w krajach rozwinigtych.
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