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Seria II: WIADOMOSCI MATEMATYCZNE XXVI (1984)

Rozwigzania zadan

Whazelka korespondencje dotyeczaca zadan (rozwiagzania zadan, nowe zadania
itp.) nalezy kierowaé pod adresem: Michal Krych, Instytut Matematyki Uniwersy-
tetu Warszawskiego, 00-901 Warszawa, PKiN.

263. Niech F: R, xR, —~R, , gdzie R, oznacza zbior wszystkich
nieujemnych liezb rzeezywistych, bedzie dzialaniem spelniajacym naste-
pujace warunki:

10 F(a, F(b,c)) = F(F(a,d),c),

20 F(a,b) = F(b, a),

3° F(a,0) =a, F(0,b) =0,

40 funkcja F' jest ciggla i niemalejgca ze wzgledu na kazda ze zmien-
nych.

Niech k: R, — R, bedzie taks funkeja, ze k(u) > 0 dla kazdej dodat-
niej liczby . Mowimy, ze funkcja k jest F-superaddywna, gdy F (k(a),
k(b)) < k(a-+b) dla dowolnych a,beR,. Czy dla kazdego dzialania P
istnieje funkeja F-superaddytywna? Jefli tak nie jest, to scharaktery-
zowaé zbiér tych F, dla ktérych istniejs funkeje F-superaddytywne.

J. Musielak (Poznan), J. Peetre (Lund)

264. Niech & oznacza zbior dzialan okres§lony w zadaniu 263. Méwi-
my, ze F € # i G € F 53 rOwnowazne wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
homeomorfizm h: R,—>R, taki, ze G(a,d) = b~ (F(h(a), (b))} dla do-
wolnych a, b e R, . Czy istnieje dzialanie F, ktére nie jest réwnowazne
ani dzialaniu max, ani dzialaniu dodawania?

L. Maligrande.(Szczecinek)

Aby rozwiazaé powyisze dwa zadania, wykazemy nastepujace twierdzenie:
TWIERDZENIE. Funkcja F: Ry >R, nalesy do zbioru & wiedy i tylko wiedy, gdy
istnieje rodzina T parami rozlgeznych przedzialéw otwarlych w B oraz rodzina (hp)peg,
gdzie hp jest rosngcym homeomorfizmem przedzialu (0, o) na preedzial P takim, ze
(1) Flo,y) = hp(hpl(x) +hpl(y)),  jesli dstnieje P € I takie, 4¢ x,y P,
) @ 9) = \max (=, ) w przeciwnym razie.
Dowé6d. Pominiemy latwe sprawdzenie, ze funkeja (1) spelnia warunki 1040,
Zalézmy, ze F e#. W dalszym ciagu bedziemy milezaco korzystali zaréwno
z wlasnosei 1°, 301 49, jak i z faktu, ze F, bedae monotoniczny 1 ciggly wzgledem kai-
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dej ze zmiennych, jest ciggla na R, xR, . Bedziemy pisali a*b zamiast F(a, b);
oczywiste skojarzenia arytmetyczne pozwola wtedy pominaé komentarz do rachunkow.
Niech

Z = {seRy: 2x2z = z}.
Oznaczmy przez T rodzine skladowych spéjnych zbioru otwartego R, —Z.

LeMAT 1. Jeslt O< a<<e< b, 2eZ, to axb = b = bxa.

Dowéd. Mamy b< a*b< 2xb<< b, bo gdyby 2z+b > b, mielibySmy 2x2xb =
= 2%b > zxb, co daje sprzecznodé. Podobnie b < bxa << bx2z < b.

Teraz rozpatrujemy ustalony przedzial otwarty P e Z.

LeMAT 2. Jedli a,b e P, to axb € P.

Dowéd. Niech a,beP, a<b. Gdyby teza byla falszywa, istniataby liczba
z2eZ taka, 76 a< b < 2< axbh, skad na mocy lematu 1 mielibydmy sprzecznofé:
a*b < axz = 2. Rozumowanie w przypadku b < ¢ jest analogiczne.

Dla x € R, zdefiniujmy indukeyjnie: low = &, (n+1)o0x = (nox)*2x. Oczywiscie
dla kazdego naturalnego n

(2) funkeja x—nox jest ciagla i rosnaca w R,.
Wybierzmy dowolny punkt e przedziatu P. Z lematu 2 latwo wynika, Ze
(3) ciag (me) jest rosnaey.
Dla n, m naturalnych kladziemy

hp(nfm) = »  takie, z2eé MmOz = noe

{(z istnieje i jest jedyne na mocy (2)).

Yatwo widzieé, ze funkcja hp jest dobrze okreflona na zbiorze @ liczb wymier-
nych dodatnich (jej wartosci nie zaleza od reprezentacji liczby wymiernej w postaci
ulamka) i jest rosngca, co wynika z (2) i (3). Stosujac lemat 2 latwo wykazaé, ze hp (@) <
< P. Wreszcie mamy oczywistag tozsamosé

(4) hp(x+y) = hp(@)*hp(y).

Lematr 3. limhp(n) = supP € Z U {},limkp(l/n) €infP € Z.

Dowbéd. Niech b = limhp(n). Jedli b < oo, to bxb = limhkp(2n) = b, skad b e Z.
Podobnie liezba a = limhp(l/n) ma wlasnodé a*a = limhp(2/n) = a € Z.

LeMaT 4. Jedli (x,) jest miemalejgcym ciggiem liczb wymiernych takim, Ze ciqp
(% +10—7) jest mierosnqcy, w, > 0, to limhp(x,) = limhp(z, +10~7).

Dowéd. Niech @ = limhp(1l/n) = limhp(10~7"). Na mocy lematéw 1 i 3, x*a =
= g dla kazdego x> a. Stad na mocy wzoru (4)

limbhp (2, +10~7) = limhp (x,) *a = limhp(xy).

Teraz mozemy dokorniczyé dowéd twierdzenia. Poniewaz funkeja hp: Q—>P jest
rosngeca, z lematu 4 wynika, ze jednoznacznie przedluza sie ona do funkeji ciagle]
rosnacej hp: (0, oo)—>P. Z lematu 3 wynika, ze odwzorowuje ona homeomorficznie
(0, o0) na cale P. Oczywiscie tozsamos$é (4) pozostaje stuszna dla x, y € (0, oo), skad
gérna réwnosé we wzorze (1). Dolna réwnosé wynika bezpodrednio z lematu 1.

Uwaga 1. Jak wynika z podanego dowodu, twierdzenie o postaci dzialania *
pozostaje stuszne bez zaloZenia jego przemiennosci (warunku 2°).

Rozwiagzanie (pozytywne) zadania 263. Jeéli rodzina ¥ jest pusta, to F(a, b) =
= max(a, b) i wystarczy przyjaé k(x) = z dla = € R, . Jedli P jest jakimkolwiek prze-
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dzialem rodziny T, to kladac k(x) = kp(x), mamy na mocy (4), F(k(x), k(y)) =
= k(z+y)-

(Od Redakcji: CzeSciowe rozwigzanie zadania 263 zostalo zamieszezone w Wiadom.
Mat. 24 (1982), str. 241-242.)

Rozwiazanie zadania 264. Postacie dzialania F opisane w sformulowaniu za-
dania odpowiadaja tylko przypadkom Z = 0 i Z = R, (tzn. gdy T sklada sie jedy-
nie z pélprostej dodatniej lub jest puste).

Uwaga 2. Jesli o dzialaniu * dodatkowo zalozyé, ze jest ono rozdzielne wzgledem
mnozenia przez liezby nieujemne, to z wzoru (1) fatwo wynika, ze jest ono albo postaci
max(a, b), albo postaci (a?+-bP)1P (p > 0). Fakt ten jest réwnowazny twierdzeniu
Bohnenblusta. Jesli ponadto =zachodzi ,nieréwnoéé tréjkata” axb< a-+d, to
P> 1. Ten ostatni fakt jest réwnowazny charakteryzacji metrycznej przestrzeni L,
podanej przez H. F. Bohnenblusta: An awiomatic characterization of L, spaces,
Duke Math. J. 61 (1940), 627640, i wiaze sie tez z twierdzeniem Zippina o bazach
doskonale jednorodnych, por. Ivan Singer: Bases in Banach spaces, Springer Verlag,
1970, str. 29.

Cz. Bessaga (Warszawa)

267. Niech I' bedzie obrazem homeomorficznym okregu na plasz-
czyznie. Pokazaé, ze dla kazdego punktu a lezacego wewnatrz I istnieja
punkty x, y € I' takie, ze a = }z+y).

Zadanie z Konkursu Pulnama

Dla kazdego punktu =z e I' niech 2’ bedzie takim punktem, ze a = }(x+2').
Niech I = {#’: v € I'}. I" jest homeomorficznym obrazem okregu. Wystarczy po-
kazaé, ze I' N I # @. W tym celu, wobec twierdzenia Jordana, wystarczy zauwaiyé,
Ze jezeli punkt x krzywej I' lezy wewnatrz (zewnatrz) krzywej I, to odpowiadajacy
mu punkt o” krzywej I lezy wewnatrz (zewnatrz) krzywej I

A. Mysior (Gdatisk)

268. Czy istnieje nieprzeliczalna rodzina % podzbioréw prostej spel-
niajgca warunki:

(i) jezeli A, Be%, to Ac B lub B c 4,

(i) jezeli A,Be% i A < B, to zbiér B—A zawiera odcinek diu-
gofei 1.

T. Iwaniec (Warszawa)

Niech f bedzie dowolng réznowartosciowa funkeja odwzorowujaea zbiér liczb
Wymiernych Q w zbiér liczb parzystych. Dla kazdej liczby rzeczywistej x niech

4 = U{(f@—1.f(g)+1): geQ i ¢ < =}
q
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Rodzina {4,: # € R} ma moc nieprzeliczalna i spelia zadane warunki:
(i) jezeli x <y, to Ay < 4,,
(i) jezeli x <y i ge(z,9) N Q, to (flg)—1,f(g)+1) = Ady—4,.

A. Mysior (Gdansk)

272%*, Ostrostupy sg wielo§cianami wypuklymi, nie majacymi zadnej
przekatnej. ZnaleZé wszystkie typy wieloScianéw wypuklych o tej wia-
snofei. '

W. Mnich (Opole)

Niech T bedzie rodzina wielo$§ciandéw wypuklych W takich, Ze kaidy odcinek
laczacy dwa wierzcholki W lezy na brzegu W.

TwIERDZENIE. Tréjwymiarowy wieloscian naledy do T wiedy i tylko witedy, gdy jest
ostrostupem wypuklym lub nalesy do klasy T, piecioscianéw majgeych dwie niepraylegle
$ciany tréjkatne 1 tray czworokgine.

Szkic dowodu. Piszac W = a ... p bedziemy rozumieli, ze W jest wielo§cianem
wypuklym o wierzchotkach a, ..., p. Wielodcian wypukly W = p, ... ppab taki, e
V = p; ... pno jest ostrostupem o podstawie p, ... p, nazwiemy klinem, jesli b lezy
ponad plaszezyzng podstawy ostrostupa V, i nazwiemy podwdjng piramida, jesli b
lezy pod ta plaszezyznag. Dalej piszac ,klin p, ... ppabd” lub ,podwéjna piramida
Py ... Pyab” bedziemy automatycznie zakladali, ze py, ..., py leza w jednej plaszezyZinie
i sa ponumerowane kolejno zgodnie z jednym z dwéch obiegéw obwodu wielokata,
o i b lezg poza ta plaszezyzna. Dzialania na wskaznikach 1, ..., n 83 rozumiane mo-
dulo n.

LeMaT 1. Jedli W = p; ... ppabeT jest podwiing piramidg, to n = 3 i W jest
réwnoczeénie ostrostupem o podsiawie czworokqinej abp;p;y;.

Dowéd. Jefli podwojna piramida W = p,p,p;ab nie jest ostroslupem, to ab
jest jej przekatna. Jesli W = p, ... ppab, n > 3, to kazda przekatna wieloboku py ... p,
jest réwnoczesnie przekatng podwdéjnej piramidy W.

LeMAT 2. Jedli klin W = p,p,psab e T, to tylko jeden z odcinkdéw ap; jest jego
krawedziq ¢ W jest réwnoczeénie ostrostupem o podstawie abp;py.

D« wdéd. Rozpatrzmy ostrostup V = p,p,psa. Zalézmy, Ze b nie lezy na zadne]
z plaszezyzn cian boeznych tego ostrostupa (i oczywideie nie lezy wewnatrz), wybierz-
my te ze Scian p;p;p10, ktéra oddziela b od V. Woéwezas z wypuklosei W wynika,
ze bpyys jest przekatng W, tzn. W ¢ T. Jeéli b lezy na jednej z plaszezyzn §cian booz-
nych, to oczywidcie zachodzi teza lematu.

Lemar 3. Jedli W = py ... ppab e T jest Llinem, to albo n = 3 i zachodzi teza
lematu 2, albo n = 41 W e T

Dowéd. Niech n > 4. Zauwazmy, ze jesli tréjkat ap;p; ;1 jest Sciang wielodcianu
W, to z lematu 2 zastosowanego do klina V = p;p;41P;+2 ab € T wynika, ze ap;¢2
nie jest krawedzig klina V, a wiee nie jest tei krawedzia W. Zatem abp;y;p;.o jest
dciang wielodcianu W. Podobnie abp;_,p; jest Sciang. Poniewas §cian o wspdlnej kra-
wedzi ab jest tylko dwie, wiee trojkat ap;,3p;r4 jest ciang W, a nastepna czworo-
katna dciana abp;,3p;14 jest identyczna z abp;_ p;, tzn. n = 41 W eT,.

LEMAT 4. Je§li W = p, ... pyabe, pray czym klin V = p, ... pyabe Ty, to W ¢ T-

Dowéd. Na mocy lematéw 1 i 3 wystarczy ograniczyé sie do przypadku, gdy
punkty a, b, ¢ leza po tej samej stronie plaszezyzny p, ... p,. Gdyby W e T, to kazdy
2 klinéw p, ... pyab, p; ... pgbe, Py ... pyca nalezalby do T, a zatem na mocy lematu 3
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pewne dwa sposréd odeinkdéw ab, be, ca bylyby wspélplaszezyznowe z tg sams para
przeciwleglych bokéw czworokata p,...»,, tzn. (po ewentualnej zmianie oznaczen
wierzcholkéw) czworokaty abp;p,, abp,p,, bep,p,, bepyp, bylyby plaskie, a zatem
punkty a, b, ¢ lezalyby na krawedzi przecicia plaszezyzn bp;p, i bpgp,. To jest
niemozliwe, bo trzy résne wierzchoiki wielogcianu wypuklego nie mogsa lezeé na jednej
prostej.

Teraz mozemy przystapié do dowodu twierdzenia. Nieech W = b,...b,eT
i zalézmy, ze W nie jest ostrostupem. Oczywidcie kazdy nieplaski podwielodcian W; =
= b;...b; (j < m) nalezy do T. Niech %k = maxj takich, ze W; jest ostrostupem.
Z lematéw 1 i 3 wynika, ze k = 4i Wy e T, ale na podstawie lematu 4 wnioskujemy,
ze n = 5. Koniec dowodu.

ProBLEM. Opisaé wielobciany wysszych wymiaréw o wlasnoéei T.

Cz. Bessaga (Warszawa)

(Od Redakcji: dodane w korekeie): Inne rozwiazanie tego zadania nadestat A. Gajda.
Zamiedcimy je w tomie 27.

281. Skonstruowaé nieokresowg funkcje rzeczywista, okreslong na
calej prostej, ktéra jest granicg jednostajng ciagu funkeji okresowych.

T. Iwaniec (Warszawa)

Wezimy pod uwage funkeje

) x
J(x) = % 8 P

n=1

Szereg jest jednostajnie zbiezny na calej osi rzeczywistej i f(x) jest oczywiscie granica
jednostajng ciagu sum czedciowych tego szeregu oraz n-ta suma czefciowa jest funkeja
okresowa o okresie 27+1x.

Udowodnimy, ze f nie jest funkejs okresows.
Zalbimy, ze f jest okresowa oraz jej okres wynosi a. Mamy stad dla kaidego »

[+~]

M) 0= flata-f@ =3 - (sin A in —“’_) -

on
n=al

o0
Y 1 z a . a
== 2%2008(3—7]‘— + 2n+1)sm il = 0.

=1

Gdyby suma szeregu

— 1 o
2 — gin ——
( ) 2 on fin 2n+l
Na=l
byla rézna od zera, to podstawiajac w (1) # = — 4a otrzymujemy sprzeczno$é, a za-
tem suma (2) réwna jest 0, a co za tym idzie
o«
3 ! g%
() men ont1 = 0.

n=1
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Z drugiej strony, f(0) = 0, a wiec i f(a) = 0:

oo
1 sin @
CI 2 S = O
Odejmujac (3) od (4) mamy sin 3 a = 0, stad @ = 2k, ke Z. Jedlik £ 0, to k =
= 20.F,, gdzie k, — nieparzyste, ¢ — naturalne lub zero. W sumie (4), poniewaz

a = 2+l =, i 41 pierwszych wyrazdéw réwna sie zeru. Opuszezajac te wyrazy i zmie-
niajac wskaznik sumowania, otrzymujemy

(5) > sin o% = pramT o Bin o
n=1 n=1

o 1 . 21y 1 j | R

Udowodnimy, Ze suma wystepujaca po prawej stronie (5) jest rézna od zera

Poniewaz k, — nieparzysta, wige
Isin (Bom/2))= 1
oraz sin(k,/2M|{ < 1 dla n > 2.
Otrzymujemy stad:
ko

sin ——
oan

n=2

o 1
<22n

n=2

Poniewaz pierwszy wyraz sumy S jest co do wartodci bezwzgledne] réwny %,
wiec wynika stad, ze § # 0, a wiec k = 0i a = O.
Funkeja f nie jest wiec funkeja okresows.

Grzegorz Rzadkowski (Warszawa)

Krétkie informacje

Nagrody Polskiego Towarzystwa Matematycznego za rok 1982 otrzy-
mali Lech Maligranda (nagroda im. S. Banacha), Roman Pol (nagroda
im. S. Mazurkiewicza), Tadeusz Pytlik (nagroda im. S. Zaremby), Marek
Kordos (nagroda im. S. Dicksteina).

Nagrody dla miodych matematykéw otrzymali Aleksander Calka,
Janina Kotus, Jerzy Weyman.

*

Rada Panstwa nadala w dniu 6 pazdziernika 1982 r. tytul profesora
nadzwyczajnego nauk humanistyeznych Mieczyslawowi Lubanskiemd,
ktoéry po studiach matematycznych na Uniwersytecie Warszawskim dokto-



