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JAROSLAV ZEMANEK (Warszawa)

Hipoteza Bieberbacha, 1916-1984

Niech & oznacza klase wszystkich funkeji f analitycznych w otwartym
kole jednostkowym

D={eC:]rl<1}
i spelniajacych nastepujgce warunki:
f(0) =0, f(0)=1,
21,2, €D, 2y #£ 2, > f(2) F [(2,).
Funkeja taka ma szereg Taylora postaci
1) f(@) =z4a2taged+ ... +a,2"+ ..., ]k <L.

‘Nie kazdy jednak taki szereg zbiezny w D daje funkeje nalezgcg do &. Waru-
nek wzajemnej jednoznacznosci odwzorowania f w D naklada istotne ograni-
czenia na wspoétezynniki a,,, n > 2. Badaniom takich odwzorowarn, zwanych
gJednokrotnymsi lub jednolistnymi, poswiecono obszerng literatur¢. Bernardi
[3] opracowal spis tytuléw istniejgeych dotychezas prac, ktéry uwzglednia
1694 pozycje z lat 1907-1965 oraz 1563 pozycje z lat 1966-1975, a wiec
3257 prac napisanych do 1975 roku (zcb. tez [13]). Mimo to nie ma zado-
walajacej charakteryzacji wszystkich mozliwych ciggédw wspélezynnikow
zespolonych {a,}, dla ktérych funkeja (1) nalezy do <. Nawet duzo skro-

mniejsze oszacowsnie %
(2) la,l <n dlafes, n=2,3,4,..,
S

znane od 1916 roku jako hipoteza Bieberbacha, dlugo czekalo na pelne
rozwigzanie. Uzyskal je w 1984 roku matematyk amerykanski Louis de
Branges, ktéry — jak sam twierdzi [17] — az siedem lat po§wiecil temu
problemowi. Ze wzgledu na znaczenie hipotezy Bieberbacha w rozwoju
teorii funkeji analityeznych, w niniejszym artykule przegladowym cheemy
przyblizyé naszym Czytelnikom pewne naturalne motywacje, w wyniku
ktorych hipoteza ta powstala, oraz te aspekty jej dalszego rozwoju, ktore
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ostatecznie po 68 latach doprowadzily do pozytywnego rozwigzania. Pel-
niejszg informacje mozna znalezé w ksigzce [8], ktéra ukazala sie kilka
miesiecy przed rozwigzaniem problemu.

Kazda funkcja analityczna w obszarze spéjnym i rézna od stalej jest
odwzorowaniem otwartym (tzn. obrazem obszaru jest zbiér otwarty w pla-
szezyZnie zespolonej). Jezeli ponadto pochodna funkeji w jakim§ punkeie:
jest rozna od zera, to odwzorowanie takie jest wzajemnie jednoznaczne
w pewnym otoczeniu tego punktu. Majac to na uwadze, mozna powyzsza
definicje klasy & przyjaé¢ za techniczng normalizacje jako§ciowo ogélnej
sytuacji zachodzgcej lokalnie dla- praktyeznie kazdej funkeji analitycznej
(ewentualnie po skonczonej iloSci rézniczkowan).

Przypomnijmy, Ze w zbiorze & mozna wprowadzié naturalng metryke
dajgca topologie zbieznosei lokalnie jednostajnej:

SER

—_— e
,:14 on 1-H|f—an’ Y ?

‘ dist(f, g) =

gdzie ||f—gll, oznacza suplf(z)—g(2)] dla 2| <1—1/n. W tej topologii
zbidér & staje sie zbiorem zwartym [8, str. 9]iwobec tego warto§é bezwzgled-
na kazdego funkecjonalu cigglego na zbiorze & osiagga swe maksimum i mi-
nimum w jakim§ punkeie zbioru <.

Przykladami takich funkejonaléw sa warto§é tunkeji lub jej pochodnej
w ustalonym punkeie kola D, oraz n-ty wspélezynnik a,(f) w rozwinieciu
(1) funkeji f. :

Dokladne oszacowanie (eczyli maksimum) funkejonatu |a,(f)] uzyskat
Bieberbach [4]. Wynikato ono z nieco wezesniejszego wzoru Gronwalla

[14]

3

m(B) =z (1— D nlb,l?)
n=1
wyrazajacego miare Lebesgue’a zbioru B = C\g(4) dla dowolnej funkeji
postari
g(2) = 24+by+-bg +be™ 4 ...
okres§lonej i jednolistnej w zbiorze 4 = {zeC:|z|>1}.

Funkeje takie pojawily sie w teorii odwzorowan konforemnyech, powsta-
lej w drugiej polowie ubieglego wieku. Ze wzoru Gronwalla oraz z tego,
ze m(E)> 0, wynika w szezegdélnoSci nierownosé |b;] < 1. Biorac teraz
dowolng funkcje fe¥ mozemy ja przenie§¢ na A:

g2) = {fE ) = a— e, B> 1

zob. [8, str. 28]. Stad otrzymujemy [a,/2]| <1, czyli |a,| < 2.
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Nieréwnosé ta zostata natychmiast zastosowana dla uzyskania doktad-
nych oszaccwan wzrostu funkeji i jej pochodnej:

r r

" m<1f(z)l<my
17" e <
(1+r)3 FeNsG 5y

dla |2| =7 < 1, f e ¥ ;zob. [8, str. 32-34]. Uprzednio znane byly jako$ciowe
wlasnofci tego typu (np. obrazy f(D) dla fe & zawieraja wspélne kolo
o promieniu dodatnim) odkryte przez Koebego okoto 1907 roku (dzi§ wiemy,
ze wlasnoscl te sa konsekwencjg zwartosci zbioru &). Granice dolne i gérne
w powyzszych oszacowaniach sg osiggane przez funkcje Koebego

(4) E(z) =2(1—2)"% =24+224+32% + ... +n"+ ..
1{1+2\ 1
=z(1_z) g F<h

nalezgca do &. Ostatnie wyrazenie w (4) pokazuje geneze tej funkc;;l z od-
wzorowania konforemnego
w = %—j—-—;{’ lo] <1

kola D na prawa polplaszcezyzne Rew > 0. (Mozna nawet wykazaé, ze
rotacje funkeji Koebego, tj. funkeje e 'k (e?), |¢| = 1, 83 jedynymi funkeja-
mi, dla ktérych osigga sie kresy podane w (3)). W tych okolicznosciach
Bieberbach [4] wyrazil przypuszczenie, ze rowniez dla problemu wyznacze-
nia sup e, (f)| funkcja ekstremalng bedzie funkcja Koebego, czyli sformu-
lowal hipoteze (2). Jak juz wspominaliémy, dla % = 2 Bieberbach sam
udowodnit te hipoteze.

Od tego momentu hipoteza przyciagala uwage wielu matematykow.
Dowodzono jej specjalnych przypadkéw (dla malych » albo tez dla spe-
cjalnych funkeji z &). Dla n= 3 hipoteze udowodnil w 1923 roku Loewner
[22]. Metoda parametryzaeji odwzorowan konforemnych, ktorg przy tym
rozwingl, okazata sie pézniej szczegdlnie cenna dla rozwigzania ogdlnego.
W przypadku # = 4 na rozwigzanie problemu trzeba bylo czekaé az do
1955 roku, kiedy skomplikowany dowdéd podali Garabedian i Schiffer [11]
(w pieé lat pézniej Charzyniski i Schiffer [6], [7] znalezli prostsze dowody).
Nastepnie udato sie udowodnié przypadek #= 6; dokonali tego okoto 1968
roku Pederson [28] oraz Ozawa [26], [27]. Ale przypadek n = 5 nadal
pozostawal nie udowodniony! Stosowane metody nadawaly si¢ wylacznie
dla konkretnego wsp6lezynnika i nie mozna bylo ich uzyé nawet dla wskaz-
nikéw mniejszych. Przypadek n = 5 zostal udowodniony dopiero w 1972
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roku przez Pedersona (tego od szdéstego wspélezynnika) i Schiffera (tego od
czwartego wspolezynnika) w pracy [29]. Na tym sie skonezyla teoria dla
matych wskaznikow.

Dowodzono réwniez oszacowan typu |a,| < const-n dla wszystkich
n =2,3,4,... Nalezy wspomnie¢ o wyniku Littlewooda z 1925 roku
ze stalg réOwng liczbie e, ze wzgledu na metode dowodu, ktéra uwypuklala
role $rednich calkowych (bedzie o nich jeszcze mowa w zwigzku z twier-
dzeniem asymptotycznym Haymana). W 1972 roku FitzGerald uzyskatl
stalg V7 /6, a jego metode dalej rozwingt Horowitz uzyskujac staly 1,0657.
FitzGerald przypuszezal, Ze jego metods bedzie mozna w najlepszym

4
przypadku uzyskaé staty ¥ 7/6 = 1,039 ... Mozna by sie zadowolié takimi
oszacowaniami, lecz nie potwierdzajg one spodziewanego znaczenia funkeji
Koebego.

Opréez tego formulowano nowe hipotezy, i z perspektywy czasu wydaje
sie, ze poszukiwania te lepiej ofwietlily problem niz dowodzenie specjal-
nych przypadkéw. Zauwazono, ze dla funkeji fe S transformacja

(5) Cg(e) = {fON =2{l+aettagtt . PP =
=z+edt+elt+ ..., <1,

znacznie poprawia wspolezynniki (galgZz pierwiastka funkeji w ostatnim
nawiasie istnieje, gdyz funkeja ta nie znika nigdzie w D, zob. [20, str. 96]
lub [33, str. 101]). Na przyklad, dla funkeji Koebego mamy

k() =2(1—2%)"" =2+42812"+ ...,

wspétezynniki s3 tu juz ograniczone. Niech &® oznacza klase wszystkich
funkeji postaci (5) dla f € . Innymi stowy [8, str. 28], ¥ to zbiér wszy-
stkich funkeji nieparzystych z &, ktory tez jest zbiorem zwartym. To, Ze
wszystkie wspotezynniki wszystkich funkeji z #® sg wspélnie ograniczone,
udowodnili Littlewood 1 Paley [21] w 1932 roku, ale Fekete i Szegd [9]
wykazali w rok pdZniej, ze supremum wartoéci bezwzglednych jest nieco
wieksze niz 1, a mianowicie |¢;| moze osiagnaé wartosé 3+e ** = 1,013 ...
dla pewnej funkecji z @, Ostatnio (w 1980 roku) V. I. Milin uzyskal
oszacowanie :

e <1,14, = =3,5,7,...,

zob. [8, str. 154]. Znaczy to, Ze wyzej wspomniana transformacja funkeji
Koebego nie jest funkeja ekstremalng w klasie & dla problemu wspél-
czynnikéw |c,|, chociaz daje ona ekstremalne wartosei dla [g(2)] 1 [g'(2)]
dla g € #® i ustalonego z € D, zob. [8, str. 64]. Ta rozbieznosé wzbudzita
pewne watpliwosei co do prawdziwoS$ei hipotezy Bieberbacha. Jednakze
Robertson [32] zauwazyl w 1936 roku, ze gdyby dla funkcji (5) udato si¢
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udowodnié oszacowarnie

(6) T+les?+ ... +leg P <n

to stad wynikalaby hipoteza Bieberbacha. Rzeczywidcie, poréwnujae

wspotezynniki po obu stronach réwnofei f(22) = g(2)g(2), otrzymujemy
@y = C1lyp 1T Cslop3t «oo 6y 161, ¢ =1,

a stad, na moecy nieréwnofei Caunchy’ego—Schwarza, wynika, ze

@] = |€1€0n—y+ - F 01| <

<lealP+lel+ .o Fle,P<n

Jak si¢ okaze dalej, to skromne spostrzezenié istotnie przyblizylo rozwigza-
nie hipotezy Bieberbacha.

Nowe ozywienie i poparcie dla hipotezy Bieberbacha przyniosty wyniki
Haymana [15] z 1953 roku. Udowodnil on, ze dla kazdej funkeji fe.&
istnieje granica

lim %l _ o)

n-soo MW

i jest a(f) <1, przy czym réwno&é zachodzi tylko dla funkeji Koebego
(i jej rotacji). To jeszeze nie dowodzi hipotezy Bieberbacha, ale z drugiej
strony daje cenniejszg informacje o rozlozeniu wspélezynnikéw a, dla
duzych » (w zaleznofei od funkeji f). Znane $3 rozne inne interpretacje
granicy a(f), np.

a(f) =1lim1—r)2M,(r,f) =

r—>1 ’
=lm2 (1 —r)M(r,f) =limi(1 —r)3M(r,f),
r—»1 r—»1

gdzie

18|=r

1 F
Mo(r,f) =max|f@)],  My(r,0) =5 [ Iforeat.

Pierwsze dwa wzory uzyskal Hayman [15], a trzeci Krzyz [18] oraz Bazi-
levié [2]. Zob. tez [8, rozdz. 5]. Granica Haymana a(f) jest przykladem
funkecjonatu niecigglego na &, gdyz a(p) = 0 dla kazdego wielomianu
p €&, a wiclomiany nalezgce do & tworzg tam podzbiér gesty, zob. [8,
str. 25]. Mimo to funkeja Koebego daje maksimum tego funkejonalu.

Hipoteza Robertsona wigze sie z innym naturalnym problemem ba-
danym w polowie lat sze§édziesigtych przez Lebedeva i I. M. Milina [19].
Dla dowolnych funkeji analityeznych zwigzanych relacja

p(2) = exp (p(2))
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podali oni elementarne oszacowanie wspolezynnikow funkeji y przez
wspotezynniki funkeji ¢. Mianowicie, niech

p) = Z "
k=1

bedzie dowolnym szeregiem o dodatnim promieniu zbieznofei, i niech

— Zﬁkzk = exp(p(2)).
k=0

Przytoczymy dwie sposréd nieréwnosei Lebedeva—Milina:

..n 1
@ Bl < exp{Z(mam——k—)},

k=1
(8) § lﬂkl2<(n+1)exp{—— E klag|? —— (n—l—l—k)}
n-+1 'k :
k=0 k=1 i
dla #n =1,2,... Elementarny dow6d tych nieréwnofei otrzymuje sie

przez poréwnanie wspolezynnikéw w rownofei ¢’ (2) = p(2)¢’(2) i stosowa-
nie nieréwnosci Cauchy’ego-Schwarza; jednolistno§é tych funkeji nie jest
w tym problemie istotna. Szezegdély mozna znalezé w [8, str. 143-146].

Nieréwnoéé (8) wskazuje metode oszacowania sumy kwadratow wspol-
czynnikéw danego szeregu. W tym celu dla kazdej funkeji

g(z) = 2+eP e+ ... = {f(2}*, fes,
wystepujacej w hipotezie Robertsona, utworzymy najpierw funkecje
w(®) = 1+4cg+c2%+ = l/f 2, 2] <1,
a nastepnie

@(z) = logy(?) =—1 g-f-(—-)—, l2] < 1.

Galaz’ pierwiastka lub logarytmu funkeji f(z)/# istnieje, gdyz funkecja ta
jest r6zna od zera wszedzie w D, zob. [20, str. 96] lub [33 str. 1017.
Niech

(9) log _f(:) — Nagk, k<l

Woéwezas z nieréwnofei (8) otrzymujemy

14-lesl2 4 ... + e l? <

1\ a2 1 |
<(n+1)exp{n+12(70 : k)( nt 1=k

k=1
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dla n =1,2,... Hipoteza Robertsona (6) bedzie spetniona, jezeli czynnik
exp{...} po prawej stronie ostatniej nier6wnosci bedzie < 1, czyli {...} <0.
Stad m.in. wziela sie hipoteza Milina [24]: dla kazde] funkeji f € & oraz
dla kazdego » =1,2,...
= 4
(10) Z(kldk|2——) (m+1—F) <0,
k=1 k

gdzie d; sa wspdtezynnikami rozwiniecia (9). Jeszeze inne motywacje pro-
wadzgce do tej hipotezy mozna znalezé w [8, rozdz. 5].

Dowéd tej wlagnie hipotezy Milina podal w 1984 roku Louis de Branges,
i tym samym, poprzez hipoteze Robertsona, udowodniona zostata réwniez
hipoteza Bieberbacha. Poczatkowy dowdd de Brangesa byl dlugi i skompli-
kowany, zajmowal ok. 350 stron maszynopisu. Matematycy amerykanscy
sceptycznie odniefli sie do tej pracy, nie wierzac w poprawno$é podanego
dowodu. Pierwsi potrafili go zrozumieéuczestnicy seminarium z geometrycz-
nej teorii funkeji w Leningradzie, m.in. G. V. Kuz’mina, E. G. Emel’iancv,
I. M. Milin, A. Z. Grin§pan, S. V. Hruiéev (Chruszczow), do ktérych autor
specjalnie przyjechal, by oméwié swéj dowdd, wiosng 1984 roku. W wyniku
prowadzonych tam przez trzy miesiace dyskusji powstal preprint [5].
Siergiej Hru§dev przedstawil dowéd na konferencji z teorii operatoréw
w Rumunii w czerweu tegoz roku. Na podstawie preprintu [5] oraz notatek
[25] dalsze uproszezenia wniefli latem 1984 roku FitzGerald i Pommerenke
[10]. Gl6wna idea pozostala jednak nie zmieniona. Polega ona na parame-
tryzacji wspélezynnikéw d, w (10) metoda Loewnera z 1923 roku [22]
oraz na oryginalnym pomysle de Brangesa parametryzacji wspétezynni-
kéw calkowityech n-+1—%k w (10).

Zauwazmy najpierw, ze wspélezynniki # 41—k muszg mieé istotne
znaczenie w hipotezie Milina, gdyz np. analogiczna nieréwnogé

n

2 (k ldklz"i) <0
k=1 k
nie moze byé na ogél spetniona, poniewaz z (7) wynikaloby, ze wartosei
bezwzgledne wspétezynnikéw funkeji z @ nie przekraczaja 1, co, jak
wiemy, nie jest prawda. Poza tym wydaje sie, ze znajomo$é samych wspol-
czynnikéw d, nie wystarcza dla sprawdzenia nieréwnofei (10). Trzeba
wykorzystaé wiecej informacji o funkeji f, mianowicie to, w jaki sposéb
jest ona potozona posréd innych funkeji-jednolistnych. Opisuje to réwnanie
rézniczkowe Loewnera, ktére znanc jest w réznych postaciach [8], [12],
[31]. L. de Branges [5] postugiwal sie¢ jedna z nich. Zastugg FitzGeralda
i Pommerenke [10] jest zauwazenie, ze wychodzace z innej wersji tego
réwnania, przytoczonej nizej, otrzymuje si¢ znaczne uproszczenia.

Nieréwnosé (10) wystarczy sprawdzié dla funkeji f € & takich, ze f(D) =
= C\J, gdzie J oznacza jakakolwiek krzywa Jordana (bez punktéw
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wielokrotnych) zmierzajgca do nieskoniczonofci. Wiadomo bowiem [8,
str. 80], ze zbidr & takich funkeji jest gesty w &. Sa to funkcje ,maksymal-
ne”, zadnej z nich nie mozna rozszerzyé analitycznie na wiekszy od D
obszar otwarty przy zachowaniu warunku jednolistnogei (np. funkecja Koe-
bego nalezy do £). Funkcje klasy % badal Loewner [22] i na podstawie
odpowiedniej parametryzacji krzywej J uzyskal parametryzacje odwzoro-
wania f, zob. [8, rozdz. 3] lub [12, rozdz. 3], [31]. Mianowicie, dla kazdej
funkeji fe% istnieje parametryzacja

f(z,t) = ez ta,(t)e2+as(t)e*+ ..., =0,

f(z,0) = f(2)
taka, ze dla kazdego ¢t > 0 funkeja f(z, t) jest jednolistna w D (wiee ¢~ 'f (2, )
nalezy do &), a ponadto pochodna wzgledem ¢ i pochodna wzgledem 2z
83 zwigzane réwnaniem réiniczkowym

_ 14=()z

t/j 0
(11) ’?t‘f(z; ) = 1—n(l)z Z"a;f(z,t),

gdzie x(t) jest pewng funkcjg ciagla na pélprostej 0 < ¢ < oooraz [x(1)] = 1.
Poniewaz funkeja e~'f(z, t) nalezy do &, wiec mozemy utworzyé funkeje

(12) Jog 1& 9 _ Z”dk(t)z".

3
€z i3

Louis de Branges zamiast lewej strony w (10) rozpatruje parametry-

zacje '
- 4
(13) p(t) = 2(’“ xdku)lz——,;) w®), 120,
k=1
gdzie funkeje 7,(t) sa okre§lone jako rozwiazania ukladu réwnan réznicz-
kowych : '
Tlrc(t) Tl'c+l (?)

(14) (1) — T () = — L k1’

=1’ -.o,”,

z warunkami poczatkowymi
7(0) =n4+1-k, k=1,...,n,
oraz
7,41(1) = 0.

Wprowadzenie takich wlagnie funkeji 7, jest gléwng ideg dowodu de Bran-
gesa. Zauwazmy, ze zalezg one od n, nieréwnosei (10) dowodzi si¢ bowiem
przy ustalonym n =1,2,...
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Nier6wnogé (10) mozna wiec zapisaé w postaci
@(0) <O

Zeby udowodnié te ostatnia nieréwnofé, wystarezy wykazad, ze ¢(t)
jest funkejg rosnacy (tj. ze ¢’ (¢) > 0 dla wszystkich-t > 0), oraz ze limg(t) =
= 0 przy t—>oo.

Drugie z tych stwierdzen jest prostsze. Z postaci rozwiazan

() -kZ(-—l)" 2k +v+1),(2%+2v +2),_s_, s,

(15) (E+v)ri(n—Fk—w»)!

E=1,...,n, gdzie
(a), =a(a+1)...(a+»-1),

widaé, ze 7,(t)—>0 przy t—oco i kazdym k =1, ..., n. Funkecje e~%f(z,?)
nalezg do & dla wszystkich ¢t > 0. Z oszacowan (3), ze zwartodci zbioru &
oraz ze wzoru Cauchy’ego dla k-tego wspoélezynnika funkeji analityczne]
wynika, ze dla kazdego k =1, 2, ... funkecja |d,(t)| jest ograniczona na
polproste] 0 <t < co. Wobec tego ¢(i)—0 przy {(->co.

Pozostaje udowodnié, Ze

(16) @' (t)=0 dla wszystkich¢ >0
Roézniczkujac (12) wzgledem ¢ i stosujge relacje (11) i (14) mozna w elemen-
tarny sposéb doj§é do wyrazenia

n ’ ¢
70 = — 3 b +no+2e LD
k=1

gdzie by(t) = 0 oraz

\

k
b(t) = D jdt) e, k=1,..,n.

i=1
Dla udowodnienia (16) wystarczy wiec wykazad, ze
(17 (<0 dla t>0,k=1,..,n,

czyli ze rozwigzania ukladu (14) sa automatyeznie funkejami malejgeymi.
To wydaje si¢ jedynym nie w pelni elementarnym punktem calego
dowodu. Po obliczeniu pochodnych 73 (f) ze wzoréw (15) okazuje si¢, ze
mozna je zapisaé jako pewne sumy wielomiandw Jacobiego. Przypomnijmy,
ze wielomiany te otrzymuje si¢ w wyniku procesu ortogonalizacji wielo-
mianoéw

1,2, 2%, a3, ...
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na odeinku (—1,1) wzgledem wagi
w(z) = (L—2)*(1+2)de,

gdzie a, p oznaczajg ustalone parametry z ograniczeniami a > —1, § > —1

zapewniajacymi calkowalno$é wagi, zob. [34, rozdz. 4] lub [30, rozdz. 6].

Oznaczmy przez PP (z) wielomian, ktéry powstaje w n-tym' kroku tej

ortogonalizacji; przy tym wielomiany sg normalizowane w ten sposéb, ze

(1) Pea) = ("),

n

zob. [34, str. 58]. Poniewaz waga jest dodatnia, wiec wielomiany PP ()
muszg przyjmowaé¢ wartosci zaré6wno dodatnie, jak i ujemne na odeinku
(—1,1). Przy g = 0 Askey i Gasper [1, Theorem 3] odkryli ciekawy fakt,
ze suma pierwszych n wielomianéw Jacobiego jest dodatnio okreg§lona:

n
ZP;‘G’O)(”)>07 —1l<z <1,
j=0
dla kazdego m =1,2,... Ponadto jedno z wyrazen uzyskanych w [1,
str. 717] dla takiej sumy pokazuje, ze

n—k
Ti(l) = —ke ™ 3 PO (1 —267),

j=0
Wige dla kazdego k =1,2,...,n nier6wnofé (17) jest konsekwencja
wspomnianego wyniku Askeya i Gaspera (przy e = 2k). Z normalizacji
(18) wynika, ze
P (—1) = (=1Y,
zob. [34, str. 59], i wobec tego
—k

0, jezeli n—Fk jest nieparzyste.

, , Jezeli n—Fk jest parzyste,
7(0) = '
Z (14) zatem otrzymujemy
7(0) — 7242(0) =1
1 poniewaz 7,,,(0) =0, wige

To konezy dowéd hipotezy Bieberbacha. Mozna tez wykazaé, ze réwnosé
w (2) zachodzi tylko dla funkeji Koebego i jej rotacji.

Jak zauwazyl Robertson [32], z jego hipotezy wynika oszacowanie
la,| < dla kazdej funkeji

f(2) = a2+ a22 a3+ ...
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analitycznej w D i podporzadkowanej jakiej$ funkeji g € & w ten sposob, ze

f@) < lg(‘]’(z))zy lp(2)| < 2|, =zeD,

gdzie ¢ jest dowolna funkejy analityezng w D; zob. [8, rozdz. 6].

Hipoteza Bieberbacha jest przykladem owocnego problemu, ktérego
znaczenie przekracza stwierdzenie faktu (2). W znacznym stopniu inspiro-
wala ona rozwéj teorii funkeji analityeznych w dwudziestym wieku i w
zwigzku z prébami jej udowodnienia odkryto duzo innych eleganckich
wynikéw. Peliejszy obraz daje ksiazka [8]. Rozwigzanie de Brangesa
wybiera najprostsze i najbardziej naturalne obserwacje (parametryzacja
Loewnera, hipoteza Robertsona, hipoteza Milina). Bardzo cenne jest
rowniez dostrzezenie zwiazku calego problemu z wlasnoscig dodatniej
okreg§lono$ei sum wielomianéw Jacobiego, ktéra zostala odkryta w zupelnie
innym kontekscie. Jest to jeszeze jednym przykladem tego, jak naturalnosé
problemu oraz poszukiwanie prostych, a nie zawilych faktéw prowadzg
do rzeczywistego postepu nauki. Osiggniecie de Brangesa ma jeszcze
jeden optymistyczny akcent, a mianowicie ten, ze wynik tej miary mozna
uzyskaé po pieédziesigtym roku zycia.

Pragnatbym wyrazi¢ podzigkowanie Profesorowi S. V. HruSCevowi
za szybkie udostepnienie mi informacji o uproszczonej wersji dowodu
oraz Profesorowi Z. Semadeniemu za zachete do napisania tego artykulu.

*

Po przekazaniu niniejszego artykulu do Wydawnictwa ukazaly sie
prace [36], [37], ktore sugeruja, w jaki sposéb doszlo do odkrycia zwigzku
hipotezy Bieberbacha z dodatnia okreSlono$cia sum wielomianéw Jaco-
biego [1].

Walter Gautschi za pomoea komputera sprawdzil nieréwnosei (17)
dla »n < 25, co dawalo wspdlng metode dowodu hipotezy Bieberbacha dla
takich n. Zauwazy! on nastepnie, ze metoda ta daje ogélne rozwigzanie,
przytaczajac prace [1]
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Miscellanea

... CO DTrREWYES2O geometrig, Preewyssza i nas.

*

... ten, co opamowal geometrie, zawsze goruje nad innymi © wyrdinia sie
szczegdlng sprawnoseiq.

*

... definicje sq dowolne © nie mogq byé przedmiotem zarzutéw. Jest bowiem
120020, najzupetniej dopuszczalng nazwaé rzecz, ktorq okreslilismy w sposdb
jasny, tak jak sie mam podoba.

*

Nie definiuje [geometria] zadnej rzeczy takiej jak przesirzen, czas, ruch,
liczba, réwnosé ani im podobnych, a bardzo licznych, poniewas nazwy te
w sposob tak naturalny okreslajg — dla rozumiejqeych jezyk — rzeczy, ktdre
oznaczajq, e wyjasnienie, jakie cheielibysémy tu dodaé, wiecej by zactemnilo
niz  wyjasnito.

*

Definicje tworzymy bowiem tylko po to, by oznaczyé rzecz, kiorej dajemy

nazwe, a nie po to, by ukazaé jej nature.
*
Moze sig kio$ dziwid, Ze geometria nie potrafi zdefiniowaé Zadnej z tych

12eczy, kiore sq jej glownymi przedmiotami, nie potrafi bowiem zdefiniowad
ani ruchu, ant liczb, ant preestrzeni, a przecied wlasnie te trzy rzeczy sq prezed-



