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W dalszym ciggu uzywamy tej ostatniej, gdyz wydaje si¢ bardziej przej-
rzysta. Wyrazenie (1) nazywamy ulamkiem tasicuchowym. Aby nadaé
wlagciwy sens temu pojeciu, zacznijmy od kilku definicji. Elementy a,
1 b, nazywamy odpowiednio k-tym licenikiem czesciowym i k-tym mianownsi-
kiem czedciowym. Tloraz a, /b, jest k-tym dlorazem czedciowym, a wielko§é
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* Od aulora. Artykul jest przekladem tekstu odezytu, zamieszczonego na str.
1-27 sprawozdan z konferencji Padé approximation and its applications, Amsterdam
1980. Sprawozdania, przygotowane pod redakcja M. G. de Bruina i H. van Rossuma,
stanowia tom 888 serii Lecture Notes in Mathematics wydany w 1981 r. przez Springer-
-Verlag. Dziekuje temu wydawnictwu za zgode na przeklad artykulu, a takze thumaczo-
wi, Stefanowi Paszkowskiemu, ktéry poprawil kilka bledéw zauwazonych w oryginale.

Od tlumacza. Na prosbe redakcji Wiadomosci Matematycznych autor poprzedazil
artykul przypomnieniem pojeé uzywanych w teoriach, ktérych historig tu szkicuje.
Autor zechcial tez zaakceptowaé drobne uzupelnienia tekstu, mogace ulatwié jego
lekture polskim ezytelnikom.
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n-tym reduktem ulamka lanicuchowego (1). Ta liczba jest oczywiScie okre-
§lona tylko wtedy, gdy Zaden z mianownikéw pojawiajacych sie w kolejnych
dzieleniach nie jest réwny 0.

Jefli wszystkie redukty C,, z wyjatkiem co najwyzej skonczenie wielu,
sg okre§lone i jedli istnieje granica

¢ =lim(C,,
to piszemy
_ gy tal o
c _b°+]b1 +!b2 + ...

Méwimy, ze w tym przypadku ulamek tancuchowy (1) jest zbieény i nazy-
wamy C jego wartosciq. W przeciwnym razie ultamek (1) jest rozbiesny.

Niech {C,} bedzie ciggiem reduktéw utamka lanicuchowego (1). Mé6wimy,
ze ulamek lancuchowy, ktérego redukty tworza pewien podeigg eiggu
{0C,}, powstaje przez $ciggnigcie utamka C. Ta operacja daje np. czeéé parzy-
stq ulamka (1) (utamek o reduktach C,, C,, C,, ...) 1 jego cze$é mieparzystq
(ulamek o reduktach C,, Cs, C;, ...). Rozszerzenie ulamka (1) polega —
w najprostszym przypadku — na konstrukeji ulamka laiicuchowego,
ktéry, dla danej liezby calkowitej nieujemnej % i danej liczby zespolonej
lub rzeczywistej g, ma nastepujacy cigg reduktow: Cy, ..., Oy, 9, C,
Glc 1s «»

+Teoria, analityezna ulamkéw lanicuchowych dotyezy ulamkéw, ktérych
liczniki i mianowniki czedciowe sg funkejami (np. wielomianami) zmiennej
zespolonej. Ulamek

Ay (z)l 42(z)l
’b1(z) lbz(z)
odpowiada szeregowi nieskonczonemu

(2) J(2) = co+ciz 0224 ...,

jesli kazdy redukt f,(2) tego utamka jest funkejg meromorficzng w punkeie
0 i jesli istnieje ciagg nieskonczony liczb calkowitych m, dazacy do nie-
skonczonodel i taki, ze

f@)=fu(2)= 0(Z""), 2—>0.

ao(?) + + ..

Utlamek lancuchowy
k2 | ko2 ;__ kg2 |_
|1+12 RN |14+12

1+ ey Ky #£0,

nazywamy stowarzyszonym z szeregiem potegowym

f(&) = 1+er+e22+ ..,
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jesli dla kazdego n redukt f, (2) tego ulamka rozwija sie¢ w szereg potegowy
taki, ze :
F(&) —ful2) = O(&*"*).

Dla danego szeregu potegowego (2) mozna zbudowaé (jesli tylko sa
spelnione pewne zalozenia) ciagg podwodjny funkeji wymiernych oznacza-
nych symbolem [p/q], gdzie

o,
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Funkeje [p/q] okrefla zadanie, aby jej rozwiniecie w szereg potegowy
wzgledem 2 bylo zgodne z szeregiem (2) az do skladnika zawierajacego 27+
Inaczej moéwiae,

f(x)—I[p/q] = O(e2+e¥h).

Funkecje wymierng [p/q] nazywamy preybliseniem Padégo funkeji f(2).
Tablica dwuwymiarowa, ktora na przeecieciu p-tego wiersza i g-tej kolumny
(p, ¢ =0,1,...) zawiera przyblizenie [p/q], nosi nazwe tablicy Padégo.

*

Ulamki tanicuchowe i przyblizenia Padégo odgrywaja bardzo wazng
role w rozwoju matematyki i jej zastosowan i — o czym §wiadezy réwniez ta
konferencja — sa szeroko uzywane. Sadze wiec, ze dla specjalistéw w tej
dziedzinie bedzie interesujgca znajomosé jej historii. Wynika to nie tylko
ze wzgledéw kulturowych, ale i stad, Ze niektére dawne prace moga byé
punktem wyjécia do nowych poszukiwan.

Historia ulamkéw lanticuchowych jest juz dluga: jej poczatkiem jest
algorytm Euklidesa stuzacy do obliczania najwigkszego wspélnego dziel-
nika liczb naturalnych, znaleziony okolo 300 lat przed Chr. W tej historii
uczestniczylo wielu znanych matematykéw wszystkich epok. Nie ma tu
zatem miejsca na pelny opis dziejéw ulamkéw lancuchowych (ukaze sie
on, wraz z bibliografig, p6Zniej) i ogranicze sie do ich krotkiego zarysu.

7 przyjemnofcig dziekuje Bernardowi Rouxelowi z uniwersytetu
w Lille za autorytatywne wskazowki odnoszace si¢ do historii matematyki.
Winienem tez podziekowaé Hermanowi van Rossumowi i Marcelowi de
Bruinowi za interesujace dyskusje i przyjecie do druku tego diugiego
artykutu,

Prehistoria. Jak to czesto bywa w nauce, ulamkéw lancuchowych
uzywano na dlugo przed ich rzeczywistym odkryciem. Wydaje sie, ze
pierwszym takim zastosowaniem jest algorytm Euklidesa (okolo 306-283 r.

2 — Wiadomogci Matematyczne XXVIIL.1
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przed Chr.). Pozwala on obliczyé najwiekszy wspélny dzielnik dwéch
liczb calkowitych i prowadzi do pewnego skonczonego ulamka Ianicucho-

wego. Niech a i b bedg liczbami naturalnymi i niech & > b. Przyjmujemy
ro = a, *; = b 1 okreflamy ciag {r,} za pomocy relacji

Ty = Tyl t7%p2y £ =0,1,...,

gdzie 0 <1y, <73, & ¢ jest liczba naturalng. Mozna wykazaé istnienie
takiego n, ze r,,, = 0. Wtedy 7, = 1,,,9, 1 7,., jest najwiekszym wspél-
nym dzielnikiem liezb a i b. Précz tego

i w rezultacie

a 1] 1]

— =gt s
b q"lq lg,

Oczywifcie Euklides nie wyrazil swego algorytmu w takiej postaci;
postugiwal si¢ on rozumowaniami geometrycznymi, ktore dotyezyty mie-
rzenia jednego odeinka za pomocg innego.

Algorytm Euklidesa wiaze si¢ z przyblizonym upraszcezaniem ulamkow
praktykowanym przez Archimedesa (287-212 przed Chr.) i Arystarcha
z Samos (ok. 310-230 przed Chr.). Inni matematycy, np. Teon z Aleksandrii
(okoto365), uzywali niejawnie utamkéw tancuchowych, obliczajac bok kwa-
dratu o danym polu. Metoda Teona wyciggania pierwiastka kwadrato-
wego daje w istocie poczatek utamka tanicuchowego

VA —Vair —ar 2o 7]

[2a [2a o

gdzie a jest najwieksza liczbg calkowityg taka, ze a?<< A. Archimedes
podal tez oszacowanie

265_3(5+1| |) /3 < 1851 1(+1+1|+1[)
153 |5 |10 780 |5 "|10 |5

W nastepnych wiekach prébowano wielokrotnie znaleZzé metody przyblizo-
nego pierwiastkowania. Choé zadna z nich nie wigzala sie bezposrednio
z wlamkami laticuchowymi, to jednak utorowano w ten sposéb droge, ktora
szli poZniej prawdziwi twoércy ich teorii.

Innym bardzo dawnym zadaniem, ktére takze prowadzi do wlamkow
lafncuchowych, jest zadanic zwigzane z tzw. réwnaniami diofantycznymi,
nazwanymi tak na cze§é Diofantosa (okolo 250 r.). Znalazl on rozwig-
zanie wymierne réwnania

ax +by = c;
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a, b ic sa tu danymi liczbami naturalnymi. Takie réwnania powstajg
w astronomii, a ich rozwigzania odpowiadaja pewnym koniunkejom. Zada-
nie rozwiazal w pelni matematyk hinduski Aryabhata (475-550). Roz-
patrzmy réwnanie

ax+by =

gdzie liczby naturalne a i b s wzglednie pierwsze i @ > b. Wtedy algorytm
Euklidesa daje rozwiniecie

IR S B 1)
Oznaczmy
P 1] 1|
— = + it
¢« e [

Wtedy aq—bp = 1. Jedli po prawej stronie wystepuje np. -+1, to

ax+by = ¢(aq—bp),
skad

(cq—o)fbo = (y+cp)ja =t
1 ostatecznie

r=cq—0bt, y =at—cp.

Nadajac parametrowi ¢ wartodci calkowite, otrzymuje sie tu wszystkie
rozwigzania calkowite badanego roéwnania diofantyeznego. Taki sam wynik
podal tez Brahmagupta (6kolo r. 598). W Europie opisang wyzej metode zna-
lazt ponownie Claude Gaspard Bachet de Meziriac (1581-1638) w 1612,
Uzywali jej réwniez Nicholas Saunderson (1682-1739) i Joseph Louis
Lagrange (1736-1813), ktéry w 1767 r. wyrazil jawnie iloraz a/b jako
ulamek lancuchowy — stato sie to 1300 lat po odkryciu matematykéw
hinduskich!

Jednym 2z najznamienitszych matematykéw hinduskich byl chyba
Bhaskara, urodzony w Bidur w 1115 r. i pracujacy w Ujjayni. Okolo 1150 r.
napisal on ksiazke Lilavati, w ktérej badal réwnanie ax —by = c. Bhaskara
wykazal, ze jego rozwigzanie mozna otrzymadé za pomoca ulamka lancu-
chowego dla a/b. Udowodnil on tez, ze redukty O, = 4;/B, tego ulamka
spelniaja zwiazki

Ay = @Ay 1+ Ay
By, = ¢;By_,+By_,,
AyBy— A By = (—1)F".
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Rozwigzanie réwnania diofantycznego wyraza sie wzorami
& = F¢Bym +bt, y=TFecd,_,+}at,

gdzie znaki zalezg od réwnofci B, ,—b4, ; = 1.

Uprzedzajac tu fakty powiedzmy od razu, ze zwigzki rekmency]ne dla.
reduktéw ulamkéw lancuchowych odkryto w Europie 500 lat pézniej.
Warto dodaé, ze pierwszy przeklad na jezyk angielski ksigzki Bhaskary
ukazal si¢ w 1816 r. i ze jego dzieto nie bylo zapewne znane w Europie
wezesniej (eco najwyzej w jakiej§ wersji lacifiskiej opartej na tlumaczemu
arabskim).

Uwaga. Symbol

L

a, a2|
bo+— +—
Sl b,

wprowadzil w 1898 r. Alfred Pringsheim (1850-1941), natomiast symbol

+ ...

Qs
b1+ bt
— sir John William Herschel (1792-1871) w 1820r.

bo+

Pierwsze kroki. W Europie miejscem narodzin ulamkoéw laicucho-
wych 83 bez watpienia péinocne Wiochy. Pierwsza probe ogdlnej definicji
ulamkéw lancuchowych zawdzieczamy Leonardowi Fibonaceiemu (okolo
1170-1250), zwanemu takze Leonardem z Pizy. Byl to kupiec wedrujacy
daleko na Wsehod i stykajacy sie z pracami matematykoéw arabskich.
Jego slawny traktat Léber Abaci (napisany w 1202 r , przerobiony w 1228 r.,
ale ogloszony dopiero w 1857 r.) wprowadza ulamki lancuchowe ,wste~
pujace”, ktére nie sa zbyt ciekawe.

Pierwszym matematykiem, ktéry naprawde stosowat utamki lancucho-
we nieskoliczone w obecnym rozumieniu tego pojecia, byl Rafael Bombelli
(1526-1572), odkrywca liczb zespolonych. O jego zyciu i karierze malo
wiadomo. Napisat on ksiazke L’Algebra parte maggiore dell’aritmetica divisa
in tre (ibri w Bolonii w 1572 r.; drugie wydanie ukazalo sie¢ w 1579 r. pod
tytutem I’ Algebra Opera. W tym drugim wydaniu Bombelli podat algorytm
rekurencyjnego pierwiastkowania liczby 13 w pelni réwnowazny konstruk-
keji utamka tancuchowego

4] 4]
V13 _.3+l6 +j6 + ...

Chociaz Bombelli nie wyjaénil, jak skuteczna jest jego metoda, ani
jak ja otrzymal, to jednak jest oczywiste, ze trzeba tu uzyé wzoru

A =a*+tr,



Dzieje ulamkéw faricuchowych i przyblizern Padégo 21

gdzie a jest najwieksza liczbg calkowity taks, ze a? < A. Inaczej méwiae,

(I/Z—{—a)(l/:fl———a) =7,
skad

— ¥
VA =a+ —.
a—H/A

Zastepujac w mianowniku po prawej stronie pierwiastek z A podang wyzej
sumy i powtarzajac te zamiane w nieskonezonogé, otrzymujemy rozwiniecie

T rl, ]
VA _a+12a +12a + ...

Bombelli podkreflil, Ze pierwsza wersja jego ksiazki opiera sie na
wynikach Alchwarizmiego, wielkiego matematyka muzulmanskiego, ktory
okoto 830 r. mieszkal w Bagdadzie. Przypuszeza sie réwniez, ze.to
Al-Hayyam (okolo 1048-1131) jest autorem wspomnianej metody.

W nastepnych latach najwiekszy wkiad -do teorii ulamkoéw laricucho-
wych wnidst Pietro Antonio Cataldi (1548-1626); mozna go uwazaéd za
rzeczywistego tworee tej teorii. W ksigzce Traitato del modo brevissimo di
trovare la radice quadra delli numers ..., ogloszonej w Bolonii w 1613 r.,
Cataldi stosuje do obliczania pierwiastkéw kwadratowych te samg metode
co Bombelli, ale po raz pierwszy wprowadza specjalne oznaczenia dla
ulamkéw lancuchowych. Cataldi rozwinal V18 w utamek laticuchowy az
do pietnastego reduktu oraz udowodnil, ze kolejne redukty sa na przemian
wieksze i mniejsze od V18 i ze ich ciag jest zbiezny do tej liezby.

W tym samym okresie ulamki tanicuchowe (a §cislej, procedure zwigzang
z nimi) stosowano juz do przyblizania i upraszezania utamkéw. Trzeba tu
wspomnieé o pracach Daniela Schwentera (1585-1636), Fransa von
Schootena (1615-1660) 1 Alberta Girarda (1595-1632).

Poczatki teorii. PrzenieSmy sie teraz do Anglii, aby byé $wiadkami
nastepnego waznego wydarzenia.

W 1655 r. John Wallis (1616-1703) w ksigzce Arithmetica infinitorum
wyrazil 4/m za pomoeca iloczynu nieskonczonego :

4 2:3-55-7T-T-...
T 2.4-4-6-6-8-...

kg
Wallis napisal tam o lordzie Williamie Brounckerze (1620-1684), jednym
z tworecow Towarzystwa Kréolewskiego i jego pierwszym przewodniczacym,
ze ,ten wielce czcigodny maz, rozwazywszy zadanie, umial doprowadzié
te wielko§é wlagciwg sobie metoda nieskoriezonych do postaci, ktéra
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mozna wygodnie wyrazié [stosujac obecna symbolike] tak:
4 9] 25| 49| 81|

?"’“12*12 2 et

+

Wallis ciagnie dalej: ,,Nempe si¢ unitali adjungatur fractio, quae denomi-
natorem habeat continue fractum”. Pojawil si¢ tu po raz pierwszy termin
przyjety odtad w wielu jezykach, np. angielskim (continued fraction) lub
francuskim (fraction continue).

Najwazniejszy wynik Wallisa znajduje sie dziesieé stronic dalej;
czytamy tam: ,Nos inde hanc colligimis regulam, cojus ope a principio
reductionem inchoemur quousq; libet continuandam

P @ P9 Q

N1 N2 N3
N3><D1.+D3><D2.= D3

Jest to zwigzek rekurencyjny spelniony przez liczniki i mianowniki kolej-
nych reduktéw ulamka lancuchowego. Wallis zrobil tez pierwszy krok
w kierunku dowodu zbieznoéci zauwazajge, ze redukty ultamka laneucho-
wego Brounckera sg na przemian wieksze i mniejsze od 4 /n i stwierdzajac,
Ze proces jest zbiezny: ,ad numerum justum acceditur”.

Trzeba tez wspomnieé o holenderskim matematyku i astronomie Chri-
stiaanie Huygensie (1629-1695), ktéry w 1682 r. zbudowal automatyczne
planetarium. Zastosowat on przy tym utamkilanicuchowe; opisal to w ksigz-
ce Descriptio automati planetarii, ktéra wydrukowano juz po jego Smierci.
Obliczono, ze w ciggu roku Saturn przebiega 12°13'34''18"‘, a Slonce
359°45'40"'31""". Tloraz tych katéw wynosi 2640858/77708431. Aby znalezé
najmniejsze liczby calkowite, ktérych iloraz jest bliski powyzszej wartosci
(i ktére dajg liczby zebéw ko6t zebatych jego planetarium) Huygens podzie-
lit wiekszg liczbe przez mniejszg, mniejszg przez reszte itd. Otrzymat tg
droga ulamek laﬁeuchowy

1]
[29

1

1]
Il +'f+-'-

+ R

1, 1], 1
2 ‘*12 T

Huygens zajmowat sie tez réwnaniem diofantycznym py—qzr = +1.
Rozwinat on p/¢ w ulamek lancuchowy i zauwazyl, ze redukty daza do
Plq i zZe s3 one na przemian mniejsze i wieksze od p/q. Rozwigzania & 1 y
83 réwne odpowiednio licznikowi i mianownikowi przedostatniego reduktu.
Wtedy py — qx jest réwne 4-1 albo — 1 zaleznie od tego, czy x [y jest mniej-
sze czy wigksze od p/g. Zastosowana tu metoda jest w istocie identyczna
z metodg Aryabhaty. Uzywatl jej takze Anglik Saunderson do rozwigzania
réwnania ar—by = ¢, gdzie ¢ jest najwiekszym wspélnym dzielnikiem
liczb a i b. Saunderson udowodnil tez m.in., ze redukty utamka laticucho-
wego dla a/b 53 w pewnym sensie optymalne. Tym samym tematem zajmo-
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wali sie réwniez Roger Cotes (1682-1716), Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646-1716), Robert Simson (1687-1768) i inni.

Kornczge ten paragraf trzeba koniecznie wymienié jeszeze jedno na-
zwisko: Johann Bernoulli starszy (1667-1748), ktéory uzywal ulamkéw
lancuchowyeh do wupraszezania ilorazéw wielkich liczb calkowitych
i ktéry byl nauezycielem Eulera.

Zloty wiek. Osiemnaste stulecie bylo zlotym wiekiem ulamkéw ltan-
cuchowych. Wywarli na nim swe pietno trzej wieley matematyey: Euler,
Lambert i Lagrange, wszyscy — czlonkowie Akademii Nauk w Berlinie.

Najwigksze znaczenie maja bez watpienia wyniki Leonharda Eulera
(1707-1783). W swej pierwszej pracy o ulamkach lancuchowych, pocho-
dzacej z 1737 r., udowodnit on, ze kazda liczba wymierna da si¢ wyrazié
jako ulamek lancuchowy skoriczony (o licznikach czeSciowych réwnych 1),
ze liczba niewymierna generuje ulamek nieskonczony i ze ulamek lancu-
chowy okresowy (tzn. taki, ktérego mianowniki cze§ciowe powtarzaja sie
okresowo) jest pierwiastkiem réwnania kwadratowego. Euler znalazi
tez ulamki laxicuchowe dla liczb e, (e4-1)/(e—1) i (¢e—1)/2 calkujac réwna-
nie Riceatiego dwiema r6znymi metodami. Trzeba tu zauwazyé, ze — jefli
pomingé brak dowodu zbieznosci tych ulamkéw — Euler wykazal, ze
liczby ¢ i €* sa niewymierne.

Euler podal w 1748 r. pierwszy obszerny i systematyczny wyklad
teorii ulamkéw lancuchowych w slawnej ksigzce Introduciio in analysin
infinitorum. Znajduje sie tam zwigzek rekurencyjny dla reduktéow C; =
= A,/B, ulamka lanicuchowego

b0+|€;1‘+,b1+... :
i opis przeksztalcenia tego ulamka na szereg nieskonczony: poniewaz
a
Gn""on-l = (__1)n—1 Bn—an

wiece

_bo+2(‘_ I n—-lBan

Z drugicj strony, Euler wykazal, ze kazdy szereg nieskonezony mozna
przeksztaleié na ulamek lancuchowy:

[

n—1 ﬁol’ C 1 Cn—-zcn l
2 (=170, = to—e, T ten—q, T

n=1 I

Po kilku przykladach Euler zbadal przypadek szeregow potegowych.
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Euler doszedl tez do kwestii zbieznosci pokazujae, jak obliczyé warto$é
ulamka lancuchowego okresowego

_1 .1 '
c i 3 —I—I 5 + ...

za pomocy zwiazku C =1/(240), z ktérego wynika, ze C2+2C =1
i0=v2—1. W ychodzae z tego przykladu Euler przedstawil metode
Bombelliego rozwiniecia pierwiastka kwadratowego w ulamek lancuchowy
i ogbélna metode rozwigzywania rownan kwadratowych. Rozdzial koniezy
sie algorytmem REuklidesa i upraszezaniem ulamkéw oraz przykladami.

Euler oglosil prace, w ktérych stosuje ulamki taicuchowe do rozwia-
zywania réwnania rézniczkowego Riccatiego i obliczania calek. Wykazal
tez, ze pewne ulamki lanicuchowe otrzymane z szeregéw potegowych
53 zbiezne nawet poza obszarem zbieznosci tych szeregéw. Tak jest np.
dla szeregu

rx—11a2+21a3 3124+ ...,

rozbieznego dla wszystkich @ == 0. Euler udowodnil, ze ten szereg for-
malnie spelnia réwnanie rézniczkowe 22y’ 4y = x i wyrazil jego rozwig-
zanie w postaci

_ wwexp(—t)
(@) _of T -

Daje to pewng metode sumowania szeregdw rozbieznych. Euler rozwingt
nastepnie wspomniany szereg w ulamek laticuchowy

| 2| ?f_! 3|

N

a|

i
i

a|
¥Rl s T

Attt

i uzy! tego ostatniego do obliczenia ,wartosei” szeregu rozbieznego 1! —
—2!14-31— ... Pomysly Eulera rozwineli pdézniej Laguerre i Stieltjes.

W li§cie z 1743 r. i artykule z 1762 r. Euler szuka liczb a takich, ze
a?+41 dzieli si¢ przez dang liczbe pierwszg postaci 4n+1 = p2+¢% Roz-
wigzanie wyraza sie przez przedostatni redukt ulamka lancuchowego

dla plg. .
W 1765 r. Euler badat ré6wnanie Pella 2 = Dy2+-1. W tym celu roz-

winal VD w ulamek lancuchowy

VD—v+] I+[b'+l +.
Jego kolejne redukty Euler oznaczal symbolami
1 (v) (v,a) (v,0,b) (v,a,b,0)

0’17 (a) " (a,b) ' (ayb,0) T
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Znalazlszy pewne toZsamosei wykazal on, ze
(v)!=—D-12 = —a, (v,a)?—D(a) =23,
(v,a,b)2—D(a,b)® = —yp, ...,
gdzie a, B, y, ... wWyrazajy si¢ przez v, a, b, ¢, ...
W tym samym czasie Euler badal szczegbélowo zalezno$é licznikéw

i mianownikéw reduktéw ulamka lancuchowego od jego mianownikéw
czesciowyeh i udowodnil m.in., ze

(a,b,¢,d,...) =a(b,c,d,...)+(c,d,...),
(@ybyey...,9) = (¢y...,¢,b,0a),
(“a b)(bao)""(b)(a7b76) =17

(a,b,c)(d,e,f)—(a,b,...,f) = —(a, b)(e, f).

W 1771 r. Euler zastosowat utamki lancuchowe do przybliZonego obli-
czania §redniej geometrycznej dwoch liczb, ktorych iloraz jest réwny 1/xz.
Tg metoda mozna obliczaé przyblizone warto$ei wyrazenia o®/?.

W 1773 r. Euler za pomoca ulamkéw larncuchowych obliczyl « i y
minimalizujgce réznice mx?—ny?, a w 1780 r. znalazl f i g takie, ze
fri—gs® = a.

W 1783 r. Euler udowodnil, ze warto§é ulamka laricuchowego

m+1|  m+2|
2 +| 5t

jest liczbg wymierng, gdy m jest calkowite i nie mniejsze niz 2.

Euler byl zatem pierwszym matematykiem, ktéry nie tylko wylozyl
jasno teori¢ ulamkéw lancuchowych, ale i stosowal je do rozwigzania
réznorodnych zadan. Jego wielki wptyw na rozwoéj tej teorii jest oczywisty.

W 1775 r. Daniel Bernoulli (1700-1782) pokazal, jak mozna zbudowaé
ulamek lancuchowy o danym ciggu reduktow.

Do 1750 r. wyrazono juz liczbe = w postaci szeregu nieskonczonego,
iloczynu nieskoriczonego i ulamka lancuchowego nieskoneczonego, ale nie
bylo jeszcze wiadomo, czy kwadratura kola jest mozliwa. Pierwszy krok
na drodze do przeczacej odpowiedzi na to pytanie zrobil Johann Heinrich
Lambert (1728-1777). Postugujac sie wynikami Eulera znalazl on w 1766 r.
rozwiniecie

1 wykazal, ze warto§é tgz jest niewymierna, gdy @ jest wymierne i rézne
od 0. Pohiewaz tg +n = 1, wige liczby }= i = sa niewymierne. Korzystajac
z podobienstwa funkeji hiperbolicznych i trygonometryeznyeh, Lambert
znalazt ulamek lancuchowy dla e*+1 i wykazal, Ze ¢" dla naturalnego n
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jest niewymierne i ze logarytm naturalny dowolnej liczby wymiernej
jest niewymierny. Lambert udowodnit tez zbiezno§¢ podanego wyzej
ulamka tanicuchowego do tgx i zakonczyl swa prace hipoteza, ze ,zadnej
wielkofci przestepne]j kolowej lub logarytmiczne]j, w ktorej nie wystepuje
inna wielko§é przestepna, nie mozna wyrazié¢ przez wielko§ci niewymierne
pierwiastkowe”.

Lambert podat kilka przykladow szeregéw rozbieznych, ktérym odpo-
wiadajs ulamki lanicuchowe zbiezne i znalazi ulamki tanicuchowe dla funkeji
arc tgx, log(l+2), (°—1)/(e*4-1) i dla liczby =. Jest godne uwagi, ze
juz wtedy Lambert umial podaé calkowicie §ciste (aczkolwiek nieco skom-
plikowane) uzasadnienie tych rozwinieé. »

Kolejne fundamentalne wyniki w teorii utamkéw laicuchowych uzyskat
Joseph Louis Lagrange (1736-1813). W 1766 r. podal on pierwszy dowdd,
ze réwnanie 2 = Dy*+1 ma rozwigzanie calkowite, w ktérym y +# 0,
jesli D jest liczba calkowita niekwadratowg. W dowodzie korzystal z roz-
winiecia na ulamek laricuchowy dla VD.

W 1767 r. Lagrange oglosil Mémoire sur la résolution des équations
numériques opisujac tam metode przyblizania pierwiastka rzeczywistego
réwnania za pomoeg utamkéw tanicuchowych. Rok pdzniej w Addition do
tego Mémoire udowodnil wynik odwrotny do wyniku Eulera: ,Twierdze
teraz, ze ulamek lancuchowy wyrazajacy warto§é « [pierwiastek rzeczywis-
ty dodatni réwnania kwadratowego o wspélezynnikach catkowitych] jest
na pewno okresowy.”

Lagrange wykazal, ze ulamek lancuchowy dla VD jest okresowy i ze
okres moze mieé¢ tylko dwie rézne postacie, ktére tez podat. Te wyniki
Lagrange powiazal z rozwigzywaniem réwnania x* = Dy241. W tej samej
pracy uogélnit on metode Huygensa i Saundersona rozwigzywania réwnania
py —qx = r. Lagrange zauwazyl, ze ta metoda jest ,w istocie identyczna
z metodg Bacheta, a takze z wszystkimi metodami zaproponowanymi
przez innych matematykéw?” i ze jest ona réwnowazna zwyklej metodzie
przeksztatcania ilorazu p /g na utamek laxicuchowy. '

W 1772 r. Lagrange studiowal interesujace zadanie: rozwigzywanie
réwnan réznicowych liniowych o stalych wspélezynnikach. Niech {c,}
bedzie ciggiem nieskonczonym liezb. Lagrange pierwszy zdefiniowal fun-
keje tworzaca ciagu {c,} jako szereg

fol®) = cyFcyx+ 2+ ...
Wykazal on, ze jesli

o+ a @+ ... Fa_@*!
bo+bx+ ... +ba*

folw) =

’
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to ciag {c¢,} spelnia zwiazek rekurencyjny

1
On = =" (b1t oo Fbiepz), n=k.
0
7 drugiej strony, je§li ciag {¢,} spelnia taki zwigzek, to jego funkeja two-
rzgca jest wymierna. Lagrange interesowal sie tez zadaniem wyznaczania
ukrytych okresowofei ciggu. Jest to rownowazne wykazaniu, ze funkcja
tworzaca f, tego ciggu jest wymierna. Lagrange budowal ciag {f,} funkeji
takich, ze '
fa@) =1,
Je1(@) [fe(®) = Dp+0 +2%r 41 (@) [fr (@) .
Wtedy

1 |+ o !+ a? |+
Po+qe?  |Prt@®  |[patger

Jedli dla pewnego k jest f,_,(z) = 0, to f, jest ilorazem wielomianu stopnia
k —1 przez wielomian stopnia k, a zatem {¢,} spelnia réwnanie réznicowe
rzedu k.

W 1774 r., uzupekliajac Algebre Eulera, Lagrange udowodml, ze
dla danej liczby rzeczywistej dodatniej a 1stnle]& liczby calkowite wzgled-
nie pierwsze p i ¢ takie, ze

f(,(.’;[?) = I

[p—gqal < |r—sa]l dlar<pis<g;

tymi liczbami sg odpowiednio licznik i mianownik dowolnego reduktu
ulamka lanicuchowego dla @, w ktorym wszystkie elementy sg dodatnie.
Lagrange podatl tez metode, oparts na utamkach lancuchowych, wyznacza-
nia rozwigzan calkowitych réwnania

Ay?—2Byz+4-02* =1

i wykazal, ze nie mozna rozwigzaé réwnania Pella uzywajgc utamka lan-
cuchowego dla VD z dowolnie wybranymi znakami mianownikéw czegeio-
wych.

W 1776 r. Lagrange opublikowal prace o zastosowaniu ulamkéw lancu-
chowych w rachunku calkowym; podana tam ogélna metoda pozwala
rozwingé w ulamek lancuchowy rozwiazanie réwnania rézniczkowego.
W przytoczonych przykladach Lagrange przeksztalcal redukty otrzy-
manych ulamkéw lancuchowych na zwykle funkeje wymierne, ktérych
rozwinigcie w szereg potegowy jest zgodne z analogicznym rozwinigeiem
wyjéciowej funkeji ,az do potegi zmiennej # réwnej sumie dwoch najwyz-
szych poteg # w liczniku i mianowniku”. Jest to prawdziwy akt urodzenia
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przyblizen Padégo! W lifcie do d’Alemberta Lagrange pisze o tomie zawie-
rajacym te prace: ,Jest tu jak zwykle co§ mojego, ale nic, co mogloby
zashigiwaé na Panska uwage”. Zaiste, nie bylo to zdanie prorocze ...

Konczge ten paragraf wspomnijmy, Ze metode Lagrange’a dotyczaca
réwnan diofantycznych zastosowal w 1772 r. Johann Bernoulli mtodszy
(1710-1790) szukajac najmniejszej liezby calkowitej « spelniajgcej rowna-
nie A = Bt —Cu, gdzie B i C 53 wzglednie pierwsze. Jefli C jest nieparzyste

= 3(C+1),tou = }(B+s—1)it = L(C+r), gdzie r /s jest przedostat-
nim reduktem utamka laricuchowego dla C/B.

W osiemnastym wieku ulamki taricunchowe badali tez i stosowali japon-
sey matematycy w zwigzku z rozwinieciem niewymierno§ei kwadratowej,
tj. liczby postaci (& +Vb) /e, gdzie a, b i ¢ sa catkowite, a b nie jest kwadra-
tem.

Wiek dziewietnasty. Teoria ulamkéw lancuchowych moze sie juz
teraz szybko rozwijaé i mozna jg szeroko stosowaéd. Tak tez sie dzieje
w dziewietnastym stuleciu, kiedy to wielu wybitnych matematykéw bada
ulamki lancuchowe lub uzywa ich w dowodach.

Pierwszym z nich jest Pierre Simon Laplace (1749-1827), ktory wykazal,
ze rozwigzanie dowolnego réwnania réznicowego liniowego rzedu drugiego
wyraza sie przez ulamek lancuchowy. Laplace zpalazl tez ulamek

z - 2
jexp(-—-tz)dt _ Vr _exp(—u )/2 |
2|

0 P

W 1803 r. Bazilij Wiskowatow (1778-1812) zaproponowal metode
przeksztatcania ilorazu dwdéch szeregéw potegowych naulamektaricuchowy.
W 1818 r. Jean Jacques Bret (1781-1819) otrzymal pewne ulamki lancu-
chowe postugujac sie metoda Lamberta, ktérej ten ostatni uzyl dla tga.
Te kwestie wigzg sie bezpoSrednio z przyblizeniami Padégo, gdyz szereg
€y+ew-+ ... mozna przeksztaleié na ulamek lancuchowy

T BN - B o
x |2¢ |z |22 o T

b “}‘ l l + LY )
o T
Tym zadaniem zajeli si¢ Moritz Abraham Stern (1807-1894), ktory w 1833 r.
znalazl zwigzek rekurencyjny dla liczb b;, i Heilermann, ktéry w 1846 r.
wyrazil je jawnie. Heilermann badal tez ulamek lancuchowy

a; | 8 ] _
|z+b, |z+b,
dla ilorazu dwéch szeregéw potegowych wzgledem z~*. Te dwa rozwiniecia

sg okre§lone jednoznacznie, a zwigzek miedzy nimi znalazl Heinrich Eduard
Heine (1821-1881) w 1878 r.

by—
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Carl Friedrich Gauss (1777-1855) znalazl ulamek laidcuchowy dla
log(1+a)/(1—x) i zastosowal go w slynnej pracy o kwadraturach (zwa-
nych obecnie kwadraturami Gaussa) przedstawionej w Towarzystwie
Getyngenskim w 1814 r. Gauss podal tez pewne inne rozwiniecia w utamki
laficuchowe, np. dla ilorazu dwoéch funkeji hipergeometrycznych.

W 1833 r. Stern badal przeksztalcenie iloczynu nieskonczonego na
réownowazny mu ulamek lancuchowy i przeksztalcenie odwrotne.

Operacje §ciggania i rozszerzania wprowadzil Philipp Ludwig von
Seidel (1821-1896) w 1855 r., choé ich szezegdlne przypadki mozna zna-
lezé juz w pracach Lagrange’a z lat 1774 1 1776. Zwigzek ulamkéw tancu-
chowych odpowiadajacych szeregowi potegowemu i stowarzyszonych
z nim badal w 1860 r. Heilermann. Wyrazenia wyznacznikowe dla wsp6i-
czynnikéw tych ulamkéw lancuchowych znalezli Heilermann w 1845 r.,
Hermann Hankel (1839-1873) w 1862 r., Gustav Bauer (1820-1906)
w 1872 r., Thomas Muir (1844-1934) w 1875 r., Georg Ferdinand Frobe-
nius (1849-1917) w 1886 r. i Thomas Jan Stieltjes (1856-1894) w 1894 r.

Mozna oczywiscie przeksztalcié ulamek laticuchowy nieskoniczony na
nieskonczenie wiele réwnowaznych mu innych ulamkéw lancuchowyeh,
zachowujgc przy tym tylko czedciowo redukty. W 1855 r. Seidel pokazal,
ze ulamek lancuchowy zbiezny mozna przeksztatcié na rozbiezny, i odwrot-
nie. Dobierajac umiejetnie przeksztalcenia réwnowazne mozna przyspie-
szy¢ zbieznosé ; wykazal to August Ferdinand Mobius (1790-1868) w 1833 1.,
a Stern w nastepnym roku zastosowal takie przeksztalcenia do wyznacza-
nia warto§ei utamkéw lancuchowych.

Adrien Marie Legendre (1752-1833) stosowal szeroko ulamki laficucho-
we w swej ksigzce o teorii liczb. Udowodnil on, modyfikujac dowéd Lam-
berta odnoszacy sie do liczby =, ze w2, e i ¢? sa niewymierne.

Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851) rozwingt znacznie teorie utam-
kéw taricuchowych; najbardziej znanym jego wynikiem jest wzér wyzna-
cznikowy z 1845 r. dla przyblizen Padégo. W pracy ogloszonej w 1868 r.
Jacobi wykazal, Ze niewymiernofci szefcienne maja pewne wiasnofei
wspllne z niewymierno§ciami kwadratowymi, gdyz prowadza do algoryt-
moéw podobnych do tych, ktére wigza si¢ z ulamkami lancuchowymi
okresowymi.

W innej pracy, opublikowanej w rok pdéZniej, Jacobi zaproponowat
metode rozwigzywania zadania o rownoczesnyeh aproksymacjach diofan-
tycznych. Zadanie polega na znalezieniu dwdéch ciggéw liezb wymiernych
14,/C,}i{B,/C,} (mianowniki odpowiadajgcych sobie elenientéw sa jedna-
kowe) przyblizajacych odpowiednio dwie dane liczby rzeczywiste. Jacobi
doszed! do réwnania réznicowego rzedu trzeciego, ktérego rozwigzaniem
Sa ciggi {4,}, {B,} 1 {C,}. Algorytm, wogdlniajacy algorytm dla unlamkéw
laticuchowych, byl pézniej szezegétowo zbadany przez Perrona i nosi
dzi§ nazwe algorytmu Jacobiego—Perrona.
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Wzér wyznacznikowy dla licznikéw i mianownikow reduktow ulamka
lanicuchowego podali James Joseph Sylvester (1814-1897) w 1853 r.
i William Spottiswoode (1825-1883) w 1856 r. dla przypadku, gdy a,, = 1.
Louis Painvin (1826-1875) w 1858 r. znalazl rozwiazanie zwigzku rekuren-
cyjnego rzedu drugiego speilnionego przez liczniki i mianowniki reduktow;
wyniki zastosowal po raz pierwszy do ulamkow taricuchowych Siegmund
Giinther (1848-1922) w 1872 r. Z drugiej strony, kazdy zwigzek rekurencyj-
ny rzedu drugiego generuje pewien utamek laricuchowy; skorzystali
z tego Bauer w 1859 r., Heine w 1860 r. i Wilhelm Scheibner (1826-1908)
w 1864 r. dowodzge pewnych twierdzen o ulamkach lancuchowych.

Dzieki ulamkom lanicuchowym otrzymano wiele waznyeh rezultatow
w arytmetyce i teoriiliezb. Wspomniano juz wyzej ‘niektére z nich. W18517.
Joseph Liouville (1809~1882) udowodnil w ten sposéb istnienie liczb przes-
tepnych (tzn. liczb nie spelniajacych zadnego réwnania algebraicznego
o wspétezynnikach calkowitych). Wykazat on, ze istnieje nieskonczenie
wiele takich liezb i zastosowal do ich przyblizania ulamki tafdcuchowe.
Udowodnil tez, ze ani e, ani e nie s3 niewymierno$ciami kwadratowymi.
Adolf Hurwitz (1859-1919) uzywajac pewnych szczegélnych ulamkéw
laricuchowych wykazal w 1896 r., Ze ¢ nie jest zerem zadnego rownania
szefciennego o wspoélczynnikach catkowityech.

Wazny wynik z teorii liczb otrzymal Charles Hermite (1822-1901)
dowodzac w 1873 r. za pomocg ulamkéw lancuchowych, ze e jest liczba
przestepna. Podstawowy pomyst Hermite’a jest nastepujacy: niech #,, ...
..ey Ny, Deda dowolnymi liezbami naturalnymi, ¥ = n,+ ... +n,,, i niech
kyy ...y k, oznaczaja m réznych liczb rzeczywistych lub zespolonych.
Mozna zbudowaé wielomiany p,, ..., p,, takie, ze stopienr p jest rowny
dokladnie N —mn, i ze

exp (k) p,(#) —exp (k) py(x) = O™+, 4, 1=1,...,m,

gdy x—>0. Roéznice miedzy wartoéciami funkeji wykladniczej 1 je] przy-
hlizen mozna wyrazié¢ jako pewne calki oznaczone. Przyjmujge, ze ¢ =1
i ze k; sg calkowite, dowodzi sie, Ze liczba e nie speilnia zadnego réwnania
algebraicznego o wspdélezynnikach ecalkowitych, a wigc jest przestepna.

Hermite’a ten pomysl bardzo zajat. W liScie z 1873 r. rozwazyl on
wielomiany p; stopni #n;—1 takie, Zze

m
2 exp (k,x)p;(x) = O(@™ 7).
i=1
Zastepujac tu funkeje wykladnicze exp (k;x) dowolnymi formalnymi szere-
gami potegowymi, otrzymuje sie typ aproksymacji zwany obecnie aproksy-
macjq Padégo~Hermite’a. Wspomnijmy tu, ze Hermite byl promotorem
Padégo i ze Padé takze pracowal w tej dziedzinie po swym doktoracie.
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Po rozprawie z 1873 r. poswieconej funkcji wykladniczej Hermite
kontynuowal badanie ulamkéw tanicuchowych algebraicznych. Od czaséw
Gaussa znano role, jaka odgrywaja wiclomiany Legendre’a w rozwinieciu
funkeji log(l—2)/(1+42) w ulamek laicuchowy. Heine i Elwin Bruno
Christoffel (1829-1900) powigzali teori¢ ulamkéw tanicuchowych z pewnymi
réwnaniami rézniczkowymi liniowymi rzedu drugiego. Hermite uogdlnit
te wszystkie wyniki pokazujae, Ze pewne réwnania rézniczkowe rzedu
1 53 zwigzane z okre§long wyzej réwnoczesna aproksymacja. Zastosowal
on rezultaty swych rozwazan do funkeji log(e—a;)/(x —x,) uogdlniajac
w ten sposéb wielomiany Legendre’a. ‘

Metode uzyta przez Hermite’a do liczby e zastosowal Carl Louis Ferdi-
nand Lindemann (1852-1939) podajac w 1882 r. pierwszy dowdd przestep-
nosei lieczby = i rozstrzygajac w ten sposéb negatywnie problem kwadratury
kola otwarty przez ponad 2000 lat.

W 1828 r., w wieku siedemnastu lat, Evariste Galois (1811~1832) udo-
wodnil, ze jegli

1 1] 1] L
A P ol PR ol PR

[ |2 lan |2

jest zerem pewnego wielomianu, to liczba

1], 1| 1], 1 1], 1]
T+ttt e+ + ...
Ian [d —1 I 0 l n , @y [a"n
jest zerem tegoz wielomianu. To twierdzenie jest ukryte we wcze§niejszej
pracy Lagrange’a i wlasnie lektura jego Mémoire o rownaniach algebraicz-
nych wprowadzila Galois w te tematyke.
Wracajge do wynikéw Eulera, Edmond Nicolas Laguerre (1834-1886)

badal réwnanie rézniczkowe
P(2)y' (x) = Q(x)y(z)+ R (),

gdzie P, @ i R s3 wielomianami wzgledem 2. W pewnych szezegdlnych
przypadka,ch Laguerre rozwingl rozwigzanie y w ulamek laticuchowy,
zbadal tez dokladnie rozwiniecie

.

7 wet w|
y(x) ~Jimdt =E +l1 +

x 2x 2 ]

’ 2a| 3.'1:] icf_]
|1+ +,1

otrzymane weczesniej przez Eulera.
W 1881 r. Leopold Kronecker (1823-1891) szukal wielomianéw p 1 ¢
takich, ze stopien iloczynu

(99—1p)4a
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(gdzie f, g s3 wielomianami odpowiednio stopnia n i »—m) jest mniejszy
od n. W szezegélnym przypadku zadanie polega na znalezieniu funkecji
wymiernej p/q majgcej w danym punkeie warto§ci pochodnych wspdlne
z dang funkejg g. Jest to dokladnie zadanie aproksymacji Padégo. Kronec-
ker znalazt dwa sposoby konstrukeji rozwigzania. Pierwszym z nich jest
algorytm Euklidesa dzielenia, prowadzacy do rozwinigcia ilorazu f/g w ula-
mek lanfcuchowy. Wielomiany f, =f, fi = ¢, fay .-y 15 g2, ... definiuje
sig tak, ze

Je-1 =St o =0 dlak = 1,2,...
Wynika stad, ze '

folo o |9s

Redukty tego ulamka tanicuchowego sa szukanymi funkejami wymiernymi.
Druga metoda Kroneckera polega na rozwigzaniu uktadu réwnan liniowych
wynikajacego z zadania, aby poczatkowe wspdtezynniki rozwiniecia
w szereg funkeji gg—fp byly zerami.

W tym samym roku Frobenius podalrelacje taczace liczniki lub mianow-
niki trzech sgsiednich przyblizen z tablicy Padégo. Niektore z tych zwigz-
kéw, zwane teraz tozsamos$ciami Frobeniusa, wigzs sie z wzorami wyznacz-
nikowymi Jacobiego. Mozna ich tez uzyé¢ do wyrazenia w jawnej postaci
wspolezynnikéw utamka laneuchowego
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ktorego kolejne redukty leza w tablicy Padégo na gléwnej przekatnej
1 tuz nad nig. Frobenius podal tez metode rekurencyjna obliczania wsp6i-
czynnikéw a;. On wreszcie pierwszy badal systematycznie przyblize-
nia Padégo i polozyl §ciste podstawy pod ich teorie.

Przyblizenia Padégo studiowal tez Pafnutij Lwowicz COzebyszew
(1821-1894). W 1885 r. przeksztalcil on szereg
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w ulamek lancuchowy
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Jego k-ty redukt jest zgodny z wyjSciowym szeregiem az do skladnlka,
z 1/%.

Najwiekszy wklad do teorii ulamkoéw lancuchowych wniést w XIX
wieku niewgtpliwie Stieltjes. Jest on w istocie twoéreg nowoezesnej teorii
analityceznej tych ulamkéw. Pierwsza praca Stieltjesa z tej dziedziny ukaza-
Ia sig w 1884r. i dotyczyla kwadratury Gaussa

ff w)dwNEAJ

{==1

(dokladne;, z definicji, dla dowolnego wielomianu f stopnia < 2n—1)
i ulamka tancuchowego

1-1/1-3] 2-2/3-5| 3-3/5-7| 4:4/7-9]
e T e e [ e

2
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Stieltjes udowodnil, ze jefli P,/Q, jest m-tym reduktem tego ulamka,
to parametry #,, ..., z, kwadratury sg zerami wielomianu @, (jego sto-
pien jest réwny =) i1 ze »
P, 4 A,
— + .0+
Qn Tr—, _wn
Jesli @ ¢ [—1,1], to ulamek laricuchowy jest zbiezny do
f dt |
z—t"

-1

Analogiczny wynik dotyezy calkl
¢ 1)

x—t

a

jefli funkeja f jest nieujemna w [a, b]. Dodajmy, ze w tym samym roku
Stieltjes udowodnil zbiezno§é ciggu kwadratur Gaussa.

Te wyniki Stieltjesa sg podstaws teorii wielomianéw ortogonalnych,
ktérych badanie — historycznie rzecz biorgc — zaczelo si¢ od pewnego
typu ulamkéw tanicuchowych. Stieltjesa zafascynowata analogia miedzy
kwadraturami Gaussa i ulamkami laicuchowymi szczegélnego rodzaju.
Przez dziesieé lat pracowal wytrwale nad tym tematem, zachecany do
tego listami Hermite’a, z ktérym sie zaprzyjaZnil. Zaledwie na kilka
miesiecy przed §miercig Stieltjes ukoniczyl w 1894 r. stynng prace Recher-
ches sur les fractions continues. Punktem wyjScia jest w niej ulamek tarcu-
chowy
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3 — Wiadomo$ci Matematyczne XXVII.1



34 C. Brezinski

gdzie a; sa liczbami rzeczywistymi dodatnimi, a 4 — zmienng zespolong.
Stleltjes udowodnil, ze jesli szereg

a;

o

=1

jest rozbiezny, to powyzszy ulamek jest zbiezny do funkeji I analitycznej
na plaszezyZnie zespolonej rozeietej wzdiuz poétosi rzeczywistej ujemnej i ze

Pla) — da(t)

t+ao

Je§li wspomniany szereg jest zbiezny, to czesci parzysta i nieparzysta
ulamka lancuchowego sa zbiezne do réznych granic ¥, i F,, gdzie

~ day(t)
to

~ day (1)
[

Fy(x) = y  Fa(z) =

Wiadomo, ze poprzedni ulamek lancuchowy mozna formalnie rozwinaé
w szereg

et —e g™t e~ — ..., gdziec; > 0.

Stieltjes pokazal, jak wspélezynniki ¢; zalezg od a; i udowodnit, ze cigg
ilorazéw ¢;[c;_, jest rosnaey, jesli szereg Ya, jest rozbiezny. Jefli ten ciag ma
granice 1, to szereg jest zbiezny dla |x| > 4, a jefli ciag nie ma granicy, to
szereg jest rozbiezny dla kazdego . Tak wige, chociaz utamek lancuchowy
jest zbiezny, gdy szereg ma te sama wilasno§é, to twierdzenie odwrotne
nie jest prawdziwe. Jefli szereg jest rozbieiny, to trzeba rozwazyé dwa
przypadki, w ktérych szereg D a, jest odpowiednio zbiezny albo rozbiezny.
W pierwszym przypadku z czesci parzystej i nieparzystej ulamka tancucho-
wego otrzymuje si¢ dwie rézne funkcje. Wynik Stieltjesa wskazuje, ze
szeregi rozbiczne dziely sie na dwie klasy: szeregi powstale z rozwiniecia
jednej funkeji F i szeregi wynikajace z rozwinieé co najmniej dwoch réznych
funkeji. Ulamek lancuchowy jest tylko etapem posrednim miedzy szere-
giem i catkg.

W tej samej pracy Stieltjes bada zagadnienie momentéw. Polega ono
n2 znalezieniu warunkéw gwarantujgeych, ze dla danych 0 < oy < @, <
i ¢, > 0 istnieja m; > 0 takie, ze

¢ = Zm‘-w{?, k=0,1,...

==l
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Stieltjes wykazal, ze zagadnienie ma rozwigzanie wtedy i tylko Wtedy,

gdy szereg
7 (— 1)
2 @it
1=0

ma rozwiniecie w ulamek laricuchowy

! | iLkll#%i+“.

layw ~ |ay * |asw  |ay

ze wszystkimi wspoélezynnikami a; dodatnimi.
Trzeba tez wspomnieé, iz w 1889 r. Stieltjes pokazal, jak mozna przek-
sztaleié szereg
et~ —e @™ et — ...
w ulamki lancuchowe
ay | 14a,
|o+a,  |@+as

+ see

oraz
a, l_,_ a,a, [_ asa, |
le+a, |@tast+a; |w+a,+a

Jego metoda zawiera w istocie algorytm gd Rutishausera, opublikowany
w 1957 roku. '

Wiemy juz, ze teoria wielomianéw ortogonalnych wywodzi si¢ z pew-
nego typu utamkéw laneuchowych. Ich szezegolne przypadki badato wielu
autoréw. Tak np. Czebyszew udowodnil, ze n-ty wielomian Legendre’a
jest mianownikiem n-tego reduktu ulamka lancuchowego dla funkeji
$log (1 +2)/(1 —2). Zwiazek ulamkéw lancuchowych i wielomianéw or-
togonalnych jest nastepujacy. Niech {P,} bedzie rodzing wielomianéw
ortonormalnych w [a, b] wzgledem da. Spelniajg one zwykly wzor re-
kurencyjny

Py(@) = (4@ + B,) Py (2) = Co Py s (a).
Niech R,(®)/S,(x) bedzie n-tym reduktem ulamka laricuchowego

1 |_ c, [_ 0 |
|Aw+B, |Amx+B, |Ag+B,

Yatwo sprawdzié, ze S,(r) = I/<3_0Pn (x), a Andrej Andrejewicz Markow
(1856-1922) wykazal w 1396 r., Ze

_ Ry(@) fd
lim @) = €32 (CoCa— f

nooco Oy (T
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gdzie
. 14
o, = [t*da(t),

a 2 jest dowolnym punktem plaszezyzny zespolonej rozeietej wzdluz
przedziatu [a, b]; zbieznoéé jest jednostajna w kazdym zbiorze domknie-
tym rozlgeznym z tym przedziatem.

Zwiazek wielomianéw ortogonalnych i utamkéw lancuchowych badal tez
Christoffel w 1877 r. Wykazal on, ze dla kazdego Wlelonnanu p stopnia
nie wiekszego niz 2n—1 zachodzi réwnoéé

[ p@data) - D am e,

gdzie liczby «; sg zerami wielomianu P, i gdzie

1
P, —P
0 = [T ),

Udowodnil on réwniez tozsamofé zwang dzi§ toisamosciq Christoffela—
—Darbouz i rozwingt w ulamek lancuchowy funkcje

~d
o= [,

zwigzang Scisle, jak juz wiemy, z rodzing {P,} wielomianéw ortogonalnych.

Do dziedzin matematyki intensywnie rozwijanych w XIX wieku
nalezy teoria liczb, a ulamki laricuchowe sa w niej waznym narzedziem.
Wspomniano juz o pracach Liouville’a, Hermite’a i Lindemanna dotycza-
cych liezb przestepnych. Réwnania diofantyczne i ich wogélnienia sg in-
nym dzialem teorii liczb, w ktérym stosowano z pozytkiem ulamki lan-
cuchowe. Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) rozwigzal z ich
pomocg réwnanie axr —by = 1, uzywajgc przy tym metody Eulera, Anton
Pleskot (1866-1935) rozwazal w 1893 r. réwnanie ax+ by +cz = d, a Wil-
helm: Franz Meyer (1856-1937) uzywal ciagéw rekurencyjnych otrzymy-
wanych za pomocg uproszezonego i uogdlnionego algorytmu Jacobiego
rozwigzujac réwnanie

i+ ... Fax, =a.

Innym obiektem badan byl rozklad liezb na sume dwéch, trzech lub
czterech kwadratéw liczb naturalnych. Zajmowali sie nim Christian
Friedrich Kausler (1760-1825), Legendre, Friedrich Arndt (1817-1866),
Hermite, Joseph Alfred Serret (1819-1885) i inni. Twierdzenie Eulera
z 1752 r. (kazdy dzielnik sumy kwadratéw dwodch liczb wzglednie
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pierwszych jest sam sumg dwdéch kwadratéw) udowodnili za pomoca
utamkéw tancuchowych Vito Eugenio w1870 r. i Frangois Edouard Anatole
Lucas (1842-1891) w 1891 r. Henry John Stephen Smith (1826-1883)
udowodnil w podobny sposéb w 1881 r. twierdzenie Bacheta z 1575 r.
(kazda liczba naturalna wieksza od 1 jest suma dwdch, trzech lub czterech
kwadratéw liczb naturalnych). Legendre w 1808 r., Gauss w 1825 r.
i Serret w 1848 r. konstruowali liczby a« i b takie, ze a24-b? jest liczbg
pierwszg postaci 4n +1 (twierdzenie sformulowane przez Fermata i udo-
wodnione przez FEulera).

Bardzo wielu matematykéw uzywalo ulamkéw lancuchowych w zwiazku
z rownaniem Pella az?+br+c¢ = d? lub zagadnieniem binarnych form
kwadratowych. Stosowano te ulamki takze do kongruencji dwumianowych,
tworzenia reduktéw za pomocy ciagéw Fareya, rozkiadu liczb na ezyn-
niki i ciggéw rekurencyjnych.

Dobrze wiadomo, ze kazda liczba rzeczywista dodatnia « rozwija sie
w ulamek lancuchowy

1]

+ o
las

m~a0+i “[‘

o wspolezynnikach a; catkowityeh (2, >0, ¢,> 0 dla % > 0). Niech C,= P, /Q,
bedzie k-tym reduktem tego ulamka. Smith udowodnil, ze |#—Cy,| <
< |le—0C;l. Wykazat on tez, ze ulamek P,/Q, z @, > 1 jest najlepszym
przyblizeniem liczby « w tym sensie, ze aproksymuje # z mniejszym bledem
niz jakikolwiek ulamek o mianowniku nie wigkszym od @,. Ten wynik byt
juz znany Huygensowi.

W 1808 r. Legendre znalazl! warunek konieczny i dostateczny na to,
zeby ulamek p/q (9> 0, p i q¢ wzglednie pierwsze) byl reduktem rozwi-
nigeia danej liczby # w ulamek laricuchowy. Je§li dla kazdego ¢ liezby
calkowite a;, b; s takie, ze 0 < a; < b;, to ulamek aficuchowy nieskoriczony

L_.

LA

!b + ...

bz

jest zbiezny. Legendre wykazal, ze jego warto§é jest liczbg niewymierng
mniejszg od 1.

W 1895 r. Karl Theodor Vahlen (1869-1945) udowodnil, ze z dwéch
kolejnych reduktéw Py/Q; i Py,y/Qryy (k> 1) co najmniej jeden spelia
warunek

P
w-——|<;§2—-

Takie wyniki sa bardzo uzyteczne w dowodach niewymicrnodei danej
liezby .
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Jefli w ulamku laricuchowym

b l 1 D

0+ ' bl ‘ b +
wspolezynniki a;, b; sa dodatnie dla ¢ > 1, to ciagi {P,} i {¢,} rosng, ciag
{Car =-P2k—1/Q2k—1} maleje, a cigg {02;c = Py, [Q::} rosnie. Ponadto

Oy >0 > Cgpyyy, 1<k in—1.

Geometryczng interpretacje tych nieréwnogei podali Louis Poinsot (1777-
—-1859) w 1845 r., Johann Lieblein (1834-1881) w 1867 ., Oskar Xavier
Schlomileh (1823-1901) w 1873 r., Max Koppe (1853-%) w 1887 r. i Chris-
tian Felix Klein (1849-1925) w 1895 r. Koppe w 1887 r., Hurwitz w 1891 r.
i Hermann Minkowski (1864-1909) w 1896 r. stosowali te nieréwno$ci do
szacowania bledu reduktéw. Stern w 1833 r. rozwazal przypadek a; > 0,
a; <0 dla £>2 1 b, > |a;] +1. Otto Stolz (1842-1905) zbadal w 1884 r.
ulamki lancuchowe okresowe, a Georg Landsberg (1865-1912) w 1892 1, —
utamki z wymiernymi a;, b,.

W 1875 r. Christoffel wprowadzil pojecie ,charakterystyki” liczby
wymiernej x z przedziatu (0, 1). Jest to pewnien ciag skoniczony zer i jedy-
nek okre§lajacy jednoznacznie liczbe ». Christoffel podal jawng zalezno§é
miedzy charakterystyksg i ulamkiem laticuchowym liczby z, a w 1888r.
rozszerzyl te wyniki na liczby niewymierne.

Przed przej$ciem do nastepnego tematu warto wspomnieé, ze Victor
Schlegel (1843-1905) podal w 1877 r. praktyczng regule obliczania miano-
wnika k-tego reduktu ultamka lancuchowego

1]
ST P
+l b, + l 5, =+
(przypomnijmy, ze Euler oznaczal ten mianownik symbolem (Byy -evy b))
Sylvester udowodnit w 1853 r. relacje

(bla seey bn+m) = (bu LEEY) m)(bm-i-u cery bn+m)+
F b1y ees bpet) (Bpgas ooes bpim)

ucgoélniajge tym samym pewne tozsamos$ci Eulera.

W XIX wieku znacznie rozwinieto teorie zbieznogci ulamkow lancu-
chowyech. Scista definicje zbiezno§ei i rozbieznosci takich ulamkéw podali
po raz pierwszy Seidel w 1846 r. i Stern w 1848 r., a udoskonalil jg Alfred
Pringsheim (1850-1942) w 1898 r. Seidel i Stern udowodnili tez niezaleznie
od siebie, ze rozbieznosé szeregu D'a, (a; > 0) jest warunkiem koniecznym
1 dostatecznym zbiezno§ei ulamka lancuchowego

1] 1]

{1 |“2

+.
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Wykazali oni, ze rozbiezno§é co najmniej jednego z szeregow

oo =]

QECUITITE T Galy - 0o
2n? : 2n+1

Aolly oo O a,a . a
—t Gty 2n = @3 e ann

jest warunkiem koniecznym i dostatecznym zbieznofci ulamka

bo+|7| T‘*
dla a;, b; > 0. Stolz wogélnit ten wynik na ulamki o mianownikach b;
dowolnego znaku.

W 1855 r. Seidel udowodnil, ze wiréd ulamkéw tancuchowych

takich, ze ¢, < 2 i limg, = 2 znajdujg si¢ zaré6wno utamki zbiezne, jak
1 rozbiezne. nee

Pringsheim wykazal, ze warunek |b,|> |a,|+1 zapewnia zbieznosé
ulamka

a1| “21
[0, " [0,

i Ze jego modul jest nie wigkszy niz 1.
Zakladajac, ze b; sg dodatnie Stolz udowodnil, ze ulamek

1] + 1] 4

|b1 B
jest zbiezny, jefli szereg b,b,bybs+ ... jest rozbiezny. Louis Saalschiitz
(1835-1913) sprawdzil w 1899 r., ze ten ulamek lancuchowy jest zbiezny,
jesli szereg Vbiby+Vbbs+ ... jest rozbiezny. Te warunki sg tylko dosta-
teczne.

W rekopisach Georga Friedricha Bernharda Riemanna (1826-1866) zna-
lezionych po jego §mierci znajduje sie dowdd zbieznogei ntamka tancucho-
wego Gaussa dla ilorazu dwoéch szeregéw hipergeometryeznych. Jak
stwierdzil Padé, jest to pierwszy dowdd zbieznosei przyblizen Padégo.
Zibiezno§é tego samego ulamka laricuchowego badal tez Ludwig Wilhelm
Thome (1841-1910) w 1866 1. ,

W 1883 r. Ludwig Henrik Ferdinand Opperman (1817-1883) udowod-
nil, ze rozbieznoéé iloczynu nieskonczonego

oo+

-5}

n (1+a;)

i=1
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jest warunkiem koniecznym i dostatecznym zbieznodei utamka

I

1] 1]
a0+I— + 4.
a;  |a,

Julius Daniel Theodor Worpitzky (1835-1895) w 1865 r. i Jan Sleszyﬁski
(1845-1931) w 1889 r. wykazali, ze warunek l¢,|< } dla » =2,3,
zapewnia zbieznogé ulamka

?_l__l"_zl

ll +|1 + ...

Stieltjes udowodnil w 1894 r., ze trzy warunki: a; <0, a,,, nie s3
~wszystkie réwne 0, szereg Y a; jest rozbiezny, sg wystarczajace dla zbiez-
nofci jednostajnej ulamka,

w dowolnym obszarze skohczonym plaszezyzny zespolonej rozeietej
wzdluz pélosi rzeczywistej ujemnej.
A. Markow w 1895 r. (korzystajac z wezesniejszej pracy Czebyszewa
z 1860 r.) po raz pierwszy badal zbieznosé ulamkéw tancuchowych, otrzy-
manych z szeregu potegowego, rozwazajac caly klase funkeji, a nie — jak
dotychezas — konkretne funkeje, dla ktérych ulamek lancuchowy jest
dany jawnie.
W zwigzku z teoria zbieznoéci trzeba tez wymienié nazwisko Helgego
von Kocha (1870-1924), ktéry wykazal, ze ulamek
1| 1]
PR + ——

I ay Qg

+ ...

jest rozbiezny, jesli szereg 3 |a;| jest zbiezny.

Mozna by tu dalej cytowaé twierdzenia wielu autoréw dotyczace
utamkow lanicuchowyeh albo korzystajace z nich. Tak np. Georg Cantor
(1845-1918) stosowal je dowodzae, ze zbiory R i R? sg tej samej mocy,
a A. Markow i Czebyszew — w rozwazaniach z teorii prawdopodobieristwa.

Ostatnim, ale nie najmniej waznym, z matematykéw, ktérych wyniki
chee tu oméwié, jest Henri Eugéne Padé (1863-1953). Znana jest jego
rozprawa Sur la représentation approchée @’une fonction par des fonctions
rationnelles przedstawiona na Sorbonie 21 czerwca 1892r. przed jury
zlozonym z Hermite’a (przewodniczacego), Paula Appella (1855-1930)
i Emile’a Picarda (1856-1941).

We wstepie Padé pisze: ,Do zajecia sig tg kwestia sktonily mnie stowa p.
Hermite’a zawarte w jednym z jego wykladow i pozwalajace przewidywaé
bogactwa, jakie kryja sie jeszeze niechybnie w tej teorii”.



Dzieje ulamkéw lasicuchowych © preyblised Padégo 41

W swej rozprawie Padé badal systematycznie to, co teraz nazywamy
preayblizeniami Padégo, uporzadkowal je w ,tablicy Padégo” i rozwazyl
rézne rodzaje utamkow taicuchowych, ktérych redukty tworzg w tablicy
Padégo przekatng albo linie schodkowsa opadajaca. Padé przestudiowal
szezegblowo przypadek funkeji wykladniczej i wykazal, Ze jej przybli-
zenia Padégo sg identyczne z przyblizeniami wymiernymi, ktére w 1876 r.
otrzymal Gaston Jean Darboux (1842-1917). Wykazal tez, ze

k-1
[n4&/m], (%) 2 ot + 1% [nm1,(t),
i=0
e

gdzie f(t) =co+et+ ... 1 gt) = ¢+t + ..., a takze zbadal zalez-
nofeci miedzy dwiema tréjkatnymi polowami tablicy Padégo. Padé zanali-
zowal réwniez bardzo starannie tak zwana — obecnie — strukture blokowq
tej tablicy.

Pierwsza czesé dwudziestego stulecia. W pierwszej cze$ci XX wieku
(do 1938 7r.) badania w dziedzinie ulamkdéw lancuchowych skupialy sie
na ich teorii analityeznej.

Korzystajac z wyniku podanego przez Jacquesa Hadamarda (1865-
-1963) w jego rozprawie, Robert Fernand Bernard wicebhrabia de Montes-
sus de Ballore (1870~1937) udowodnil w 1902 r. stynne twierdzenie o zbiez-
nofei ciggu {[n/kl;}, gdy n—>oo, jefli funkcja f ma k biegunéw i nie ma
innych osobliwo§ei wewnatrz danego okregu C.

Paul Dienes (1882-1952) uog6lnit w 1905 r. wyniki Hadamarda. Dzieki
temu Rowland Wilson (1895-%) mogt zbadaé w 1927 r. zachowanie sie
ciggu {[n/k]l;} na okregu C i w biegunach zawartych wewnatrz C.

W 1906 v. Thorvald Nicolai Thiele (1838-1910) udowodnil, ze

- r—u
f w) f(wo) + | (0) (O)I + | O(O) 1(0} +

gdzie liczby o{™ sg tzw. odwrotnymi ilorazami réznicowymi, definiowanymi
Za Pomocg wzorow

Q(n)_o an) =f(z,), n=0,1,...,

Q%n) — Qgcnfl)_,__z';l_;l)____ﬁ, fn’k —_-_-0,1,...
@ O

Redukt Oy, tego ulamka lancuchowego jest ilorazem wielomianu
stopnia k+1 przez wielomian stopnia k, a Oy, jest ilorazem dwoch wielo-
mianéw stopnia k. Précz tego Cp(x;) = f(x;) dla ¢ =0, ..., k. Jefli v, =
= t+4nh,z = t+4hijesli » dazy do 0, to otrzymuje sie rozwiniecic Thielego

P
1(t) — o1 (t) }92 (1) — 00(t)

ft+h) =f(t)+ o
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gdzie
0-1(t) =0, 0o(t) = f(1), 041 (1) = kal(t)_;—%%? k=0,1,...

Mozna poréwnaé to rozwiniecie funkeji f w utamek lancuchowy z wzo-
rem Taylora dajgcym rozwiniecie funkeji w szereg potegowy. Rozwiniecie
Thielego jest skoriczone, jesli f jest funkeja wymierna z licznikiem stopnia
k41 lub k i mianownikiem stopnia %, natomiast wzér Taylora jest skonezo-
ny, jesli f jest wielomianem.

Naszkicujmy teraz rozwdj teorii analityeznej ulamkéw lafcuchowych
po badaniach Stieltjesa.

W 1903 r. Edward Burr Van Vleck (1863-1943) zamierzal uogélnié
teorie Stieltjesa na wulamki lancuchowe postaci

1| e | a | _
|z+b, |o+b, |o+b,
gdzie liczby a; sa rzeczywiste dodatnie, a b, — rzeczywiste. Powigzal
on w pewnych przypadkach te ulamki lancuchowe z calkami oznaczonymi
Stieltjesa w przedziale (— oo, -} 00), uogdlnit tez teorie Stieltjesa na tablice
Padégo.

W 1906 r. David Hilbert (1862-1943) opublikowal swg slynnag teorie
macierzy nieskonczonych i form kwadratowych ograniezonych nieskoncze-
nie wielu zmiennych. W 1914 r. Ernst Hellinger (1883-1950) i Otto Toeplitz
(1881-1940) postugujac sie teoria Hilberta powigzali catki

b

da(t
f ma(t) (a, b skotficzone)

sy

a

z utamkami laricuchowymi rozwazanymi przez Van Vlecka. W tym samym
roku Jacob Grommer (1879-1933) uogélnit te wyniki na przypadek calek
W przedziale (—oo, +-o0). Pelna teoria jest dzielem Hellingera (1922 r.),
ktory postuzyt sie teoria Hilberta ukladéw liniowych nieskonczonych.
Ten sam cel osiggneli prawie jednocze§nie, ale r6znymi metodami, inni
matematycy: Rolf Hermann Nevanlinna (1895-1980) w 1933 r. stosujac
metody teorii funkeji i szeregi asymptotyczne, Torsten Carleman (1892-
~1949) w 1923 r. za pomocg réwnan catkowych oraz Marcel Riesz (1886—
-1969) w 1921 i 1923 r. metoda kolejnych przyblizen.

Hubert Stanley Wall (1902-1971) w swej rozprawie z 1927 r. pisanej
pod kierunkiem Van Vlecka i opartej na jego wynikach podal pelna ana-
lize zbiezno$ci ciggéw przekatniowych z tablicy Padégo zbudowanej dla
szeregu Stieltjesa, tj. szeregu o wspdtezynnikach

o0
o = [ t'da(t),
0
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gdzie funkcja a jest ograniczona i niemalejaca w [0, +o0). W 193111932 1.
Wall nogélnit te wyniki na przypadek catkowania w [a, b], najpierw dla
skonczonych a i b, pézniej bez tego zalozenia.

W tym samym okresie prowadzono badania innego rodzaju. Okoto
1900 r. Pringsheim i Van Vleck zajmowali sie zbiezno§cig utamkéw lanicu-
chowych

1 al el 1] 1]

R S .

R ER [0 [2s
z zespolonymi ¢;, b;. Pringsheim wykazal, ze pierwszy z nich jest zbiezny,
jesli ol < (L —g;-1)9;, gdzie 0 < g, <1 (§ =0,1,...), a Van Vleck uza-
sadnil t¢ zbieino§é w przypadku, gdy g, = 0 i szereg

X 91--- 9
1+
Ld (L—g1) ..o (1—85)
jest zbiezny. Oba te wyniki zawicraja w sobie twierdzenie Worpitzky’ego.
Stolz udowodnil, ze ulamek

1| N 1| +

%, [ 5, T

z zespolonymi b; jest rozbieiny, jesli szereg D’ b;] jest zbiezny. W 1901 r.
Van Vleck wykazal, ze ten warunek jest takze wystarczajacy, jesli dla kaz-
dego n > N liczby Re(d,) maja wspélny znak, a liczby Im(b,) s3 na prze-
mian dodatnie i ujemne. Ten sam warunek jest dostateczny i wtedy, gdy
dla kazdego n > N liczby Re(b,) maja wspélny znak i [Im(b,)/Re(b,)| <
< K albo gdy dla kazdego n > N liczby Im(b,) maja naprzemienne znaki
i |Re(b,)/Im(b,)| < K dla pewnego K. Van Vleck sprawdzil tez, ze jesli
¢ = a, lima; = a, to pierwszy z powyzszych ulamkéw lancuchowych

1—->00

jest zbiezny poza pewnymi izolowanymi punktami i poza polprosts od
punktu —1/4a do nieskonczono$ci, skierowang tak jak wektor (0, —1/4a).
W 1905 r. Pringsheim udowodnil, ze ulamek lancuchowy

i+

4 ... oraz

b+

ay| )
[5, " To,
jest zbiezny, i to nawet po skre§leniu dowolnie wielu poczatkowych licz-
nikéw i mianownikow czescicwyeh, jeli dla kazdego n = 2
<nl
'P’IL—IPYL

+ ...

ay

by—1by

gdzie {P,} jest danym ciagicm liczb takich, ze P, > 1. Jest to nogdlnienie
wynikéw von Kocha z 1895 r. i Van Vlecka. Wyniki Pringsheima stosuje
sie tez do ulamkéw laticuchowych zespolonych. Wezesniej Pringsheim
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otrzymal wiele innych twierdzenn o zbieznofci, ktore s szezegélnymi
przypadkami tego rezultatu.

W 1903 r. Josef Anton Gmeiner (1862-1927) uzyskal pewne wyniki
dotyczgce zbieznosci ulamka

_ta] 3| 4l
[0 02 |0,

i nie bedace przypadkami szezeg6lnymi kryterium Pringsheima.
W latach 1912-1916 pewne twierdzenia dotyczgce zbiezno§ei ulamka

bo +o-c

1]
[

6 |

al | ol
|1

B .0

+ 0 -+
otrzymal Otto Szasz (1884-1952). Sg to uogélnienia wynikéw Worpitz-
ky’ego, von Kocha i Perrona. W 1915 r. w pracy o ulamkach tasicuchowych
typu Stieltjesa—Markowa Szasz rozstrzygnal pewng hipoteze Perrona.
Wraz z Felixem Bernsteinem (1878-1956) zbadal w 1915 r. niewymierno§é
pewnych ulamkéw lancuchowych.

Nier6wno$¢ Pringsheima i Van Vlecka zada, aby wspélezynniki ¢
lezaly w pewnym otoczeniu poezatku ukladu. Wall (i kilku jego studen-
tow) zastapil to zadanie innym: ¢; powinny lezeé w obszarze ograniczonym
parabolami o ogniskach w poczatku ukiadu. Réwniez Wall opracowal
teori¢ utamkéw laricuchowych dodatnio okreflonych, uogélniajac w ten
spos6b teorie Stieltjesa na utamki postaei

1] ¢ | a]_
ldi+z  |dotz |dst+z 7

w dziedzinie zespolonej. Ta teoria wigze sie §cifle z teoria macierzy tréj-
przekgtniowych. Inne wyniki Walla — to zastosowanie ulamkow laticu-
chowych do probleméw teorii funkeji takich jak charakteryzacja zagadnie-
nia momentéw Hausdorffa, uogdlnienie i ujednolicenie znacznej czesci
teorii zbieznofeci, badanie ulamké$w tancuchowych ciaglych i macierzy
harmonicznych. Wall uwazal jednak, ze jego najwiekszym osiggnieciem
bylo promowanie sze§édziesieciu dwoéch doktoréw.

W pierwszej czeSci XX w. w dalszym ciggu stosowano szeroko ulamki
laicuchowe w teorii liczb (réwnania diofantyczne, réwnanie Pella, rozklad
liczb na czynniki, liczby przestepne). Nalezy tu wymienié tak slawnych
matematykow, jak Paul Bachmann (1837-1920), Felix Bernstein, Sergiej
Bernstein (1880~1968), Hans Hamburger (1889-1956), Felix Hausdorff
(1868-1942), Georg Polya (1887-), Srinivasa Ramanujan (1887-1920),
James Shohat (1886-1944), Waclaw Sierpinski (1882-1969), Alfred Tauber
(1866-19427?), Herbert Westren Turnbull (1885-1961), Edmund Taylor
Whittaker (1873-1956) i inni.
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Konkludujae, mozna powiedzieé, ze w matematyce tylko jedno jeszcze
pojecie mialo tak dlugie dzieje i tak wielki wptyw: LICZBY!

Od tlumacza. W polskim piSmiennictwie matematycznym jedynie Teoria liczb
i Analiza (Dzialania nieskoriczcone i Rachunek réiniczkowy) Waclawa Sierpirskiego
pozwalajg zapoznaé sig z czefcig teorii ulamkoéw laricuchowych i ich zastosowan.
Warto wige wiedzieé, ze ostatnio wydano za granica kilka cennych ksiazek z opisy-
wanych wyzej dziedzin. Wymieniam je w kolejnodei ukazywania sig:

Jacek Gilewicz, Approwimations de Padé (Lecture Notes in Mathematics 667), Sprin-
ger Verlag, Berlin 1978.

William B. Jones, W. J. Thron, Continued fractions. Analytic theory and applications
(Encyclopedia of Mathematics and its Applications, vol. 11), Addison-Wesley
Publ. Comp., Reading, Mass. 1980.

Claude Brezinski, Padé-type approxzimation and general orthegonal polynomials (Inter-
national Series of Numerical Mathematics, vol. 50), Birkhiuser Verlag, Basel
1980.

George A. Baker, Jr., Peter Graves-Morris, Padé approvimanis. Part I: Basic theory.
Part 11: Extensions and applications (Encyclopedia of Mathematics and its Appli-
cations, vol. 13, 14), Addison-Wesley Publ. Comp., Reading, Mass. 1981.

André Draux, Polynémes orthogonauz formels — applications (Lecture Notes in Mathe-
matics 974), Springer Verlag, Berlin 1983.

Henri Padé, Ocuvres rassemblées et présentées par Claude Brezinski, Librairie Seien-
tifique et Technique Albert Blanchard, Paris 1984.

Claude Brezinski, History of continued fractions and Padé approximants (Springer
Series in Computational Mathematics), Springer Verlag, w druku.

Sprostowania do artykulu A. Derkowskiej
,,Otton Marcin Nikodym (1889-1974)”

(Wiadom. Mat. 25 (1983), 75-88)

1. Pozycja II [5] spisu publikacji: The mathematical apparatus for
quantum-theories, based on the theory of Boolsan lattices, Die Grundlehren
der mathematischen Wissenschaften, Band 119, Springer-Verlag, New
York 1966, xi + 952 pp. powinna byé umieszezona w dziale I (Prace
naukowe), a nie w dziale II (Podreczniki).

2. Dr Stanistawa Nikodym w li§cie do redakcji z 23 lutego 1985 za-
zadala sprostowania informacji (podanej na str. 78) piszac, ze ,Maz mdj
nigdy nie byt w Nowym Saczu, wiec na pewno nie bral udzialu w wykla-
danych tam programach dla nauczycieli gimnazjalnych. Wykladal na



