ROCZNIKI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEMATYCZNEGO
Seria I1I: WIADOMOSCI MATEMATYCZNE XXVII (1986)

-

JERZY BROWKIN (Warszawa)

O wyznaczniku raz jeszcze

0. Wstep. W poprzednim artykule na temat wyznacznika (Wiadomo-
$ci Matematyczne 22 (1979), str. 115-123) zostaly przedstawione zalety
pewnej definicji tego pojecia. Mianowicie, dla macierzy kwadratowych
stopnia » o elementach z ciata K wyznacznik zostat okre§lony jako funkeja
F: Ki—K spelniajgca warunki:

(1) F jest funkeja liniowa wzgledem kazdej kolumny macierzy,

(2) F znika, jezeli dwie kolumny macierzy s3 réwne,

(3) F(I) =1, gdzie I jest macierzg jednostkowa.

Wykazali§my, ze istnieje dokladnie jedna funkcja ¥ spetniajgca warunki
(1), (2), (3). Z definicji tej stosunkowo tatwo mozna wyprowadzié podstawo-
we wlasno§ci wyznacznika, z wyjatkiem wzoru na wyznacznik iloczynu
tensorowego macierzy.

Okazuje sie jednak, ze inne podejScie do pojecia wyznacznika, ktore
powstalo pod wplywem algebraicznej K-teorii, oddaje lepiej istote rzeczy.
Pozwala w szezegdlnosei uzyskaé naturalny dowod wzoru na wyznacznik
iloczynu tensorowego macierzy.

Mianowicie, dla dowolnego piericienia A przemiennego z jedynks
rozpatrzmy grupe GL(n, A) macierzy odwracalnych stopnia % o elemen-
tach z A. Aby sie uniezalezni¢ od stopnia macierzy, traktujemy grupe
GL(n, A) jako podgrupe grupy GL(n41, A) za pomocy zanurzenia

M»[Mg 2] dla M e GL(n, A)

i okreflamy GL(4) =1limGL(n, 4).
—

W grupie GL(A4) rozwazamy podgrupe SL(4) macierzy o wyznaczniku
1, a w nicj podgrupe E(4) macicrzy elementarnych, tzn. bedacych ilo-
czynami macierzy postaci I4-e;(a), ¢ # j, a € A, gdzie ¢;(a) jest macicrzy,
ktéra w miejscu (¢, j) ma element a, a poza tym zera.

Wiadomo(?), ze grupa E(4) jest komutantem grupy SL(4) (lemat
Whiteheada), a jezeli A jest ciatem, pier§cieniem lokalnym, pier§cieniem

() Patrz np. H. Bass, Algebraic K-theory, Benjamin, New York, Amsterdam
1968, rozdzial V.
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euklidesowym lub pier§cieniem liczb calkomtych ciala liczbowego, to
SL(4) = E(4).

Wiadomo tez, ze mnozeniu pewnej macierzy przez macierz elemen-
tarng I+ e;(a) odpowiada dodawanie do j-tej kolumny tej macierzy
kolumny ¢-tej pomnozonej przez stala a. Ponadto kazda macierz z GL(A)
mozna przedstawié¢ jednoznacznie w postaci iloczynu macierzy z SL(A4)
i macierzy diagonalnej

diag(a,1,...,1) = . ,
0 1

gdzie a jest elementem odwracalnym pierécienia 4, tzn. a € A*. Inaczej
méwiae, mamy rozklad na sume poélprosta GL(A) = A*DSL(4).

Tak wiec z powyzszego wynika, ze przy okreslaniu wyznacznika ma-
cierzy o elementach w ciele naturalne jest zadanie, by

1) wyznacznik nie ulegl zmianie przy dodawaniu do kolumny wie-
lokrotnosei innej kolumny,

2) jezeli jedna z kolumn jest zerowa, to wyznaeznik jest réwny zero,

3) wyznacznik macierzy diag(a,1,1,...), gdzie a € A, jest ré6wny a.

Warunek 2) 1acznie z 1) zapewnia znikanie wyznacznika na macierzach
o liniowo zaleznych kolumnach.

Widaé stad, ze w ten sposéb otrzymamy jednoznacznie okre§long
funkecje na macierzach kwadratowych o elementach w ciele. W dalszym
ciggu tego artykulu rozwinigta jest teoria wyznacznikéw oparta na takleJ
aksjomatyce. .

Dla pierscieni przemiennych A z jedynks, grupy E(4) i SL(4) moga
by¢ rozne. W algebraicznej K-teorii rozpatruje si¢ wlagnie grupe ilorazowsy
SL(A4)/E(A4), oznaczang przez SK,(A); jest ona abelowa na mocy lematu
Whiteheada. W tym przypadku przy okreslaniu wyznacznika nalezy jeszcze
zgdaé, by byl on réwny 1 na reprezentantach warstw SL(A4)/E(4).

1. Definicja wyznacznika. Niech K bedzie zbiorem wszystkich ma-
cierzy kwadratowych stopnia n o elementach nalezacych do ciala K.
Bedziemy rozpatrywali funkcje F: K,.->K oraz nastepujace warunki:

1) Jezeli jedna z kolumn macierzy 4 jest zerowa, to F(4) = 0.

2) Jezeli macierz A’ powstaje z macierzy A przez dodanie do jednej
z kolumn macierzy 4 innej jej kolumny pomnozonej przez stalg, to F(4') =
= F(A). ‘

3) Jezeli A = diag(a, 1,...,1) jest macicrzg diagonalng, to F(4) = a.

LEMAT 1. Jezeli funkcja F spelnia warunki 1) ¢ 2), a kolumny macwrzy A
sq lintowo =zaleine, to I'(A) = 0.
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Dowéd. Z zalozenia jedna z kolumn macierzy A jest réwna pewnej
kombinacji liniowej kolumn pozostatych. Dodajgc wiec do tej kolumny
pozostale kolumny pomanone przez odpowiednie wspélezynniki otrzy-
mamy macierz A’, w ktérej jedna z kolumn jest zerowa. Z warunku 2)
otrzymujemy, ze F(A) = F(A'), @ z warunku 1) — ze F(A') = 0. Zatem
F(4) =0. ®

Z lematu 1 wynika w szezegélnofci, ze jezeli funkeja F spetnia warunki
1) i 2), a dwie kolumny maeierzy 4 sg réwne, to F(4) = 0.

Jezeli ky, ks, ..., k, sg kolejnymi kolumnami macierzy A4, to bedziemy
pisali 4 = [k, kyy ..., k,] oraz F(A) = F(ky, kyy ..., k).

LeMAT 2. Jeieli funkcja F spelnia warunek 2), a macierz A’ powstaje
z macierzy A przez przestawienie pewnych dwdch kolumn macierzy A i pomno-
Zenie jedmej z tych kolumn przez —ec, a drugiej przez ¢!, gdzie ¢ e K,
¢ #0, to F(A4') = F(A).

Dowod. Dla uproszezenia zapisu rozpatrzmy przypadek, gdy macierz
A’ powstaje z macierzy A przez przesta,wieniez pierwszych dwéch kolumn
k, ik, macierzy A oraz pomnozenie k, przez — ¢, a k, przez ¢~'. W przypadku
oglélnym dowo6d przebiega podobnie. Mamy wiec

A ""[—-sz,() kI, 39 ey n} oraz A =[k1, k2""’kn]'

Wykonujemy kolejno nastepujace czynnogci: W macierzy A’ do pierw-
szej kolumny dodajemy drugs pomnozong przez ¢, w otrzymanej maeierzy
do drugiej kolumny dodajemy pierwszg pomnozong przez — c¢-1, wreszcie
do pierwszej kolumny dodajemy druga pomnozong przez ¢. Na mocy
warunku 2) otrzymamy kolejno:,

F(A") = F(—cky, ¢kyy...) = F(ky—cky, ™ L) =

= F(ky—ckyy gy ...) = F(kyy koy...) = (A) n
Z lematu tego wynika w szczegélnoSci, ze jezeli funkcja F speinia
warunek 2), a macierz A’ powstaje z macierzy A przez przestawienie

dwoch kolumn i zmiane znaku jednej z przestawianych kolumn, to F(4) =
= F(A'). Wystarczy mianowicie w lemacie 2 przyjaé ¢ =1 lub ¢ = —1.

WNIOSEK 1. Jedeli funkecja F spelnia warunek 2), a macierz A’ powstaje
z macierzy A praez pomnoienie jednej z jej kolumn przez a, a innej — przez
', gdzicac K, a %0, 10 F(A) = F(A").

Dowéd. Znéw dla uproszezenia zapisu ograniczymy si¢ do przypadku,
gdy pierwszg kolumne &, macierzy A mnozymy przez e, a druga k, — przez

a”". Przyjmujac w lemacie 2 kolejno ¢ =1 i ¢ = —a otrzymamy
F(A.) = F(kl, k2’ ...) = F("—'kz, kl) o..) = F(akl’ a_lkz’ o.-) -
=F4). n

4 — Wiadomo$ci Matematyczne XXVIIL1
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WNIOSEK 2. Jeseli funkeja F spelnia warunek 2), a elementy cyy Cay ...
eeey €, € K sq roéne od zera, to

F(diag(cyy Oay .-y 6,)) = F(diag(ey, Cqp oevy Oy 1y .00y 1))

Dowéd. Dla ¢ = 2,..., » mnozymy i-tg kolumne macierzy diag(c,,
Cay -..s G,) PrZez ¢;', a pierwszg kolumne — przez ¢;. Na moecy wniosku 1
otrzymujemy teze. W

TWIERDZENIE 1. Jedeli ¢ : K—~K jest dowolnym odwzorowaniem, to
istnieje co najwysej jedna funkeja F spelniajaca warunki 1), 2) oraz

3,) F(diag(a,1,...,1)) = ¢(a). '

Dowdd. Przypusémy, ze funkeje ¥ i ¢ spetniajg warunki 1), 2) i 3.}
Funkeje te majg wiee wlasnofci podane w lematach 1 i 2 oraz we wnios-
kach 1 i 2.

Niech A, bedzie macierza stopnia n. Jezeli jej pierwsza kolumna jest
zerowa, to na mocy warunku 1) mamy F(4,) =0 = G(4,). Jezeli zag
w pierwszej kolumnie macierzy 4, istnieje element niezerowy, powiedzmy
¢;, to z jego pomocy uzyskujemy zera w tym wierszu, wktérym znajduje
si¢ wspomniany element (dodajac odpowiednie wielokrotnofci pierwszej
kolumny do pozostalych kolumn). Otrzymujemy w ten sposéb macierz A,,

w ktoérej jeden z wierszy ma postaé (¢, 0, ..., 0). Na mocy wlasnofci 2)
mamy
(1) F(d,) = F(4,) oraz G(4,) =G(4,).

Postepujemy analogicznie z drugg kolumng macierzy 4,. Jezeli kolum-
na ta jest zerowa, to na mocy warunku 1) mamy F(4;) =0 = G(4,).
Zatem z (1) wynika, ze F(4,) = G(4,). Jezeli za§ w drugiej kolumnie
macierzy A, istnieje element niezerowy, powiedzmy ¢,, to dodajgc odpo-
wiednie wielokrotno§ci drugiej kolumny macierzy 4, do pozostalych jej
kolumn otrzymujemy macierz A,, w ktérej pewne dwa wiersze sg rowne
(¢;,0,...,0) oraz (0, ¢,, 0,...,0). Ponadto na mocy warunku 2) mamy
F(4,) = F(4,) i G(4,) = G(4,). Postepujemy analogicznie z trzecig
kolumng macierzy A, itd. Otrzymujemy w ten sposéb ciag macierzy A,
Ay, Ay, ... taki, ze F(Ay) = F(4,) =F(4,) =... i G4,) =G(4,) =
= @(4,) = ... Jezeli dla pewnej liczby naturlnej ¢ w macierzy 4;_; ¢-ta
kolumna jest zerowa, to na moey warunku 1) mamy F(4;_;) = G(4;_;) =
=0 i wobec tego F (A, = G(A4,).

Jezeli za§ dla kazdego i =1,2,...,n {-ta kolumna macierzy A;_,
zawiera pewien element niezerowy ¢;, to w wyniku opisanego wyzej
postepowania otrzymujemy takg macierz 4, , z¢ F(A,) = F(4,), G(4,) =
= @(4,) oraz w kazdej kolumnie macierzy 4, jest dokladnie jeden ele-
ment rézny od zera (elementy te oznaczyli§my przez cq, ¢y, ..., ¢,). Z po-
danej konstrukeji wynika tez, ze elementy te nalezg do réznych wierszy
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macierzy An.v ‘Wobec tego dokonujac pewnej liczby odpowiednich przesta-

wien dwoéeh kolumn macierzy A4, i zmieniajac za kazdym razem znak

jednej z przestawianych kolumn dochodzimy do macierzy diagonalnej A,

w ktorej na przekgtnej stoja w pewnym porzadku elementy e;¢q, €5¢,, ...
oy Eq0py gdzie g =1 lub & = —1 dla ¢ =1,2,...,n.

Na mocy lematu 2 mamy F(4,) = F(4) i G(4,) = G(A). Wreszcie
korzystajac z wniosku 2 z lematu 2 oraz z warunku 3,) otrzymujemy
F(A) = F(Aiag(e161y £2Cay vovy ExCpy 1, .00y 1)) =

= @(&101) €202y « 1y Exlp)
i podobnie
G(A) = p(£104; 8305y ..y £50,).
Wobec tego F(A4) = GF(4), a wiec 1 F(A,) = G(4,). Zatem funkecje
F i G s3 rowne. B
Poniewaz warunek 3) jest szczegblnym przypadkiem warunku 3,)
(przy ¢(a) = a), wiec z udowodnionego twierdzenia wynika, ze istnieje
co najwyzej jedna funkeja F spelniajaca warunki 1), 2) i 3).
TWIERDZENIE 2. Jeteli funkcja F spelnia warunki 1), 2) i 3), to jest
ona lintowa wzgledem kazdej kolumny macierzy. To znaczy
a) Jezeli macierz A’ powstaje z macierzy A przez pommodenie jednej
2 jej kolumn przez element ¢ € K, to F(A') = cF(A).
b) Jedeli k' ¢ k' sq pewnymi kolumnami, a macierze A’y A"y A" powstajq
z macierzy A przez zastqpienie jednej z jej kolumn odpowiednio przez ¥,
k' oraz E' +E", to

(2) F(A")+F(A") = F(4"™).

Dowdd. a) Przyjmijmy na przyklad, ze macierz A’ powstaje z macie-
rzy A przez pomnozenie jej drugiej kolumny przez element ¢ € K. Jezeli
¢ = 0, to teza wynika z Warunku 1). Jezeli ¢ # 0, to rozpatrzmy funkeje F’
okre€lona wzorem

(3) B (kyy kegy vy ky) = ¢ F (R, Ckys oy k),

gdzie A = {ky, ky,..., k,] jest dowolna macierzg. Poniewaz funkeja F
spelnia warunki 1) i 2), wige ze wzoru (3) latwo wynika, ze réwniez funkeja
B’ gpelnia te warunki.
Ponadto na mocy wniosku 2 z lematu 2 otrzymujemy
F'(diag(a, 1,...,1)) = ¢7'F(diag(a, ¢,1,...,1)) =
= ¢"'F(diag(ac,1,...,1)) = ¢ 'ac= q,

poniewaz funkcja F spelnia warunek 3). Wykazali§my wiec, ze funkeja F’
réwniez spelnia warunck 3).
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Wobec tego z twierdzenia 1 otrzymujemy, ze F = F', czyli F(A') =
= ¢F(4) na mocy (3).

b) Dla uproszezenia zapisu przyjmijmy, Ze zastepujemy pierwszg
kolumne macierzy A. Niech wiec

A’ =[k':k2:'--7kn]’ A" =[k"y kyy oouy Ky,
A" = [ Fyy -y T

Jezeli kolumny £y, ..., %, s3 liniowo zalezne, to na mocy lematu 1
mamy HF(A') =F(A") =F(4"')=0 i wzér (2) oczywifcie zachodzi.

Jezeli kolumny k,, ..., k, sa liniowo niezalezne, to istnieje taka kolumna

ky, ze uklad %,, k., ..., k&, jest baza przestrzeni K". Przedstawiamy wektory
E' i k' w postaci kombinacji liniowych wektoréw tej bazy:

E = ak+ak,+ ... +a,k,,
k” = b1k1+b2k2+ ces "‘,“'bnkn-
Wtedy
K +E" = (a4 by) b+ (ag+bs) ke + oo +(a, +b,) K.

Wobec tego, dodajac w macierzach A’, A'', A'"" do pierwszej kolumny
pozostale kolumny pomnozone przez odpowiednie stale, otrzymamy
macierze

A; = [a1kyy Koy ooy ], Ai, = [byky1y kgy ooy K]y
A;" = [(ay+b1) Ky, Koy ...5 Kyl
Z warunku 2) wynika, ze

(4)

(5) F(4) =F(4), FA")=F4y), FA")=TF4").

Przyjmujac B = [ky, ko, ..., k,] Zz (4) 1 z pierwszej czeSci twierdzenia
ofrzymujemy

F(4y) =a,F(B), F(4))=0bF(B), F(4")=/(a,+b)F(B).

Stad 1 z (5) wynika wzér (2). N ‘
TWIERDZENIE 3. Isinieje fumkcja F spelniajagea warunki 1), 2) i 3).

Dowdd. Zastosujemy indukeje wzgledem stopnia macierzy, ktory
oznaczymy przez mn. ’

Dla n =1 wystarczy jako F przyja¢ funkeje, ktéra macierzy [a]
stopnia 1 przyporzadkowuje eclement a. Funkeja ta spelnia oczywidcie
warunki 1), 2) i 3).
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Z kolei niech » bedzie liczbg naturalng wieksza niz 1. Zalézmy, ze
istnieje funkeja F okre§lona na macierzach stopnia n—1 i spelniajaca
warunki 1), 2) i 3) ‘

Dla ¢ =1,2,...,n rozpatrzmy funkcje F; okre§lona wzorem:

3
(6) Fi(4) = D (~1)Ha,F(4,),
j=1
gdzie A = [a,;] jest macierza stopnia n, & macierz 4, powstaje z macierzy
A przez wykre§lenie i-tego wiersza i j-tej kolumny. Udowodnimy, ze
kazda z funkeji I; spelnia warunki 1), 2) i 3).

Niech k-ta kolumna macierzy 4 bedzie zerowa. Wtedy w kazdej z ma-
cierzy A;; dla j # k jedna z kolumn jest zerowa. Wobec tego z zalozenia
indukeyjnego otrzymujemy, ze F(4y) =0 dla j % %k. Ponadto mamy
az, = 0, poniewaz element a;, nalezy do k-tej kolumny macierzy A. Wobee
tego wszystkie skladniki po prawej stronie wzoru (6) sg réwne zeru. Zatem
F;(A) = 0. Funkeja F; spelnia wigc warunek 1).

Niech macierz 4’ powstaje z macierzy A przez dodanie do k-tej kolumny
macierzy A m-tej kolumny tej macierzy pomnozonej przez ¢, gdzie ¢ € K
im £k

Dla uproszezenia zapisu przyjmijmy, ze k = 1 i m = 2. W przypadku
ogélnym rozumowanie przebiega podobnie. Wtedy dla j> 3 macierz Aj;
powstaje z macierzy A,; przez dodanie do pierwszej kolumny macierzy A;;
kolumny drugiej pomnozonej przez ¢. Wobec tego z zatozenia indukeyjnego
wynika, ze

(7) F(4;) = F(4;) dla j>3.
Ze wzoru (6) i z okreflenia macierzy A’ otrzymujemy, ze

(8)  Fi(d) = (=1 ag+eay) F(Ap)+ Y (—1)Ha,F(4}).

j=2

Wobec tego na mocy (7) dla dowodu réwnofei F,(4) = F;(4’) wys-
tarczy poréwnaé sumy pierwszych dwoch skladnikéw po prawych stro-
nach wzorow (6) i (8), tzn. dowies§é, ze

9 "1)i+]“z'1F—(An) +(— 1)”2“@'2?(11@'2) =
= ( “1)i+1(“i1 +cay,) F(AL)+(— 1)"+2ai2F(A;2) .

Niech k,, k,, ..., k, beda kolejnymi kolumnami macierzy powstajacej
z macierzy A przez wykre§lenie ¢-tego wiersza. Wtedy

Ay = Ajy = [kyy kgy ooy k], Agg = [Ky, gy oney knly
Aip = [ky+ckyy gy ony K1
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Wobec tego na moey zalozenia indukeyjnego i twierdzenia 2 otrzymu-
jemy

F—(Azfz) = F(ky+ckyy b3y ..., k) =
= F(kla ks, ..., kn)+OF(k2a ksy ..., k) =
= F(dy)+oF(4y).

Wiynika stad wzor (9). Zatem funkcja F speinia warunek 2).

Wreszcie, jezeli 4 = diag(a,1,...,1), to przy j s 4 pewna kolumna
macierzy A;; jest zerowa. Wobec tego z zatozenia indukcyjnego wynika,
ze F(A,;) =0 dla j # 4. Zatem w tym przypadku wzér (6) przybiera
postaé
(10) Fi(4) =a,;F(4;).

) =1
Jezeli 4> 1, to a; =1 oraz A, = diag(a, 1,...,1). Zatem F(4;) = a.
W obu przypadkach otrzymujemy wigc na mocy (10), ze F;(4) =a
Funkcja F; spelnia wiec warunek 3). W

Z twierdzen 1 i 3 wynika, ze istnieje dokladnie jedna funkeja speinia-
jaca warunkil), 2)i3). Nazywamy ja wyznacznikiem i oznaczamy przez det.
W dowodzie twierdzenia 3 wykazaliSmy ponadto, ze dla ¢ =1,2,...,n
funkeja F; okreflona wzorem (6) tez speilnia warunki 1), 2) i 3). Wobec

tego na mocy twierdzenia 1 mamy F; =det dla ¢ =1,2,...,n, tzn.
n
(11) detd = D' (—1)Ha det4,; dla i=1,2,..,n.
i=1

Wzér (11) nazywamy wzorem Laplace’a na rozwijanie wyznacznika
wzgledem i-tego wiersza.

WNIOSEK 3. Wyznacenik jest funkejq liniowq wzgledem kaidego wiersza
macierzy.

Dowdd. Elementy a;; nalezace do i-tego wiersza macierzy A nie nalezg
do zadncj macierzy A4, dla &k =1,...,n. Teza wniosku wynika wige
ze wzoru (11). W

TWIERDZENIE 4. Dla dowolnego odwzorowania ¢ : K—K takiego, ze
@{0) = 0 istnieje dokladnie jedna funkcja F spetniajgca warunki 1), 2) i 3,).
Jest ona okreslona wzorem
(12) F(A) = ¢p(det 4).

Dowdd. Z okreslenia wyznacznika wynika, Ze funkcja # dana wzorem
(12) spelnia warunki 1), 2) i 3,). Na mocy twierdzenia 1 istnieje co naj-
wyze] jedna funkeja spelniajaca te warunki. W

Funkeje F okre§long wzorem (12) bedziemy oznaczali przez det,.
W szczegdlnofei wiee det;y = det.
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2. WlasnoSci wyznaeznika.

TWIERDZENIE 5. Wyznacznik ma nast¢pujace wlasnosci:

a) Jeseli pewien wiersz macierzy A jest zerowy, to detAd = 0.

b) Jeseli macierz A’ powstaje z macierzy A przez dodanie do pewnego
wiersza innego wiersza pommoionego przez stalq, to det A’ = det A.

Dowé6d. a) Teza wynika z wniosku 3.
b). Jezeli A jest macierzg stopnia 2,

r 8
A =
U
i macierz A’ powstaje z macierzy A przez dodanie do pierwszego wiersza
drugiego pomnozonego przez ¢, to na mocy wniosku 3 mamy

det A" = det["’+0t 8+"“] - det[’" S] +cdet[t “] — detA.
4 % t ou 12K
Wyznaeznik macierzy [z z] jest bowiem réwny zeru na mocy lematu 1.
Z kolei niech 4 bedzie macierzg stopnia n wigkszego niz 2 i zatézmy,
ze twierdzenie zachodzi dla macierzy stopnia # —1. Niech macierz A4’
powstaje z macierzy A przez dodanie do k-tego wiersza macierzy 4 jej
m-tego wiersza pomnozonego przez element ¢ e K, gdzie k % m.
Rozwijajac det A’ wzgledem i-tego wiersza, gdzie ¢ jest rézne od %k
i m, otrzymujemy
n
{13) det A’ = Z (—1)*a,det Aj;.

=

Przy tym macierz 4;; powstaje z macierzy A;; przez dodanie do pewnego
wiersza macierzy A,; innego jej wiersza pomnozonego przez c¢. Wobec tego
z zalozenia indukcyjrego otrzymujemy detA;; = detA;; i stad na mocy
{6) 1 (13) mamy detd’ =detd. W '

TWIERDZENIE 6. Jezeli AT jest macierzq transportowang do macierzy
A, to detAT = det A.

Dowdd. Rozpatrzmy funkeje F okre§long wzorem F(A) = det A”.
Poniewaz kolumny macierzy 4 sa wierszami macierzy A7, wiec z twier-
dzenia 5 i okreflenia wyznacznika wynika, ze funkcja F spelnia warunki
1) i 2). Spelnia tez ona oczywiscie warunek 3). Wobec tego z twierdzenia 1
wynika, ze funkcja F jest wyznacznikiem, tzn. F(A) = detA. W

WV i-tym wierszu i j-tej kolumnie macierzy A7 stoi element ;. Jezeli
w macierzy A7 wykre§limy i-ty wiersz i j-ta kolumne, to otrzymamy
macierz rowng macierzy powstajacej z macierzy A przez wykreélenie j-tego
wiersza i -tej kolumny oraz dokonanie transpozycji, tzn. [AT 1 = [4;1%



56 J. Browkin

Wobec tego wstawiajae do wzoru (6) na miejsce macierzy A macierz
AT otrzymamy
n
det AT = D' (—1)"*a;det(4;,)”
\ =1
i stad na mocy twierdzenia 6:

n
(14) det A = 2(_1)f+faﬁdetA,.,,
j=1
dla ¢ =1,2,...,n Wzory (14) nazywamy wzorami Laplace’a dla roz-
wijania wyznacznika macierzy A wzgledem i-tej kolumny,

TwiERDZENIE 7 (A. Cauchy). detAB = detA-detB.

Dowdd. Jezeli w;, w,, ..., w, s3 kolejnymi wierszami macierzy A,
a ki, kg ..., k, —kolejnymi kolumnami macierzy B, to

wiky, wik, ... wik,
(15) AB — 21 2v2 2%n ,

ooooooooooo

gdzie w;k; jest iloczynem skalarnym wektoréw w; oraz k;.
Dla ustalonej macierzy A rozpatrzmy funkcje F okreflong wzorem

(16) : F(B) = det AB.

Udowodnimy, ze funkcja F spelnia warunki 1), 2) oraz 3,) dla ¢(a) =
= a-det 4.

Istotnie, jezeli j-ta kolumna k; macierzy B jest zerowa, to z (15) wynika,
ze j-ta kolumna macierzy AB jest zerowa. Zatem z (16) otrzymujemy,
ze F(B) = 0. Funkeja F spelnia wiec warunek 1).

Jezeli macierz B’ powstaje z macierzy B przez dodanie do j-tej kolumny
macierzy B jej m-tej kolumny pomnoZonej przez element ¢ € K, gdzie
m # j, vo ze wzoru (15) wynika, Ze macierz AB' powstaje z macierzy 4B
przez dodanie do j-tej kolumny macierzy AB jej m-tej kolumny pomnozo-
nej przez c¢. Mamy bowiem

w,(k,—{—ckm) =w,kj+0w,70m dla ¢ =1,2, ceey B

Zatem detAB’' = detAB i z (16) otrzymujemy, ze F(B’) = F(B).
Funkcja F spetnia wiec warunek 2). ,

Wreszcie, jezeli B —dlag(a 1,..,1) 1 w; = (W, ..., Wy), to we
wzorze (15) otrzymujemy

aw;, dla j=1,

wk =
i dla j>1.
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Wobec tego macierz AB powstaje z macierzy A przez pomnozenie
jej pierwszej kolumny przez a. Zatem z twierdzenia 2 a) otrzymujemy
det AB = a-det A i stad na mocy (16)

F(diag(a,1,...,1)) = F(B) = adetA = ¢(a).
Funkcja F spelnia wiee warunek 3.). )
Wobec tego z twierdzenia 4 otrzymujemy, ze
F(B) = p(detB),
czyli det AB = det A-det B na mocy (16) i okreflenia funkeji ¢. M

TWIERDZENIE 8. Jeseli A ©+ B sq maciterzami kwadratowymi stopni
odpowiednio m i n, ¢ jesels

‘ 4D
4o o =[5 3}

gdzie D jest dowolnag macierzq o m wierszach © n kolumnach, to
detC = det A-detB.

Dowé6d. Dla ustalonych macierzy B 1 D rozpatrzmy ‘funkej@ r

okre§long wzorem
A D

18 F(4) = det .
(18) ) =aes[ 5]

Sprawdzamy bez trudu, ze funkcja F spelnia warunki 1) i 2). Udowod-
nimy, Ze spelnia ona warunek 3,) dla ¢(a) = a-detB.

Istotnie, przyjmujgc A = diag(ae,1,...,1) i rozwijajac wyznacznik
macierzy ¢ okreslonej wzorem (17) kolejno wzgledem kazdej z pierwszych
m kolumn na mocy (18) otrzymamy

F(diag(a, 1, ...,1)) = F(4) = det [:;1 2] = a-det B = ¢(a).

Funkeja F spelnia wiec warunek 3,).
' Wobec tego, na moey twierdzenia 5, dla dowolnej macierzy 4 i macierzy
C okreflonej wzorem (17) otrzymujemy

det( = F(A) = p(det A) = det A-detB. W

WNIOSEK 4. Jezeli A,, A,,..., A, sa macierzami kwadratowymi pew-
nych stopni oraz
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gdzie na miejscach oznaczonych * stojq dowolne elementy, to
det( = det 4,-det 4, ... det 4,.

Dowdd. Teza wniosku wynika z twierdzenia 8 przez indukeje wzgledem
k. |
TWIERDZENIE 9. Jedeli A ¢ B sq macierzami kwadratowymi stopni
m 1 n odpowiednio, to det AQB = (detA)"-(det B)™.
Dowod. Iloczynem tensorowym macwrzy A i B jest nastepujaca macierz
stopnia m-n:
a,B a,B ... a,B

a9 B a.,,B ... a,,B \
(19) A®B= 21 22 2 ,

............

gdzie 4 = [a;].
Dla ustalonej macierzy B rozpatrzmy funkcyg F okreélonay wzorem

(20) F(A) =det(A®B).
Udowodnlmy, ze tunkcja F speinia warunki 1), 2) oraz 3,) dla ¢(a) =
= a"(det B)™.

Jezeli pewna kolumna macierzy A jest zerowa, to ze wzoru (19) wynika,
ze pewna kolumna macierzy A ® B jest zerowa. Zatem det(4 ® B) = 0
i na mocy (20) F(4) = 0. Funkeja F spelnia wiec warunek 1).

Niech macierz A’ powstaje z macierzy A przez dodanie do j-tej kolumny
macierzy A jej g-tej kolumny pomnoZonej przez element ¢ € K, gdzie
g # j. Dla uproszezenia zapisu przyjmijmy, ze j =1, g = 2. Wtedy ze
wzoru (19) wynika, Ze macierz A’ @ B powstaje z macierzy A ® B przez
dodanie do r-tej kolumny macierzy A ® B jej (r +n)-tej kolumny pomno-
zZonej przez cdla r =1, 2, ..., m. Wobec tego det(A’'® B) = det(4 ® B)
iz (20) otrzymujemy, ze F(A')= F(A). Funkcja ¥ spelnia wige warunek 2).

Z kolei niech 4 = diag(a,1,...,1). Wtedy z (19) otrzymujemy

aB

agp=| B0
0 'B

Wobece tego na mocy wniosku 4 mamy

F(diag(a, 1, ...,1)) = det(4 ® B) = det(aB)-(det By"~! =
= a"(det B)™ = ¢(a).
Funkecja F spelnia wiec warunek 3.).
Z twierdzenia 4 otrzymujemy zatem dla dowolnej macierzy A

F(A) = p(det A) = (det A)*(det B)™
Z (20) wynika wiec teza. W



