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O pewnym rozkladzie figur srodkowo symetrycznych *

W Wiadomosciach Matematycenych 23 (1980), str. 93, zamieszczone
zostalo zadanie 273 nastepujacej tresci: Udowodnié, ze jesli F jest figurq
ograniczong, zawartq w plaszczyénie, majgcaq Srodek symetrii nalezacy do
tej figury, to F nie moéna rozlozyé ma dwie rozlgcene figury przystajgce,
z adnotacjy, iz rozwigzanie nie jest znane redakeji.

W pracy tej zostaly podane przyklady figur nie spetniajacych implikacji
z powyzszego zadania. Pokazano tez, jak nalezaloby w sposéb naturalny
wzmocnié warunki, aby rozklad nie byl juz mozliwy. Wiaze si¢ to z pyta-
niem o istnienie rozkladu figury na dwie figury $rodkowo symetryezne.

Rozklad na figury przystajace. Latwo wykazaé, ze jefli figure F za-
wartg w plaszezyZnie, ograniczong i zawierajaca swoj §rodek symetrii o
mozna rozlozyé na dwie rozlgczne figury F, i F, to izometria F, i F,
musi byé obrotem o §rodku réznym od o. Z tego wzgledu ponizsza kon-
strukeja figury F i jej rozkladu F,, F, jest ,jedyng mozliwa”.

W kat o wierzcholku p i rozwartosei ¢ niewspéimiernej z = wpiszmy
okrag 0,. Niech 0, bedzie obrazem O, w symetrii srodkowe]j S, wzgledem
0 — jednego z punktdéw stycznodei O, i kata. Konstruowana figura F
bedzie zawarta w 0,U0,, a punkt o bedzie jej §rodkiem symetrii.

Zauwazmy, ze mozna tak obraé orientacje kata ¢, by obrét wzgledem

P o kat ¢ przeksztaleal 0, na 0,. Oznaczmy ten obrét przez R. Definiu-
jemy dwa ciagi punktéw

@, =0, Apyy = SGR(an)’ bn = R(a”)
Mamy F, = {a,} < 0., F, ={b,} < O,,

F =F,UF, = {a,}U{b,} < 0,U0,.

* Praca ucznia klasy matematycznej liceum im. K. Gottwalda w Warszawie,
nagrodzona zlotym medalem na Konkursie Uczniowskich Prac z Matematyki zorga-
nizowanym przez PTM i redakeje ,Delty” w roku 1984 (preyp. Red.).
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Poniewaz 8,(a;) = Sy(0) = 0 = a, oraz
So(@n41) = 8SoR(a,) = K(a,) = b, dlan =1,2,...,

wiec o jest §rodkiem symetrii F. Ponadto R(F,;) = F,.
Pozostata do wykazania roztacznoéé F, i F,. Na poczatek zauwazmy,
ze jezeli 4 5 j, to a; # a;. Istotuie, a; ctrzymujemy z a; przez (i — j)-krotng

0, 0,

al

P

Rys. 1

iteracje SyR, a wiec obrét ¢ wzgledem grodka okregu O, o kgt niewspol-
mierny z =. Jedynym wspélnym punktem F, i F, mégiby byé o. Ale gdyby
dla pewnego ¢ bylo b, = o0, to mieliby§my

a;,, = 8o(b;) = 8¢(0) =0 = a,.

W skonstruowanym przykladzie figura F jest przeliczalnym zbiorem
punktéw. Mozna jednak latwo podaé analogiczny przyklad, w ktérym F,
F, i F, sy figurami sp6jnymi. Wystarczy mianowicie dolaczyé do F,
kolo otwarte ograniczone przez O,, a do F, — kolo otwarte ograniczone
przez O,.

- Podobnie latwo zmodyfikowaé¢ podany przyklad tak, by otrzymaé
figure zawarta w plaszezyZnie, ograniczona i zawierajaca swoj Srodek
symetrii, ktéra mozna rozlozyé na dowolng (skoriczong) ustalona liczbe n
rozlgezonych zbioréw przystajacych. Przyklad dla m nieparzystego jest
oczywisty. Dla n = 2k nalezy obraé k—1 okregéw Oj, Os, ..., Oyy
przystajacyeh do 0, w taki sposéb, by (oznaczajac O,; = S8y(0y_;)) okregi
0;, O,, ..., 0y byly, poza parg 0,, 0,, parami rozilgczne. Wpisujae do-
wolnie w kazdy z okregéw o numerach nieparzystych figure przystajaca
* do F, otrzymujemy figury F,;_, dla¢ = 2,3, ..., k. Niech F,; = §8y(Fy;_,)-
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2k

Figura | F; jest zawarth w plaszezyznie, ograniczona, zawiera swoj
i=1

§rodek symetrii i rozklada sig na 2k figur przysta,mcych 1 rozlgeznych,
mianowicie F;.

Rozklad na figury Srodkowo symetryczme. Przyklad figury zawartej
w plaszezyZnie, ograniczonej i zawierajacej swoéj frodek symetrii oraz
dajace] sie roztozyé na dwie figury rozlgezne §rodkowo symetryezne o réz-
nych §rodkach symetrii, mozna skonstruowa¢ juz na prostej. Opiszemy go
analityeznie (zauwazmy przy tym, ze gdyby pominaé warunek, iz §rodki
symetrii majg byé rézne, figurg taks mogloby byé kolo).

Niech a bedzie dodatnig liczbg wymierng, f# — ujemng niewymierna,
i niech —f < a. Okreflamy ciag 2, rekurencyjnie:

w 0 2 20—y, 8AY Wy_y =0, z .
1= 2k = 2k+1 T T Wk
’ 20— oy, gAY @y, <O,

Z trzeciej rownosei wynika, ze cigg 2, jest symetryczny wzgledem 0.
Jest on takze ograniczony. Mianowicie {z,} = (—2a, 2a). Istotnie, gdy
Zyg—1 € (—2a, 0), mamy

Lo, = (2ﬁ —ap_1) 5(251 (B+2) ) c (—2e, 24a),
a gdy g, €(0,2a), mamy
Top, = (20— _1) € (0, 20);

gdy @] < 2a¢ mamy réwniez @, < 2a. Odpowiednim rozkladem zbioru
{z,} jest podzielenie go na zbiér {m,: =, > 0}, ktéry jest symetryczny
wzgledem a, i na zbiér {z,: z, < 0}, ktéry jest symetryczny wzgledem g.

Zauwazmy, ze otrzymany rozklad sklada sie z figur nie przystajacych.
Nie jest to przypadek, co wykazemy nizej.

Twierdzenie o nierozkladalnosci. Podane na poczatku zadanie mialoby
bozytywne rozwigzanie, gdyby uzupeknié je na koncu stowami ,,i §rodkowo
Symetryczne”.

Dowod tego poprzedzimy dwoma lematami. Dla uproszezepia zapisu
frodek symetrii figury frodkowo symetrycznej F b@dme 0ZNaczony przez
o(F).

LemaT 1. Jezeli F.NnF, = O oraz figury F,, F,, F,UF, sq ograniczone
i $rodkowo symetrycane, to o (Fy), o(Fy), o(FLUF,) sq punktami wspdtlinio-
wyms,

Dow6d. Przypusémy, ze o(Fy), o(F,) i o(FyUF,) s3 niewspotliniowe.
Okre§lamy ciag (x,) nastepujaco: z, — dowolny punkt F,,

Ty = Bom,urg) (Wak—1)y  Tapgr = Sy @)y, gAY @ € 1y © =1, 2.
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Oznaczmy {;’; = [o(F,VF,), o(F;)]. Wowczas

- -
= 0.

(P15 Tapr1] = [@ap—1, So(Fi)So(Flqu)(w%—l)] i

gdzie @y, € F;. Zatem
w = [a,, Tag1] = 210, +2m v,

gdzie I, m s3 pewnymi lieczbami calkowitymi nienjemnymi i takimi, ze
l+m = k. Wobec liniowej niezaleznodci ZI i ;z, wraz z nieograniczonym
wzrostem k ro§nie nieograniczenie ﬁ)v[, co przeczy zalozeniu, ze F,UF,
jest figura ograniczona, gdyz ciag (w,) jest zawarty w F,UF,.

LEMAT 2. Jeteli ¥, =F,, F.nF, =@ oraz figury F,, F,, F,UF,
sq ograwmiczone i Srodkowo symetryczne, to o(F,UIF,) jest srodkiem odcinka
o(Fy)o(Fs):

Dow6d. Poniewaz F, = F,, wiec §rednice F, i F, sa réwne, co wiecej,

sup lo(F,), @] = suplo(Fs), o =: a.

zek zeFy
Oznaczmy a = o(F,), b = o(F';) i 0 = o(F;VF,). Poniewaz w przypadku
a = b otrzymujemy a =b = o (gdyz figura ograniczona moze mie¢ co
najwyzej jeden §rodek symetrii), wige na mocy lematu 1 wystarczy udo-
wodnié, ze |o,a] = |0, b|. Przypusémy zatem, ze tak nie jest — nicch
bedzie np. lo, b] > |o, al.

Oznaczmy kola o promieniu a i érodkach a, b odpowiednio przez K,

i K,, a ograniczajace je okregi przez 0, i 0,. Figura F,UF, jest zawarta
w K,UK,. Zauwazmy, ze pewien wiekszy od pélokregu luk W okregu
8,(0,) nie zawiera sie¢ w K, UK,. Z definicji liczby a wynika, iz na okregu

w

w ”h‘ I"

Rys. 2

0, istnieje punkt x badZ nalezacy do F,, badz bedacy granicg ciggu punk-
téw zbioru F,. Te samg wlasno§¢ ma punkt y = §,(x). Tymezasem,
wbrew okre§leniu punktu o, co najmniej jeden z tych punktéw musi
nalezeé do W, a wiec wraz z pewnym otoczeniem nie lezy w K;UK,,
¢o wskazuje na istnienie punktéw F,UF, nie nalezgcych do K ,UK,,
czyli sprzeczno§é.
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TWIERDZENIE. Figura ograniczona, zawarta w plaszczyinie ¢ zawiera-
jaca swdj srodek symetrit, nie moie byé przedstawiona jako suma dwdch roz-
lacanych figur przystajgcych ¢ $rodkowo symetrycznych.

Dowéd. Przypusémy, ze figura F spelnia zalozenia i daje sie rozlozyé
na dwie rozigczne, przystajgce 1 srodkowo symetryczne figury F, i F,.
Oznaczmy a = o(Ll,), b = o(F,), 0 = o(F,UF,) i niech p bedzie izometrig
przeprowadzajaca F, na F,. Zauwazmy, ze izometria 8, nie ma wlasnogei
Sy(F,) = F,, w przeciwnym bowiem razie z uwagi na réwnowazno$é
warunkow o € F,10 € Fyina zatozenie o € ¥, U F, mieliby§my F;NnF, # O.

Udowodnimy, ze @ = b. Przypulémy, ze a =b. Wowezas a = 0,
a wige a e F,UF,. Gdyby a € F;, to punkt p(a) nalezatby do F, i jako
obraz S§rodka symetrii zbioru #; bylby frodkiem symetrii zbioru F,. Po-
niewaz figura F, jest ograniczona, wiec mieliby§Smy ¢@(a) =b =a i
aeF,nF,, wbrew zalozeniu rozigczno$ei. Podobnie eliminujemy moz-
liwoéé a € Fy. Wykazaliémy, ze a = b.

Wobee 8,(F,) # Fyistnieje punkt p e I, taki, ze Sy(p) tez nalezy do 7.
Skonstruujemy nieograniczony podzbiér {p,} zbioru F,i tym samym uzys-
kamy sprzecznofé z zatozeniem ograniczonofei zbioru F,U F,. Zauwazmy,
ze na mocy lematu 2 mamy o #a i 88,8, = 8,. Okre§lamy cigg (p,)
nastepujaco:

D1 =20, Do = 8(Dax-1)s Parsy1 = Sa(Dor)-
Poniewaz

Porra = So(Panss) = So8a(Parye) = So8a80(Porya) = Sy(Dars1) s
wiee {p,} = F,. Podciag {p,,} spelia jednak zaleznosé
Do n+i) = S80S (D2n)s

a zatem wraz z kazdym punktem zawiera réwniez punkt przesuniety
—
o wektor 2:[o,a], & wiec jest nieograniczony, co koticzy dowdd.

Uwaga. W analogiczny sposob mozna udowodnié twierdzenie nieco
ogllniejsze: Jezeli figura Srodkowo symetryczna o $rodku o rozklada sig
na dwa przystajgee biory srodkowo symetrycene F, ¢ F,, to albo 8,(F,) = F,
albo ¥, © F, majq wspolny $rodek symeirii.

Jeszcze jeden przyklad. Pytaniem podobnym do rozwazanego powyzej
jest nastepujace: cay istnieje figura F ograniczona, osiowo symetryezna
i taka, ze do jej osi symetrii I nalezy dokladnie jeden punkt o e F oraz
dajgea sig rozlozyé na sume dwoich rozlacznych figur przystajacych?

OdpowiedZ na to pytanic jest twierdzaca. Skonstruujemy taka figure.
Niech pe L i p # 0. Niech R bedzie obrotem wokoél punktu p o kat ¢
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niewspélmierny z =. Okreflamy

a, = R*(0), b, =R""0o) dlan=1,2,...
Wobec niewspétmiernosei ¢ i =, figury {a;} i {b;} s3 rozlaezne. Wobec b, =
= 8 (a;) prosta L jest osig symetrii ich sumy. Sa tez przystajace: izometrig
realizujgey to przystawanie jest symetria osiowa wzgledem symetralnej
odcinka b;a;. Zauwazmy jeszcze, ze 8,(0) ¢ {a;}U{b;}.



