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ma rozwigzanie), oraz K redukeji form
kwadratowych dwéch zmiennych.
We wstepie autor wyraza nadzieje,
7e ksigika postuzy, przynajmniej nie-
ktérym czytelnikom, do wprowadzenia
w teorig liczb. Do tego zadania nadaje
sie ona doskonale. Jest przede wszyst-
kim napisana w sposéb jasny i zarazem
interesujacy — nie znajdujemy tu zad-
nych trywialnosei, spotykanych czesto
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w elementarnych wstepach do teorii
liczb, ktore skutecznie potrafia odstra-
8zyé co inteligentniejszego czytelnika,
a przy tym wyklad jest precyzyjny i nie
pozostawiajacy niejasnosci. Nalezy jej
zyczyé wielu czytelnikéw, a czytelni-
kom wiecej takich ksigzek.

Wtadystaw Narkiewicz
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Kilka lat temu wydawnietwo Sprin-
ger zapoczatkowalo serie Studia z his-
torti matematyki i fisyki. Otworzyla ja
Historia staroiyinej astronomtii mate-
matycznej 0. Neugebauera, potem bylo
kilka pozycji poswieconych réznym
dzialom matematyki z okresu od XVI
do XIX wieku, obeeny za§ tom ésmy
tej dobrze zapowiadajacej sie seril
opowiada o dziejach i roli aksjomatu
wyboru.

Jak autor pisze we wstepie, ksigéka
ta wyrosla z moich zainteresowan tym,
co jest wspélne treem dyscyplinom: mate-
matyce, filozofii i historii. Pojawienie
sie tego rodzaju koniunkeji zaintere-
sowan jest szczegélnym znakiem na-
szych czaséw, ujawnia bowiem domi-
mujaca potrzebe refleksji, przede
wszysthim wladnie Thistorycznej i fi-
lozoficznej, nad zywiolowo rozwija-
jaca sie matematyka. Dociekajac his-
torycznyeh i kulturowych korzeni na-
szej dyscypliny, spodziewamy sie zyskaé
pelniejszy poglad na nia sama, a w szcze-
gblnoéei liczymy, ze dowiemy sig, co
w matematyce jest wazne i dlaczego,
a co mniej, ktére problemy sa istotne
i jak ich rozwigzywanie wplywa na roz-
woj naszej dyscypliny, jakie sg kierunki
jej rozwoju i jakie rysuja sie przed nig
perspektywy itd.

Omawiana ksigzka dobrze odpowia-
da takiej potrzebie. Towarzyszac auto-

rowi czytelnik moze §ledzié przyczyny,
ktore doprowadzily Zermelo do sfor-
mulowania aksjomatu wyboru, moze
obserwowaé dzieje wywalezania sobie
przezen uznania wiekszodei czynnych
dzi¢ matematykéw, moze tei wejrzeé
w glab i w znaczenie spordw, jakie sie
rozwinely wokol aksjomatu i jego
konsekwencji, a nastepnie wplynely
w powaznym stopniu na ksztalt wspol-
czesnej matematyki.

Aksjomat wyboru glosi, ze dla kaz-
dego zbioru 8§ istnieje funkeja f, ktéra
kazdemu niepustemu podzbiorowi A4
zbioru S przypisuje element f(4) e A.
Troche psychologizujac mozna powie-
dzieé, ze z kazdego niepustego podzbio-
tu A zbioru S funkcja f wybiera
jeden element f(4).

Jak sie szybko okazalo, aksjomat
ten ma bardzo silne konsekwencje.
Mimo to byt on jednakze od samego
poczatku namietnie atakowany, gltow-
nym za§ irédlem tych atakéow byla
i pozostaje ta okolicznosé, iz w przy-
padku, gdy zbiér S jest nieskonczony,
nie istnieje na ogél naturalny sposéb
dokonywania wyboru elementu ze zbio-
ru. Aksjomat, ktéry te trudnoéé swoicie
przezwycieza, po prostu postulujae samo
tylko istnienie wyboru, podwaza wielo-
wiekowa tradycje, bardzo wyrazng jui
u Grekoéw i uéwiecong praktyks, iden-
tyfikowania istnienia obiektu mate-
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matycznego z jego konstrukeja. Takie
postepowanie, zdaniem oponentoéw, w
niedopuszczalny sposéb rozszerza Ow
zakres istnienia.

Bardzo ciekawa jest historia tego
aksjomatu i towarzyszacych jej pole-
mik, ktéra — za ksiagzka — w wielkim
skrbcie tu zarysuje. W 1883 r. Cantor
zaproponowal ,prawo myslenia”, zZe
kazdy zbiér moze byé dobrze uporzgd-
kowany. Prawo to, nazwane pbéiniej
zasadq dobrego wuporzqdkowania, nie
zostato wszakze powszechnie zaakcepto-
wane i jakie§ dziesieé lat pdZniej sam
Cantor szukal dlan dowodu. I to wlaénie
tutaj, w tym kregu poszukiwan, Ernest
Zermelo (1871-1953) sformulowal w
1904 r. aksjomat wyboru i podat oparty
na nim dowdd zasady. .

Aczkolwiek aksjomat byl, co prawda
nieswiadomie, uzywany weczesniej (np.
w dowodzie z 1872r. réwnowaznosei
definicji eiaglofei Canchy’ego i Heinego),
to jednak wyraZne jego sformulowanie
wywolalo od razu ostre dyskusje nad
jego poprawnoscia. Dyskusje te sklo-
nity Zermelo do opublikowaniaw 1908 r.
namietnej obrony aksjomatu i zaraz
potem do podania swojej aksjomaty-
zacji teorii mnogodci w przekonaniu,
ze aksjomatyka ta usunie ostatecznie
watpliwodel zwigzane z aksjomatem
i dowodem =zasady. Tak sie jednak
nie stalo i ataki oponentéw objely
takze aksjomatyke Zermelo.

Raz sformulowany, aksjomat zaczal
juz jednak 2zyé wlasnym Zyciem i w
ciggu nastepnych lat matematycy nie-
jednokrotnie, acz z oporami i zastrze-
zeniami, postugiwali sie nim. Istotng
zmiane spowodowalo dopiero wejdcie
na scen¢ w 1918r. W. Sierpinskiego,
ktéry z wielka powaga, $wiadomie
i mozliwie do konca, badat konsekwencje
aksjomatu w réznych dzialach mate-
matyki. Za jego autorytetem poszia
szkola warszawska, a potem i inni.
Powoli zmienialo to atmosfere wokot
aksjomatu, a dyskusji nadawalo ton
bardziej rzeczowy.

W tym tez mniej wigcej czasie A,
Fraenkel podjat badania nad aksjo-

matyks Zermelo, co z czasem dopro-
wadzilo do niemal powszechnie dzid
akceptowanej aksjomatyki ZF (ZFC).
A kiedy w 1938r. K. Godel dowiddl
relatywnej niezaleznodci aksjomatu wy-
boru, pokazujac w szezegdlnodei, ze
kazdy model zwyczajnej teorii mnogoseci
zawiera podmodel, w ktérym aksjo-
mat wyboru jest prawdziwy — prze-
konalo to wszystkich, préez najbardziej
radykalnych konstruktywistéow, ze ak-
sjomat wyboru nie prowadzi do sprze-
cznosei.

Ugruntowatlo to pozycje aksjomatu, nie
przerwalo jednak badan nad jego rola
i konsekwencjami. W ciggu é&wieré-
wiecza po odkryciu Godla aksjomat
wyboru byt wiec juz émialo i z duzym
powodzeniem stosowany w réinych
dziedzinach matematyki i coraz bar-
dziej stawalo sie widoczne, jak spora
czedé matematyki wspélezesnej zalezy
od niego, -a takze jak wiele podstawo-
wych dzi§ twierdzen (m.in. lemat Kura-
towskiego—Zorna, twierdzenie Léwen-
heima—Skolema—Tarskiego, twierdzenie
Tichonowa o zwartoéei produktu, try-
chotomia liczb kardynalnych itp.) jest
réwnowaznyech aksjomatowi.

Badano takze miejsce aksjomatu
w podstawach matematyki i w 1963 r.
P. Cohen wynalazt metode forcingu,
dzieki ktérej mogl niejako dokoivczyé
dziela Godla dowodzae, ze aksjomat
wyboru jest niezalezny w pewnej klasie
gystemédw teorii mnogodei, obejmujacej
system ZF. To twierdzenie o niezalei-
nosci stanowi apogeum kilkudziesie-
cioletniego okresu badan nad aksjo-
matem.

Dwa dziesieciolecia, ktoére od tego
odkrycia nastapily, przyniosty duzg
obfito$é dalszyech wynikéw o niezalez-
noéei i przesuniecie akcentu z teorii
mnogosei na jej modele. W szczegdl-
nodeci formuluje si¢ i bada rdézne
slabsze wersje aksjomatu wyboru,
np. aksjomat determinacji Mycielskiego—
—Steinhausa. Jednakze rozkwit tych
badan semantycznych doprowadzil jed-
noczesnie do sytuacji niezwykle intere-
sujacej filozoficznie: pod ich ciezarem
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upadatl ideal jednego systemu matema-
tycznego (inaczej: matematyki katego-
ryecznej) i wylanial sie¢ obraz mate-
matyki jako kolekeji wielu réinych
systeméw.

Ilustruje to opinia J. Dieudonnégo,
ktéra przytaczam za ksigzka: ,,Dowdd
Gédla © P. Cohena, ¢e aksjomal wyborw
¢ hipoteza continuum sq mnierozsirey-
galne, a takse liczne nasiepne prace
metamatematyczne, powainie smienily po-
glady wielu matematykéw. (...) Obok
analizy klasycene], opartej na aksjomatach
ZF uzupelnionych przeliczalnym aksjo-
matem wyboru, istnieje dzis nieskoticze-
nie wiele matematyk 4+ w chwili obecnej
Zaden argqument nie pozwala nam wyb-
raé jedng z wich kosstem pozostalych”.

Ksigzka dzieli sie na cztery duze
rozdziaty, epilog i dwa uzupehienia.
W rozdziale I, zatytulowanym Prehis-
toria aksjomatu wyboru, sledzimy przy-
padki nie§wiadomego postugiwania sie
funkeja wyboru poczynajac od Eukli-
desa az po plejade matematykéw z XIX
w. takich jak Gauss, Cauchy, Heine,
Weierstrass, Dedekind 1 inni. Autor
pokazuje, jak w rbéinych procesach
nieskoriczonych, tak silnie obecnych
w XIX-wieczne] matematyce, trudno
si¢ juz bylo bez wyboréw obejsé.
Wiyrazne sformulowanie aksjomatu po-
jawilo si¢ jednak dopiero w ramach
cantorowskiej teorii mnogosci, nowej
dyscypliny matematycznej, jaka 8ie wy-
tonila z analizy pod koniec XIX wieku.

Rozdzial II, Zermelo i jego Lrytycy
(1904-1508), opowiada historie czterech
lat burzliwych dyskusji, zainicjowanych
sformulowaniem przez Zermelo aksjo-
matu wyboru i podaniem opartego
na tym aksjomacie dowodu zasady
dobrego uporzagdkowania.

W rozdziale I1II, Akéjomat Zermelo
¢ jego aksjomatyka w okresie przejécio-
wym (1908-1918), znajdujemy opis
aksjomatyki Zermelo teorii mnogodci,
ambiwalentny do niej stosunek wspél-
czesnych mu matematykéw oraz rézne
kontrowersje woké6l tej sprawy.

Rozdziat IV, 8zkola Warszawska,
wzrost zainteresowari, modele teorii mmno-

gosci (1918-1940), jest najdluzszy i li-
czy niemal sto stronic. Wysuwajac,
z nietajonym podziwem, na plan pier-
wszy Sierpifskiego i jego role, autor
opisuje rosngce znaczenie aksjomatu
wyboru i réwnolegly wzrost zaufania
do niego, ciagle jednak nie pozbawione
pewnego sceptycyzmu.

Kazdy z tych ezterech rozdzialéw
konezy sie krétkim podsumowaniem,
ktérego angielski tytul Retrospect and
prospect najlepiej chyba przelozyé jako
Rzut oka wstecz i w predd. Sg to bardzo
wartosciowe fragmenty ksiazki, poz-
walajg bowiem na oddech i ogarnigeie,
juz jakby z pewnego dystansu, sporej
ilogei materialu oraz skupienie uwagi
na kilku otwartych problemach, ktére
beda traktowane w dalszym jej ciagu.

Po tej zasadniczej czesci ksiazki sa
jeszcze dodatki. Epilog nosi tytul Po
@Godlu i sklada sie z dwoch czedei,
Okresu stabilnoéci (1940-1963) oraz Dzie-
dzictwo Oohena, ktérych tytuly moéwa
same za siebie.

Po epilogu nastepuje parostronicowa
Konkluzja, z ktére] przytocze naj-
istotniejszy, moim zdaniein, fragment:
W aksjomacie tym skupiajg si¢ funda-
mentalne przemiany, jakie zaszly pod
koniec XIX 4 na poczqthu XX wieku.
Powszechne postugiwanie sig nieskori-
czonoéciq aktualng, co bylo ubocznym
produktem teorii mmnogosci, przyniosto
$wiadomosé, se istnienie ¢ konstrukcja sq
z gruntu réénymi pojeciami matematycz-
nymi. Jak zauwwaszyli Lebesque i Hada-
mard jeszcee we wcecesnym okresie dys-
kusji nad aksjomatem, wchodzq tu w gre
dwa diametralnie przeciwne poglady na
matematyke. Konstruktywistycene ogra-
niczente matematyki (mode dlatego, Ze

_bylo anomaliq) otrzymato wlasng naez-

we, nofomiast punkt wideenia propago-
wany przez Hadamarda i Zermelo, pow-
szechnie dzi§ zresstq akceptowany, ma
tylko to jedno miano: matematyka wspdi-
czesna.”

Pierwsze uzupelnienie sklada si¢ z
pieciu listéow o teorii mnogo$ci: Hada-
marda do Borela, Borela do Hadamarda,
Lebesgue’a do Borela, Hadamarda do
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Borela i Borela do Hadamarda. Wszy-
stkie pochodza z 1905r. i opisuja
krytyczne reakcje matematykéw fran-
cuskich na podany rok wezesniej przez
Zermelo dowdd zasady dobrego upo-
rzadkowania.

Na uzupelnienie drugie sklada si¢ 11
bardzo cennych zestawien powiazan
aksjomatu wyboru z réznymi zdaniami
teorii mnogosci.

Ksigzke zamyka 38-stronicowa biblio-
grafia, skorowidz twierdzen z podaniem
cytowarh wewnetrznych oraz skorowidz
ogolny (nazwisk i nazw razem).

Smialo mozna te ksigzke polecié
kazdemu, kto interesuje si¢ historiag
i filozofia matematyki. Rzeczowosé
matematyczna w polgczeniu z histo-
rycznym 1 filozoficznym punktem wi-
dzenia, nadajacym rozpatrywanym za-
gadnieniom znaczna glebie, a jedno-
cze$nie wartki jezyk i potoczysty styl
narracji przy duzej dyscyplinie pisar-
skiej sprawiajacej, ze nie ma zbednych
stéw i niepotrzebnych dygresji — wszy-
stko to sprawia, ze lektura tej ksigzki
jest takize duza przyjemnoscig.

Dla polskiego czytelnika przyjemnosé
ta jest tym wieksza, ze w ksiaZce roi sie
od polonikéw, a stosunek autora do
polskich matematykéw jest zawsze ciep-
ly, a miejscami wrecz entuzjastyczny.
Opréez Sierpinskiego, ktérego pozycja
w tej ksigice przyémiewa innych,
cytowani s9: Banach, Chwistek, Jani-
szewski, Kuratowski, Leéniewski, Lin-
denbaum, ¥.0§, Marczewski, Mazur, Ma-
zurkiewicz, Mréwka, Myecielski, Pele,

Ryll-Nardzewski, Sobocinski, Steinhaus,
Szmielew, Tarski i Ulam.
Osobliwo$eia skorowidza s3 umiesz-
czone tam kraje, a wér6d nich Polska,
oraz miasta, a wér6d nich Warszawa
i Wroclaw. Polska i Warszawa poja-
wiaja sie wiele razy, a zawiera sie w tym
caty fragment o powstaniu Szkoly War-
szawskiej (opis opiera sig na artykulach
Sierpiriskiego i ksigzce Kuzawy), Wro-
claw za$§ jest cytowany dwa razy:
raz w zwigzku z artykulem Steinitza
z 1910 r. (poddéweczas profesora na
wroctawskim uniwersytecie) o cialach

* algebraicznych, a drugi raz w zwigzku

z pewnym twierdzeniem Mycielskiego
z 1961 r. Jak wiadomo, w tymie mie-
§cie i w tym samym czasie, przyszedl
na £wiat aksjomat determinacji, ale
autor, choé pisze o rodzicach i fakcie
urodzin — miejsca juz nie podaje.
Napisanie tej ksigzki wymagalo og-
romnego nakladu pracy. Trzeba bylo
przeczytaé setki prac i dziesiatki ksia-
zek, grzebaé w wielu archiwach w rdz-
nych krajach, korespondowaé z zyja-
cymi jeszeze uczestnikami i §wiadkami
tej historii (tu cieple stowa podzigko-
wania autor kieruje m.in. do J. Myeciel-
gkiego), wreszcie wyrobié sobie pewien
poglad i pisaé. Pisaé. Ta benedyktyriska
praca niewatpliwie jednak sprawiala
autorowi wielkg przyjemnosé, zalety
za$ umystu i piéra sprawiaja, Ze przyje-
mno&é ta udziela sie czytelnikowi.

Roman Duda

Helmuth Gericke, Mathematik in Antike und Orient, Springer-Verlag,
Berlin-Heidelberg—New York-Tokyo 1984, str. 292 (w tym 140 rys. i 4

mapy), ISBN 3-540-11647-8.

W przedmowie do swojej kswpzki
autor pisze, nie bez widocznego zalu,
ie na uniwersytetach zachodnionie-
mieckich historia matematyki ,ist...
kein Priifungsgebiet”, co znaczy, ze
moze byé wykladana, ale bez egzami-
nowania. Mimo takiego upoSledzenia

historii matematyki on sam taki wyktad,
w wymiarze 2 godzin tygodniowo,
wielokrotnie prowadzil i ksigzka swoim
zakresem odpowiada pierwszemu se-
mestrowi jego wykladu.

Dokladniej o jej zamysle informuje
rzut oka na spis treSci. Dzieli sie¢ ona



