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Seria 11: WIADOMOSCI MATEMATYCZNE XXVII (1987)

JaNn Mikusinski (Katowice)

O twierdzeniach Titchmarsha, Foiasa i o aproksymacji
przesunieciami *

1. Uwagi ogélne. Sformulowane ponizej twierdzenia Titchmarsha [20] i
Foiasa [10] sa bardzo blisko ze soba zwiazane i niektérzy nawet uwazaja, ze
sa rownowazne. Z logicznego punktu widzenia nic takiemu pogladowi nie
mozna zarzuci€, poniewaz w koncu wszystkie twierdzenia prawdziwe sa
rownowazne. Jednakze w potocznym znaczeniu uwaza si¢ za rOwnowazne
takie twierdzenia, ktére tatwo nawzajem z siebie wynikaja. W naszym
przypadku okazuje si¢ [17], ze z twierdzenia Foiasa tatwo wynika twierdze-
nie Titchmarsha, natomiast dowéd w odwrotna strong jest trudniejszy,
zwlaszcza. jezeli chodzi o dowdod efektywny.

Twierdzenie Titchmarsha stanowi podstawarachunku operatoréw, ktory
w formie ksiazkowej byl przedstawiony po raz pierwszy [13] w roku 1953.
Pierwszy dowod twierdzenia Titchmarsha podal sam jego autor [20] w roku
1926. Wyniklo ono jako produkt uboczny przy badaniu zer funkcji anality.
cznych typu eksponencjalnego. Dowod byl trudny i skomplikowany. Prostszy
dowdd, gparty rowniez na funkcjach analitycznych, podal jego uczen M. M.
Crum [7] w roku 1941. Trzeci dowod podal J. Dufresnoy [8] w roku 1947,
nie znajac publikacji Titchmarsha ani Cruma. Jego dowdd polegal na
badaniu wzrostu funkcji analitycznych wzdluz specjalnie dobranej krzywe;j.
Jednak dowdd ten zawiera trudna do uzupelnienia luk¢. Z tego powodu ten
sam Dufresnoy podal w rok pdzniej nastgpny dowdd oparty na funkcjach
podharmonicznych [9].

W roku 1953, chcac uniknac¢ funkcji analitycznych i harmonicznych,
podalem [14] nowy (piaty z kolei) dowdd twierdzenia Titchmarsha, opierajac
si¢ na pewnym twierdzeniu o momentach, udowodnionym wspélnie z C.

* Jest to rozszerzony nieco tekst wykladu im. W. Sierpinskiego wygloszonego dnia 19
kwietnia 1985 r. (przyp. red.).
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Ryll-Nardzewskim. W roku 1959 polski matematyk, zyjacy obecnie w Danii,
S. Swierczkowski [18] uproécit dowod Dufresnoya, oparty na funkcjach
podharmonicznych. Wynik jego mozna uwazaé za szosty z kolei dowod
twierdzenia Titchmarsha. W tym samym roku 1959 podatem nowy dowod
[15], ktéry do tej pory stanowi najkrotszy dowdd oparty na funkcjach
rzeczywistych. Dowoéd ten zmodyfikowali japonscy matematycy K. Yosida i
S. Matsuura [21], str. 47, [22] zast¢gpujac twierdzenie o momentach twierdze-
niem Liouville’a o funkcjach analitycznych calkowitych. Nie jest to jednak
6smy — chronologicznie biorgc — dowdd. poniewaz przedtem ukazaly si¢
jeszcze inne dowody, jeden Kalischa [11], a jeden moj [14]. W ten sposob
istnicje co najmniej 10 dowoddw twierdzenia Titchmarsha, co jui samo
swiadczy niewatpliwie o waznosci tego twierdzenia.

Twierdzenie Foiaga [10] zostalo udowodnione w roku 1961. Nie wzbu-
dzito ono z poczatku wigkszego zainteresowania, mimo ze jest mocniejsze od
twierdzenia Titchmarsha. Dopiero zastosowania podane przez T. K. Boehme-
go [1], [2], [4] 1 J. Burzyka [5], [6] zwrocily uwage na jego przydatnosc i
spowodowaly powstanie nowych dowodéw. T. K. Boehme podal dwa nowe
dowody. tego twierdzenia: jeden [3] w roku 1968, a drugi jeszcze nieopubli-
kowany. Trzeci dowod podalem ja [17], a czwarty W. Kierat i K. Skornik
[12].

Ponizej podane jest pewne twierdzenie o zupelnosci ciagow w przestrzem
L*(a, b), z ktorego wynika zaréwno twierdzenie Titchmarsha, jak i Foiasa.
Glowny jednak sens tego twierdzenia o zupelnosci lezy w tym, ze wynikaja z
niego trudne do udowodnienia twierdzenia o aproksymacji,.jakkolwiek nie-
ktére z nich wygladaja tak prosto, ze do zrozumienia ich nie jest potrzebne
nawet pojecie calki.

2. Sformulowanie twierdzen. Twierdzenie Titchmarsha bywa podawane w
roznych rownowaznych postaciach. Jedna z nich jest:

TWIERDZENIE I (Tntchmarsha) Jezeli. fi g %q calkowalne w (0, T), przy
czym H f1>0 dla kazdego £€(0, T), to z réwnosci f *g =0 prawie wszedzie

0
wynika ¢ =0 pw.

W twierdzeniu tym symbol fx¢y oznacza splot

(1) | frg0 = [f(t-D)g(@) dr.
. 0

TwierpzeNie 11 (Foiasa). Jezeli fe L(0, 1) i [|f| > 0 dla kazdego £€(0, 1),
0 B
to zbior funkcyj postaci f xy, gdzie ge L(0, 1), jest gesty w L(0, 1).

AN
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TwiernzeNie 111 (o zupetnosci). Niech fe I?(— o0, o) i niech f =0 p.w.

w (—o0, 0) oraz f|f| >0 dla kazdego c€(0, 1). Jezeli ciqg liczb t,,t,,
0
Jest gesty w pewnym przedziale (a, b), gdzie —o0 < a <b < o, to cigg funkcyj
przesunietych f,(t) = f(t—t,) jest zupelny w I*(a, b).
Zupelno$¢ oznacza tu, ze jezeli dla pewnego ge L*(a, b) iloczyny skalarne

b
(s 9) = [fa(Dg()dt

sa rowne 0 dla kazdego naturalnego n, to g =0 p.w.

3. Dowéd twierdzenia III. Najpierw udowodnimy kilka lematow.

Lemat 1. Dla kazdej funkcji f calkowalnej z kwadratem w przedziale otwar-
tym (a, b) (skoriczonym lub nieskonczonym) i dla kazdego ¢ > 0 istnieje funkcja
ciggla g w (a, b), réwna zeru poza pewnym przedzialem domknietym zawartym
w (a, b) i taka, Ze :

b
2 E J(f~9)?

Dowéd. Udowodnimy najpierw, ze jezeli a 1 b sa skonczone, to zbidr
C[a, b] jest gesty w [*(a, b). Istotnie, przez prosta zmian¢ argumentu mozna
wszystko sprowadzi¢ do przedzialu [ —n, n]. Sumy czgsciowe szeregu trygo-
nometrycznego dla dowolnej funkcji fe [*(—m, n) sa funkcjami ciaglymi w
[—n, ], a ciag ich jest zbiezny z kwadratem do f. Transponujac to.
z powrotem do przedzialu (a, b), mozna powiedzie¢, ze dla kazdej funk-
cji fel?(a,b) i dla kazdego ¢ > 0 istnieje funkcja geC[a, b] taka, ze
zachodzi (2).

Niech teraz przedziat (a, b) bedzie dowolny, skoriczony lub nieskonczony,
i niech [d', b'] bedzie przedzialem domknigtym zawartym w (a, b) takim, ze

a’ b
.jf2<s/9 i §f2<£/9.
Wobec tego udowodniliémy, iz istnieje funkcja g, ciagta w [a’, b'] i taka, ze

\( f—9)* <¢/9. Niech a <a” <a’ <b’ <b” <b. Funkcje ¢ mozna przedtu-
zyé na caly przedziat (a, b) tak, zeby byto g = 0 w (a, a”) i w (b", b) oraz aby

jgz<s/9 i _|'g1<‘e/9.
a . b’
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Wtedy z uwagi na nieréwno$¢ (f—g)*> < 2f%2+2¢? mamy
4e & 4e

b a’ b’ b
J=9° = U=+ [(U=9+ [(U=9)* < g H5+g =¢
a a a’ b’

Funkcja g spelnia wigc wszystkie warunki lematu 1.
LEMAT 2. Jezeli fe[?(— 0, o), to j (f(x+h)—f(x))2dx—+ 0przy h—0:

Dowd6d. Niech fe2(—x, oc) i niech ¢ > 0 bedzie dowolnie ustalone.
Na podstawie lematu 1 istnieje funkcja ¢ ciagta w (—oc, x), rowna O poza

pewnym przedzialem skoficzonym (d, b') i taka, ze | (f—g)* - &% Funkcja

g jest jednostajnie ciagla 1 wobec tego istnieje takie n > 0, ze
lg(x+h)—g(x) <e('—a'+2)~"* dla | <.
Stad ' )
' x b+ 1

‘ (9(x+h)—g () dx = f (g(x+ h—g(x) dx < ¢

-7 a1

Wprowadzajac norme ||f|| =( | f 2)”2 oraz funkcj¢ przesuni¢ta okreslong
wzorem f,(x) =f(x+h), mozemy napisac
=S S Wfa=gull +llgn—gll +llg—fll <e+e+e=3e,

a to dowodzi lematu 2.

W ponizszym lemacie 3 splot bgdzie wyjatkowo oznaczal calke po
przedziale (— x, x), mianowicie

3 frg= | f-Dgd.

Jezeli funkcje f'i g sa obie rowne 0 w (— o, 0), to splot f * g redukuje si¢ do
splotu (1) i lemat 3 pozostaje w mocy. W tej formie wystarczylby on do
dalszych rozwazan, szkoda jednak byloby go ostabia¢ przez dodatkowe,
zbedne zalozenia.

Lemat 3. Jezeli f, ge I*(—x, ), to f*g jest funkcjq ciggla.
Dowd6d. Oznaczmy A4, = |(f *g)(x+ h)—(f *g)(x)|. Mamy

e o]

dy=| [ fx+h=ng@)di— | f(x—1g(r)di]

- o

< [ /et hmt)=f (=) lg (0l dr.

- o0
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Na podstawie nierdwnosci geometrycznej (podanej kolejno przez Cauchy’ego,
Buniakowskiego i Schwarza)

e &) XN

A, <[ § (f(x+h-r)——f(x-1))2c1x]”2'( | g(x)zdx)”2

=M [_T (.f(x+h)—f(x))2 dx]”z.

Ale calka w ostatnim wyrazeniu dazy, na podstawie lematu 2, do 0 wraz z h,
wiec lemat 3 jest dowiedziony.

Opierajac sie na lemacie 3 i twierdzeniu Titchmarsha udowodnimy teraz
twierdzenie IIl. Poniewaz f =0 p.w. dla t — 0, wiec dla ge [*(a, b) mamy

b b
(@) = (f—t)gO)dt = | f(t—t,)g(0)dt.

’N

Skoro b jest skoriczone, to przez podstawienie t = b—1, g(t) = h(tr) otrzy-
mujemy
b—t

(9= | fb—t,—1)h(@)dt =(fxh)(b-1,),
0

gdzie splot jest wyrazony przez catk¢ od 0 do b—t,. Poniewaz liczby ¢, leza
gesto w (a, b), wige liczby b—t, leza gesto w (0, b—a). Jezeli wige (f,, g) =0
dla n=1,2,..., to z ciaglosci splotu f «h (lemat 3) wynika, ze fxh=0w
[0, b—a], a stad na podstawie twierdzenia Titchmarsha wynika, ze h =0
pw. w [0,b—a]. A to z kolei pociaga g =0 p.w. w (a, b). Zatem ciag
funkcyj f, jest zupetny w L%(a, b).

4. Aproksymacja przez przesunigcia. Stosujac do twierdzenia 111 metody
przestrzeni- Hilberta, otrzymujemy z niego twierdzenia o aproksymacji kom-
binacjami linlowymi przesunigc.

TwierpzENIE IV (0 aproksymacji przez przesunigcia). Zaloimy, ze fe

*(—o0, ), f=0pw. w(—00,0) i [|f] >0 dla kazdego & > 0. Zalézmy
]

ponadto, ze geI*(a, b), a cigg punktow ty,t,, ... jest gesty w (a, b), gdzie

—o0 <a<b< o, Wowczas dla kazdego & >0 istnieje taka kombinacja

liniowa -

4) w(t)=2, f(t—=t)+...+4,f(t—1,) (4L€eR),

e zachodzi nieréwnosé |lg—w|| < ¢, gdzie || || oznacza norme w L*(a, b).
Podobne twierdzenie udowodnila K. Skornik [19] w roku 1966 dla

[P(a, b), z tym Zze przedzial (a, b) byl skonczony, a w kombinacjach mogly

wystgpowaé zupeinie dowolne punkty rozwazanego przedzialu. Dowod K.

Skornik byt nieefektywny, bo korzystal z twierdzenia Foiaga, ktorego znane
wowczas dowody opieraly si¢ na metodach pozaskonczonych.
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Potrzebne nam beda nastg¢pujace znane z teorii przestrzeni Hilberta fakty.

Ortonormalizacja Schmidta. Jezeli ciag f, jest zupelny w L?(a, b), to
przyjmujac
wi=fi-lAI7S we=FNAIEY,

i—1

ﬁ:j;— Z (f;’ wj)wj’

otrzymujemy nowy ciag zupelny w,, ktory jest ortonormalny, tzn. (w;, w;) = 0
dla i :/-'i, (Wi, W(') = 1. .

Rozwijanie w szereg ortonormalny. Jezeli ciag funkcyj wy, w,, ... naleza-
cych do I*(a, b) jest ortonormalny i zupelny, to kazda funkcja ge L*(a, b)
rozwija sie w szereg ‘

g =1(g, wiwi+(g, wa)wr+...

zbiezny w L*(a, b).

Dowéd twierdzenia IV. Z twierdzenia IIlI wynika, Ze ciag f(r —1,) jest
zupelny. Po ortonormalizacji Schmidta otrzymany ciag w, tez jest zupelny, a
wyrazami jego sa, jak wida¢ z konstrukcji, kombinacje liniowe przesunied
funkcji f(t—t,). Takze sumy czgSciowe rozwinigcia w szereg ortogonalny sg
kombinacjami przesuni¢¢ tych funkcyj, co dowodzi twierdzenia IV.

5. Aproksymacja przez sploty. Udowodnimy teraz

Twierozenie V. Niech fe 12(0, 1) i ||f] >0 dla kazdego £€(0, 1). Wow-
[¢]
czas zbior funkcyj f *g, gdzie ge [*(0, 1), jest gesty w I12(0, 1).

Twierdzenie to tylko tym rozni si¢ od twierdzenia 11, ze zamiast o L(0, 1)
jest o nim mowa o [*(0, 1). Dow6d poprzedzimy znowu pewnym lematem.

Lemat 4. Niech fel*(—oc, ) i niech J, bedzie ciggiem deltowym, tzn.
takim, Ze:

1° 4,eC(—x, x):

2° 0,(x) =0 poza przedzialem (—a,, a,) przy a, >0, a,— 0;

36,20 w (—a,, a,):

o
4 | o,=1.
. —.Z’
Wowczas || f *6,—f|| = 0 w L*(—x, o).
W tym lemacie nie musimy zakladaé, ze rozwazane funkcje sa rowne zeru
dla ujemnych wartosci argumentu. Roéwniez splot moze byé rozwazany

ogo6lnie, mianowicie jako catka od — xc do oc. Poniewaz jednak funkcje &, sa
rowne 0 poza (—a,, a,), splot redukuje si¢ do calki od —a, do a,.



O twierdzeniach Titchmarsha, Foiasa i o aproksymacji przesunieciami : 199

-

Dowo6d lematu 4. Mamy

[/ *8)()=f (01 =[ | f(x=08,0dt=f(x) [ 8,(0 dt]’

<[ [ 1f =0 =f (| /D /5,0 deT?

< [ S (x=D—f(xX)T*6,(0)dt- | 8,(r)dr.

Stad dla duzych n, takich, ze a, < 1, wynika, ze

® ® 1 ’
T U600~ Pdx < ] dx [ 1 6=0—F (T 8,0)dr

- - 1

[ o)

1
= [ 6,(0dt | [f(x=0)—f (0] dx.

_1 -
Na podstawie lematu 2 jest

[ ]

J [f(x=0—=f(x)]dx <¢, dla || <a,,
gdzie ¢, — 0 przy n— oco. Zatem

1
1f *6,=f11* < | 6,(0)&ndt =£,— 0.

-1
A to dowodzi lematu 4.

Dowod twierdzenia V. Niech f spelnia warunki twierdzenia V. Roz-
szerzamy f na (—oc, oc) zakladajac, ze f =0 poza przedzialem (0, I).
Woéwczas fe L?(—ov, oc) 1 dla kombinacji liniowej (4) mamy

© .

f(f_r)ém(T_ti)(IT

Wxby= ) & | flt—1=1)d,()dr =} 4
= i=1

i

= [ f(t—1)

= f*wm’

gdzie w,, naleza do C(—o0, 00) i zarazem do I*(—oo, o), a gwiazdka *
oznacza splot (3). Wobec lematu 4 mamy wigc ||f*w,—w]|—-0 w
[*(—o0, o) i tym samym w [*(0, 1). Jezeli ciag t,,t;, ... jest gesty w
przedziale (0, 1), to na podstawie twierdzenia 1V zbioér kombinacyj liniowych
(4) jest gesty w L*(0, 1), wobec czego zbidr funkcyj f*w,, jest gesty w
1%(0, 1). Mozemy dodatkowo zalozy¢, ze 6, =0 w (—o0, 0). Wtedy sploty
f *w,, redukuja si¢ w (0, 1) do splotow (1), co dowodzi twierdzenia V.

A0 (T—1t;)dt
i=1

i=
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Twierdzenie V wynika tez z udowodnionego w roku 1968 przez T. K.
Boehmego [4] twierdzenia, w ktérym dla dowolnie zadanej funkcji g z
17(0, 1) podaje on szereg ortogonalny Y ¢, taki, ze szereg Y g*¢, jest
zbiezny do g w I*(0, 1).

Z twierdzenia V mozemy latwo otrzymaé twierdzenie II w nastgpujacy
sposoéb:

Dowéd twierdzenia II. Niech feL(0,1) i [|f] >0 dla kazdego
0 .
ee(0,1). Wowczas [ = fx1= :[f jest funkcja ciagla, a wi@ckfe 12(0, 1);
0 »

nadto ‘ﬂf|>0 dla kazdego ¢e(0, 1). Na podstawie twierdzenia V, dla

0

kazdego he IZ(0, 1) istnieje ciag g,€ L?(0, 1) taki, zef*g,, — hw 20, 1). Ale
fxgn=(f*1)%g,=f+(lxg,), edzie 1xg,eC[0,1]< (0, 1).

Poniewaz h mozZe byé wybrane dowolnie w [2(0, 1), wynika stad, ze zbior
splotow f xg, gdzie ge L*(0, 1), jest gesty w I*(0, 1), a poniewaz zbior
1*(0, 1) jest gésty w L(0, 1), wiec zbidr splotow f =g jest gesty w L(0, 1) i
twierdzenie II jest dowiedzione.

6. Przypadek funkcyj ciaglych. Twierdzenia analogiczne do twierdzen IV i
V sq prawdziwe w przestrzeni C[0, 1] funkcyj ciaglych- w [0, 1] przy
zbieznosci jednostajnej. Poniewaz jednak splot (1) funkcyj ciaglych jest rowny
0 w zerze, musimy od razu zalozy¢, ze rozwazane funkcje ciagte sa réwne 0 w
zerze. Przestrzen takich funkcyj oznaczymy przez C,[0, 1]. Takze przy
aproksymacji przesunigciami f (¢ —t;), po to, aby funkcja przesunieta f (t—t;)
byla ciagta w [0, 1], musimy zalozy¢, ze f(0) = 0. Tak wigc.dla obu tych
typoOw aproksymacji, czy to przez sploty czy przez kombinacje liniowe
przesunig¢, naturalng klasg jest C,[0, 1], a nie C[O, 1].

TwierpzeENIE VL. Jezeli feCo[0, 1] i {|f| > e dla kazdego ¢€(0, 1), to
0

zbior splotow f =g, gdzie ge Cy [0, 1], jest gesty w Cy[0, 1] w sensie zbie-
Znosci jednostajnej.

Dowoéd. Funkcja f nalezy takze do I[*(0, 1), a wiec na podstawie
twierdzenia V zbidr splotow fxg, gdzie ge [*(0, 1), jest gesty w I2(0, 1).

. t

Napiszmy §= [g=g*1. Wtedy §eC,[0, 1], a ciagowi f*g,cl?(0, 1)

0
zbieznemu w 1*(0, 1) do h odpowiada ciag f+g,*1 zbiezny do hxf w
Co[0, 1], tzn. zbiezny jednostajnie. Stad wynika, ze zbi6r Z splotow f g,
edzie ge Cy [0, 1], jest gesty w zbiorze funkcyj postaci h x f. Ale zbidr ten jest
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gesty w Cy [0, 1], skad wynika, ze zbiér Z jest gesty w C, [0, 1], co nalezalo
udowodnié.

TwierpzenNie VII. Niech feC(—o0, ®), f=0w (—0,0 i f#0 w
pewnym prawostronnym otoczeniu punktu 0. Wtedy zbior kombinacyj liniowych
@), gdzie 0 <t; <...<t, <1, jest gesty w Cyo[0, 1] w sensie zbieznosci
jednostajnej.

Uwaga. Obecne zalozenie o f zastepuje poprzednie o calce f|f].

Dowod. Z twierdzenia VI wynika, ze dla kazdej funkcji goe Co[0, 1] 1
dla kazdego ¢ > O istnieje funkcja g taka, ze |f *xg(t)—go(t)] <&/2 w [0, 1].
Jezeli t; =i/n (i =0, ..., n), to z twierdzenia o wartosci sredniej wynika, ze

n—1ti+1

fro =S | f-0@di=1 T fu-)at

:‘»l*—‘

i=0

dla odpowiednio dobranych t; z przedziatu (z;, t;+ ). Stad dla 1€ [0, 1] mamy

|

| 1 n—1
6 |fro0—1 ¥ Se-1)g(t)

1 n—1
< 2 (=) =f =t -g (@) +1f (=)l -lg (z) =g (t)])-
i=0 :

Poniewaz funkcje f 1 g sa ciagle, wyrazenie pod znakiem prawej sumy staje
si¢ mniejsze od ¢/2 dla do$¢ duzych n, powiedzmy dla n > n,. Wobec tego
cala prawa strona w (5) staje si¢ mniejsza niz ¢/2 dla n > n,, a stad

1 n—1 *
gol—~ T ft=1)g(t)|<e dla re[0, 1],
ci=0
co dowodzi twierdzenia VII.

7. Uwagi koncowe. Wszystkie twierdzenia podane w tym artykule, z
wyjatkiem by¢ moze twierdzenia III, sa znane w literaturze. Nowoscig jest to,
ze dowody tu podane nie tylko nie korzystaja z metod pozaskonczonych, ale
z dowodow tych wynika sposob konstrukcji funkcyj aproksymujacych; nato-
miast dowody znane w literaturze opieraja si¢ swymi podstawami na indukcji
pozaskonczonej, z wyjatkiem jedynego dowodu w pracy T. K. Boehmego [3].
Udowodnit on tam twierdzenie V (wypowiedziane w nieco innej formie) przez
podanie ksztattu funkcyj aproksymujacych. Ale z jego dowodu zadne dalsze
konsekwencje nie byly wyciagnigte. Zauwazmy, ze wszystkie te dowody
(zarowno efektywne, jak 1 nieefektywne) opieraja si¢ na twierdzeniu
Titchmarsha. :
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Dodano w korekcie: Profesor C. Ryll-Nardzewski wykazal, ze twier-

dzenie III jest prawdziwe takze w przypadku —oo = a, b = oo, a falszywe,
gdy —o0 <a, b= 0.
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