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Metoda elipsoidalna w programowaniu liniowym *

W referacie tym (') przedstawie metode elipsoidalng, rozwinieta w Kijowie
w latach siedemdziesiatych przez N. Z. Shora [7] i wykorzystana przez L. G.
Khachiana [4] do programowania liniowego. Zaczne od przedstawienia
metody Khachiana, a nastepnie przedstawie pozniejsze jej modyfikacje.

Rozwazmy typowe zadanie programowania liniowego. Bedziemy maksy-
malizowaé¢ funkcj¢ liniowa postaci (c, x», gdzie ¢ jest stalym wektorem,
okreslona na przestrzeni R" z iloczynem skalarnym {, >, przy m ogranicze-
niach

{aj, x> < by, iell, ..., m],

bedacymi nierownosciami. liniowymi. Zakladamy, ze x > 0, co nie ma wply-
wu na ogdélnos¢ algorytmu.
Przy ujeciu Khachiana musimy zalozy¢, ze obszar dopuszczalny

) P:= |xeR"Y <a, x> < b, iell,...,m}, x=0]

jest zwarty o niepustym wnetrzu.

Powyzsze zadanie programowania liniowego rozwiaza¢ mozZna za pomoca
algorytmu sktadajacego si¢ z dwoch krokow:

(1) Korzystajac z metody elipsoidalnej, znajdujemy punkt Xe P (metoda
Wyznaczania tego punktu zostanie przedstawiona ponizej; zaldzmy na razie,
ze ten punkt jest juz okreslony).

(i) Obszar P zredukujemy przez dodanie nastgpujacej nierOwnosci:

{c, x) = <, X).

* Jest to tekst referatu wygloszonego (po polsku) dnia 13 wrzesnia 1985 r. na Zjezdzie
Naukowym PTM w Kielcach (przyp. red.). .

(') Autor serdecznie dzigkuje Polskiemu Towarzystwu Matematycznemu za zaproszenie na
zjazd w Kielcach oraz za mozliwo$é wygloszenia tego referatu. Szczegolnie serdecznie autor
dzigkuje profesorowi S. Rolewiczowi za zainteresowanie go tym zjazdem.
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Otrzymamy w ten sposob nowy obszar
P:=PnixeR| {c, x>>= {, X).

Do tego nowego obszaru stosujemy ponownie krok (i), tzn. znajdujemy
punkt Xe P, itd. W ten sposéb otrzymujemy ciag punktéw zbiezny do
rozwiazania optymalnego. ‘

Khachian [4] udowodnil, ze — przy pewnych zalozeniach — kazdy
pojedynczy krok w celu okreslenia punktu z obszaru dopuszczalnego jest
wielomianowym (), tzn. istnieje pewien wielomian p(n, m) dwu zmiennych
(gdzie n oznacza wymiar przestrzeni, a m to ilo$§¢ ograniczen) taki, ze liczba
wszystkich dzialan algebraicznych (facznie z pierwiastkowaniem) wykonanych
w tym kroku jest nie wigksza niz p(n, m).

Teraz pokazemy, w jaki sposob wykorzystujemy metode elipsoidalng do
wyznaczenia punktu X. Obszar dopuszczalny (1) jest zwarty, zatem P jest
zawarte w pewnej kuli. Przy danym iloczynie skalarnym kule sa elipsoidami.
Be¢dziemy konstruowaé pewien cigg elipsoid, ktorych objetosci maleja do
zera (co wigcej, stosunek kolejnych objetosci jest ograniczony z goéry przez
pewna liczb¢ mniejsza od 1), nadto kazda z nich zawiera obszar dopuszczal-
ny. Poniewaz obszar dopuszczalny ma niepuste wngtrze, jego objetosé jest
dodatnia. Wynika stad, ze po pewnej liczbie krokow s$rodki elipsoid beda
naleze¢ do obszaru dopuszczalnego.

W k-tym kroku rozwazmy elipsoidg

(2 E, = E (A, x):= (xe R (x—xy), Ay "(x=x)> < 1],

gdzie A, jest macierza symetryczng dodatnio okreslona, przédstawiajaca osie
elipsoidy, a x, jest S$rodkiem elipsoidy (x,eR"). Zakladamy, ze

ENALX)

—————— == = LG X0 = (g, X?

—————— — = L0 Xx) -=b,~0

(a;o,x) - (a,o,xk) Y (%, Ak%)
Rys. 1

(%) Bylo to rozwigqzanie problemu nurtujacego przez kilkanascie lat $rodowisko numery-
czne; nie wiadomo bylo, czy taki algorytm istnieje. Uzywany powszechnie algorytm symplex w
niektorych zlosliwych przypadkach moze wymagaé liczby obliczen rosnacej eksponencjalnie
wraz z wymiarem przestrzeni, nawet przy pewnych zatoZeniach o wspoélczynnikach (przyp. red.).
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P < E,(A,, x;). Wzajemne poltozenie E, i P pokazuje rysunek 1 (w przypad-
ku dwéch zmiennych i trzech ograniczen, tzn. n = 2, m = 3).

Teraz rozpatrzmy dwa przypadki: Jezeli srodek elipsoidy jest _]UZ punk-
tem obszaru dopuszczalnego, tzn. x, € P, to algorytm jest zakonczony. W
przeciwnym przypadku istnieje co najmniej jedna hiperplaszczyzna niedopu-
szczalna dla punktu x; o r()wnaniu
(3) a, X = by,
tzn. taka, ze (a4;, ) > by .

Konstrukcja przebiega dalej nastgpujaco: Hiperplaszczyzng (3) przesuwa-
my rownolegle do punktu $rodkowego x,. T¢ sama hiperplaszczyzng przesu-
wamy réwniez réwnolegle tak, aby byla styczna do elipsoidy (rys. 1).

Otrzymujemy w1§ dwie hiperplaszczyzny. Pierwsza przechodzi przez punkt
X, 1 ma rownanie

(4) ;o x> = L, %)
Druga hiperplaszczyzna ma rownanie

(5) 109 X> = <a109 xk> (alo, >a

gdzie z jest wektorem o poczatku w punkcie stycznosci 1 koncu x,. Nowa
elipsoida Ej . (Ax+1, Xc+1) jest teraz wyznaczona w sposob jednoznaczny
przez punkty przecigcia hiperplaszczyzny (4) z elipsoida E, (A, x,) i przez
punkt stycznosci hiperptaszczyzny (5) z ta elipsoidg (rys. 2). Zauwazmy, ze ta
nowa elipsoida ma te sama hiperplaszczyzne podparcia co elipsoida E,.

E A, x,)

Ekd(Akd :an)

(G,'D,X> - (Oio,xk) —v (Uio’AkO,-o)

Rys. 2
Latwy rachunek pokazuje, ze wektor z moze by¢ okreslony wzorem

A g,

z:= ;

@i Ax @i

ponadto
1
Xk+1 = xk—' Z

n+1
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oraz
2
- . n

. 5 -
= A, — z
A v nz—l( K n+12® ),

gdzie produkt tensorowy z®z jest macierza n x n otrzymang jako iloczyn z z
kolumny bedacej transpozycja z' wektora z:=(zy, ..., z,) przez wektor z.

Powyzsze wzory pochodza od Khachiana. Czytajac prace Shora, mozna
zauwazy¢, ze wzory te sa dokladnie wzorami na elipsoide o najmniejszej
objetosci, zawierajaca czes¢ wspodlna elipsoidy E, i obszaru miedzy plaszczyz-
nami (4) 1 (5) (rys. 2).

Teraz przedstawimy modyfikacj¢ tej metody. Zostala ona opisana w
mojej pracy wspodlnej z Hermannem Konigiem [5].

Wezmy dwie hiperptaszczyzny, z ktorych jedna jest niedopuszczalna i ma
rownanie (3), a druga jest dopuszczalna, o réwnaniu

(6) ajg, X> = by,
Niech teraz H bedzie przecigciem elipsoidy z hiperptaszczyzng (6). Rozwazmy
teraz hiperptaszczyzn¢ podpierajaca zbior H, rownolegla do hiperplaszczyzny

(3). Nowa elipsoida jest teraz elipsoida o najmniejszej objetosci zawierajaca
obszar przedstawiony jako czworokat na rysunku 3.

E{Ak,Xk}

“_'_—'— (a,’o,x) - (a,o,xk)

———— — —— — G, x) =by

1<
Eko‘l IAkd ,qu)

\\
(GI‘O,X) -bjo

(a’D’X) = (G,'O,Xk) —v (G,'U, Aka’O)

Rys. 3

Aby przedstawi¢ wzory opisujace t¢ elipsoide, wprowadzamy nowe wspot-
rzgdne ¢; i n;. Wielkosci te zaznaczone sa klamrami na rysunku 3. Zauwaz-
my, ze na mocy twierdzenia Talesa mamy

ES o i i )by, L —biy+<aig Xi)
1 @i Xi > — (K@i X4 > — <y, 2)) b A ,

co daje ¢; . Wyznaczenie 7; nie jest tak proste. Zauwazmy, ze stosunek nj, do

dlugosci wektora —z nie zmienia si¢ przy przeksztalceniach afinicznych.
Wobec tego przeksztalcamy elipsoide w kule jednostkowa o $rodku w
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punkcie zero. Oznaczamy przez e, k-ty wektor jednostkowy w R". Bez
zmiany ogdlnosci mozemy zalozy¢, ze obraz punktu srodkowego x; lezy w
poczatku uktadu wspoétrzednych, a obraz wektora —z lezy na pierwszej osi.
Teraz czg$¢ poludniowa elipsoidy lezy w potnocnej czesci kuli (rys. 4).

le1: -Z

Ay Ojo,)() =bjﬂ

Ty =0+,

€0yn

Po dokonaniu transformacji elipsoidy w kulg zachowujemy poprzednie
oznaczenia. Przypusémy wiec, Ze (3) jest rOwnaniem hiperptaszczyzny dopu-
szczalnej, a (6) — niedopuszczalnej. Wektor prostopadly do hiperptaszczyzny
dopuszczalnej oznaczamy przez w. Niech « oznacza kat migdzy wektorem w
a wektorem jednostkowym e,. Zauwazmy, ze « jest robwniez katem migdzy
hiperptaszczyzna dopuszczalng a hlperplaszczyznq prostopadia do pierwszej
osi oraz ze cosa = {w, e; ).

Szukana wielkos¢ jest suma n;, = n) +n'2, gdzie

nly = bj,cosa,
a bj, jest odlegloscia hiperptaszczyzny dopuszczalnej od poczatku ukladu

wspolrzednych. Z twierdzenia Pitagorasa wynika, ze

2 = J1-b} sina = /1-b% /1 —cos?x.

Wracajac z tymi rownaniami do wyjsciowej k-tej elipsoidy, mozemy
okresli¢:
(bjo‘“ <aj0’ X)) <aj0, z)

<aj0’ Ak aj0>
1
4 (1 (bjo = <@g X))* 2 (1 (i, 2)* 2
g Ardjo) ) a4 Ak aj0>) '

:=max{;, 7n:=minp;,
i j

"joz=

-

Niech teraz

1
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gdzie i jest wskaznikiem hiperplaszczyzny niedopuszczalnej, a j wskaznikiem
hiperptaszczyzny dopuszczalnej. Biorac liczby ¢ i p, otrzymamy czgs¢ K o
najmniejszej grubosci zawierajaca obszar dopuszczalny. Teraz nasze zadanie
sprowadza si¢ do znalezienia wzoréw opisujacych elipsoide o najmniejsze;
objetosci zawierajaca K. W tym celu zauwazmy, ze przeksztalcenie afiniczne
zachowuje stosunki objetosci. Transformujemy wiec ponownie elipsoid¢ na
kulg jednostkowa (rys. 5).

€ =-Z
; Eql1d,0]
Vi
7 biin ETEZ (Az v be,)
=
* [ ezr")en

Rys. 5

Latwo zauwazyé, ze w przestrzeni R* prawdziwe sa nastepujace wzofy:
A = A A—1z®2z),  Xpqq 1= X —72,

opisujace osie i $rodek elipsy o najmniejszej objetosci, gdzie A, u, yeR.
Wzory te opisuja rowniez poszukiwang elipsoid¢ o najmniejszej objgtosct w
przestrzeni R". Wynika to z twierdzenia F. Johna [3], mowiacego, ze dla
obszaru zwartego i wypukiego w R", elipsoida o najmniejszej objgtosci
zawierajaca ten obszar jest jednoznacznie wyznaczona. Zatem przez obrot
uktadu wspoélrzegdnych wokét pierwsze) osi otrzymamy ogo6lng sytuacje w R".

Oznaczamy teraz kule jednostkowa przez E, (I, 0), gdzie I jest macierza
jednostkowa, oraz poszukiwang elipsoide przez E,(A4,, be,), gdzie be R (rys.
5). A wiec A, jest postaci A(I—pel ®e,), tzn.

A(1—p) 0
2
A2 _ )-

0 A

Stad wynika, ze réwnanie szukanej elipsoidy jest postaci:
Lox? (g —b)?
=2 4 A(l—y)
Dla x; = ¢ otrzymujemy roéwnanie
1—¢&2 —b)?
(1-8) E=b7 _

) PR Y 1,
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a dla x, = n otrzymamy drugie rownanie postaci:

(1=n%, (n—=h)°
\ =1
® ' FRRTT R
Z powyzszych rownan wynika, ze b = u(¢+n)/2. Po podstawieniu b do
rOwnania (8) i zastapieniu (1 — u) przez ¢, otrzymamy réwnanie kwadratowe:
E+n? o’ —(@(A=D+2(1*+ &) e+(n—9* = 0.

Rownanie to ma dwa pierwiastki:

i Ent )z
2(/1—1)+('12+c“2)+[(/.—1)2+(f72+62)(2—1)+ 5 ]

Pr2= (E+n)?

Wystarczy rozpatrzy¢ tylko jeden z tych pierwiastkow, np. ¢,, pomnozony
przez stala (¢ +n)*. Objetosé elipsoidy jest roOwna
1
VO](EZ (A2, bey)) = c(A"9,)2,

gdzie ¢ > 0 jest pewna stala. Zatem objetos¢ jako funkcje zmiennej 4 piszemy
w postaci:
e\
V)= 1"[2(2—1)+(n2+€“2)—2(()~—1)2+(r72+62)(i~1)+—2~) ]

Aby znalez¢ ekstremum tej funkcji, zauwazmy, Zze ma ona tylko ekstrema
wewnetrzne. Pochodna jej jest postaci

* ’7262 3
V(1) = nA"! [2().—1)+(n2+a:2)-2((}.-1)2+(n2+§2)().-1)+ ) ]

1

”"P” 2(A= D)+ +n?) ]
((l— 1?+(n*+ &) (A~ 1)+%r12c"2)24

Rownanie V'(4) = 0 ma rozwiazanie 4 = 0 oraz

1
_on E4nt ((P=E) (1= =)\
i—nz—lll— 2 +( 4 * n’ )J

Dla tej drugiej wartosci funkcja ¥ ma minimum globalne. Latwo obliczyé, ze
(n—%>?

1 b4

n’+52+2(%i—1)

p=1- y = E+[(-1+E)(1 -]t

2 — Wiadomoici Matematyczne XXVII
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W przypadku specjalnym, gdy n = 1, otrzymujemy wzory Goldfarba-Todda
[2], a mianowicie
n? 2 1+né 1+né
b= (=8, u -

T n2—1

Taxl dxe Ty

Natomiast w przypadku, gdy n =1 i ¢ =0, otrzymamy oryginalne wzory
Khachiana.

Te metode mozna tez zastosowaé do programowania wypuklego. Mozna
to znalezé w pracach Eckera-Kupferschmida [1] i P. Rechta [6].

Na Uniwersytecie w Karlsruhe zostal opracowany program komputerowy
(w jezyku FORTRAN) dla zadania liniowego i kwadratowego wykorzystuja-
cego metode elipsoidalng. W porownaniu algorytmu sympleks z metoda
~elipsoidalng (w przypadku liniowym), sympleks jest duzo szybszy. Wynika to
z tego, ze w metodzie elipsoidalnej w kazdym kroku nalezy obliczy¢ bardzo
wiele iloczynéw skalarnych. Najwigkszymi przykladami, dla ktérych zastoso-
wano u nas metode elipsoidalna, byly problemy liniowe z 500 ograniczeniami
i 100 zmiennymi. Na komputerze IBM 360/165 albo SIEMENS 7880 czas
obliczen dla tych przyktadow jest dluzszy od jednej godziny CPU. Oznacza
to, Zze ten algorytm nie nadaje si¢ do uzycia dla zadan o duzym wymiarze.

Z drugiej strony algorytm elipsoidalny jest bardziej stabilny. Istniejg
mianowicie przyktady (pierwszy z nich podany przez S. Walukiewicza [8]), w
ktorych algorytm sympleks nie jest zbiezny do punktu optymalnego, ponie-
waz kroki w tym algorytmie nie sg stabilne. Metoda elipsoidalna zastosowa-
na do tego przykladu daje rozwigzanie optymalne.
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