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Metoda elipsoidalna w programowaniu liniowym*

W  referacie tymC1) przedstawię m etodę elipsoidalną, rozwiniętą w K ijow ie 
w latach siedemdziesiątych przez N. Z . Shora [7 ]  i wykorzystaną przez L. G . 
Khachiana [4 ] d o  program owania liniowego. Zacznę od  przedstawienia 
metody Khachiana, a następnie przedstawię późniejsze jej modyfikacje.

Rozważm y typow e zadanie program owania liniowego. Będziemy m aksy­
malizować funkcję liniową postaci (c, x> , gdzie c jest stałym wektorem, 
określoną na przestrzeni Rn z iloczynem  skalarnym < , ) ,  przy m ogranicze­
niach

<<ł,-, x>  ^ i e  J1, . . . ,  m\,

będącymi nierównościami liniowymi. Zakładam y, że x ^  0, co  nie ma w pły­
wu na -ogólność algorytmu.

Przy ujęciu Khachiana musimy założyć, że obszar dopuszczalny

(1) P :  =  \ x e  R"| ( a h x> ^ b h i e  11, ..., m ) , x > 0}
(

jest zwarty o  niepustym wnętrzu.
Powyższe zadanie program owania liniowego rozwiązać m ożna za pom ocą 

algorytmu składającego się z dw óch  k roków :
(i) Korzystając z metody elipsoidalnej, znajdujemy punkt x e P  (m etoda 

wyznaczania tego punktu zostanie przedstawiona poniżej; załóżm y na razie, 
że ten punkt jest już określony).

(ii) Obszar P  zredukujemy przez dodanie następującej nierówności:

<C, X> ^  <c, x>.

* Jest to tekst referatu wygłoszonego (po polsku) dnia 13 września 1985 r. na Zjeździe 
Naukowym PTM w Kielcach (przyp. red.). - ^

( l) Autor serdecznie dziękuje Polskiemu Towarzystwu Matematycznemu za zaproszenie na 
zjazd w Kielcach oraz za możliwość wygłoszenia tego referatu. Szczególnie serdecznie autor 
dziękuje profesorowi S. Rolewiczowi za zainteresowanie go tym zjazdem.
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Otrzym am y w ten sposób  nowy obszar

P  : =  P  n  [x e  Rn\ <c, x> ^  (c, x ) j .

D o  tego now ego obszaru stosujemy ponow nie krok (i), tzn. znajdujemy 
punkt x e P ,  itd. W  ten sposób  otrzymujem y ciąg punktów zbieżny d o  
rozwiązania optym alnego.

Khachian [4 ] udow odnił, że — przy pewnych założeniach — każdy 
pojedynczy krok w celu określenia punktu z obszaru dopuszczalnego jest 
w ielom ianow ym (2), tzn. istnieje pewien wielomian p(n, m) dwu zmiennych 
(gdzie n oznacza wymiar przestrzeni, a m to ilość ograniczeń) taki, że liczba 
wszystkich działań algebraicznych (łącznie z pierwiastkowaniem) wykonanych 
w tym kroku jest nie większa niż p(n, m).

Teraz pokażem y, w jaki sposób  wykorzystujemy metodę elipsoidalną d o  
wyznaczenia punktu x. O bszar dopuszczalny (1) jest zwarty, zatem P  jest 
zawarte w pewnej kuli. Przy danym iloczynie skalarnym kule są elipsoidami. 
Będziemy konstruow ać pewien ciąg elipsoid, których objętości maleją do 
zera (co  więcej, stosunek kolejnych objętości jest ograniczony z góry przez 
pewną liczbę mniejszą od  1), nadto każda z nich zawiera obszar dopuszczal­
ny. Ponieważ obszar dopuszczalny ma niepuste wnętrze, jeg o  objętość jest 
dodatnia. W ynika stąd, że po  pewnej liczbie kroków  środki elipsoid będą 
należeć do  obszaru dopuszczalnego.

W  k -lym kroku rozw ażm y elipsoidę

(2) E k =  E k(Ak, xk) : =  \x e R n\ ć ( x - x fc), Ak 1 ( x -x * )>  ^  1J,

gdzie A k jest macierzą symetryczną dodatnio określoną, przedstawiającą osie 
elipsoidy, a xk jest środkiem elipsoidy (xke R n). Zakładam y, że

(2) Było to rozwiązanie problemu nurtującego przez kilkanaście lat środowisko numery­
czne; nie wiadomo było, czy taki algorytm istnieje. Używany powszechnie algorytm symplex w 
niektórych złośliwych przypadkach może wymagać liczby obliczeń rosnącej eksponencjalnie 
wraz z wymiarem przestrzeni, nawet przy pewnych założeniach o współczynnikach (przyp. red.).
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P c  E k{A k, xk). W zajemne położenie E k i P  pokazuje rysunek 1 (w przypad­
ku dw óch  zmiennych i trzech ograniczeń, tzn. n =  2, m =  3).

Teraz rozpatrzm y dwa przypadki: Jeżeli środek elipsoidy jest już punk­
tem obszaru dopuszczalnego, tzn. xkeP , to  algorytm  jest zakończony. W  
przeciwnym przypadku istnieje co  najmniej jedna hi per płaszczyzna niedopu­
szczalna dla punktu xk o równaniu

(3) < % ,  *>  =  big, 

tzn. taka, że (alQ, xk}  >  biQ.
Konstrukcja przebiega dalej następująco: Hiperpłaszczyznę (3) przesuwa­

my równolegle d o  punktu środkow ego xh. Tę samą hiperpłaszczyznę przesu­
wamy również rów nolegle tak, aby była styczna d o  elipsoidy (rys. 1). 
Otrzymujem y w i g  dwie hiperpłaszczyzny. Pierwsza przechodzi przez punkt 
xk i ma równanie

(4) <aiQ, x> =  (aiQ, xk}.

Druga hiperpłaszczyzna ma równanie

(5) <aiQ, x )  = (aiQ, xk) ~  <aiQ, 2 >,

gdzie z jest wektorem  o  początku w punkcie styczności i końcu xk. N ow a 
elipsoida E k + l(A k+1, xk + l) jest teraz wyznaczona w sposób  jednoznaczny 
przez punkty przecięcia hiperpłaszczyzny (4) z elipsoidą E k(A k, xk) i przez 
punkt styczności hiperpłaszczyzny (5) z tą elipsoidą (rys. 2). Zauważm y, że ta 
nowa elipsoida ma tę samą hiperpłaszczyznę podparcia co  elipsoida E k.

Łatwy rachunek pokazuje, że w ektor z m oże być określony wzorem
A  %

ponadto
1
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oraz
* . n2 ( 2 \ \ •

^ * + l = - 2  T \ A k -------- — T Z ® Z  1,tt — 1 \ «+ 1  )

gdzie produkt tensorowy z® z  jest macierzą n x n  otrzymaną ja k o  iloczyn zT z 
kolum ny będącej transpozycją zT wektora z :  =  (zlt . . . ,  zn) przez wektor z.

Powyższe w zory pochodzą  od  Khachiana. Czytając pracę Shora, m ożna 
zauważyć, że w zory te są dokładnie wzorami na elipsoidę o  najmniejszej 
objętości, zawierającą część wspólną elipsoidy E k i obszaru między płaszczyz­
nami (4) i (5) (rys. 2).

Teraz przedstawimy m odyfikację tej metody. Została ona opisana w 
mojej pracy wspólnej z Hermannem K ónigiem  [5 ].

W eźm y dwie hi per płaszczyzny, z których jedna jest niedopuszczalna i ma 
równanie (3), a druga jest dopuszczalna, o  równaniu **

(6) <aJ0’ *> =  bw
Niech teraz H  będzie przecięciem elipsoidy z hiperpłaszczyzną (6). Rozważm y 
teraz hiperpłaszczyznę podpierającą zb iór H, równoległą do  hi per płaszczyzny
(3). N ow a elipsoida jest teraz elipsoidą o  najmniejszej objętości zawierającą 
obszar przedstawiony ja k o  czw orokąt na rysunku 3.

• A by przedstawić wzory opisujące tę elipsoidę, wprowadzam y nowe w spół­
rzędne c, i t]j. W ielkości te zaznaczone są klamrami na rysunku 3. Zauw aż­
my, że na m ocy twierdzenia Talesa mamy

^i'o» ^io biQ +  (aiQ, xky

1 ~ <«(0. **> - <%, Z» "  At \ > ’

co  daje ęiQ. W yznaczenie rjj nie jest tak proste. Zauważm y, że stosunek rjjQ d o

długości wektora — z nie zmienia się przy przekształceniach afinicznych. 
W obec tego przekształcamy elipsoidę w kulę jednostkow ą o  środku w
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punkcie zero. Oznaczam y przez ek k-ty wektor jednostkow y w /?". Bez 
zmiany ogólności m ożem y założyć, że obraz punktu środkow ego xk leży w 
początku układu współrzędnych, a obraz wektora - z  leży na pierwszej osi. 
Teraz część południow a elipsoidy leży w północnej części kuli (rys. 4).

Po dokonaniu transformacji elipsoidy w kulę zachowujem y poprzednie 
oznaczenia. Przypuśćmy więc, że (3) jest równaniem hiperpłaszczyzny d op u ­
szczalnej, a (6) — niedopuszczalnej. W ektor prostopadły d o  hiperpłaszczyzny 
dopuszczalnej oznaczam y przez w. N iech ot oznacza kąt między wektorem w 
a wektorem  jednostkow ym  ex. Zauważm y, że a jest również kątem między 
hi per płaszczyzną dopuszczalną a hiperpłaszczyzną prostopadłą d o  pierwszej 
osi oraz że cos a =  <w, e t >.

Szukana wielkość jest sumą rjjQ =  gdzie

a bjQ jest odległością hiperpłaszczyzny dopuszczalnej od  początku układu 
współrzędnych. Z  twierdzenia Pitagorasa wynika, że

W racając z tymi równaniami d o  wyjściowej A:-tej elipsoidy, możemy 
określić:

Rys. 4

C  =  v/ l - fcJosina =  V7' “ cos2*-

<*W * * »  < a io> z >  

<*Jo» aJo ̂

Niech teraz

^ := m a x ^ , ^ := m in ^ ,
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gdzie i jest wskaźnikiem hiperpłaszczyzny niedopuszczalnej, a j  wskaźnikiem 
hiperpłaszczyzny dopuszczalnej. B iorąc liczby ę i rj, otrzymamy część K  o  
najmniejszej grubości zawierającą obszar dopuszczalny. Teraz nasze zadanie 
sprowadza się d o  znalezienia w zorów  opisujących elipsoidę o  najmniejszej 
objętości zawierającą K.  W  tym celu zauważmy, że przekształcenie afiniczne 
zachow uje stosunki objętości. Transformujemy więc ponow nie elipsoidę na 
kulę jednostkow ą (rys. 5).

Łatwo zauważyć, że w przestrzeni R 2 prawdziwe są następujące w zory:

Ak + 1 : =  A(Ak- ^ z ® z ) ,  xk + 1 : = x k- y z ,

opisujące osie i środek elipsy o  najmniejszej objętości, gdzie A ,n ,y e R .  
W zory te opisują również poszukiwaną elipsoidę o  najmniejszej objętości w 
przestrzeni Rn. W ynika to z twierdzenia F. Johna [3 ], m ówiącego, że dla 
obszaru zwartego i wypukłego w Rn, elipsoida o  najmniejszej objętości 
zawierająca ten obszar jest jednoznacznie wyznaczona. Zatem  przez obrót 
układu współrzędnych w okół pierwszej osi otrzym am y ogólną sytuację w Rn.

O znaczam y teraz kulę jednostkow ą przez E l (I,  0), gdzie /  jest macierzą 
jednostkow ą, oraz poszukiwaną elipsoidę przez E 2(A 2, hct), gdzie b e R  (rys. 
5). A więc A 2 jest postaci 2.(1 —  tzn.

A(\ - f i )  0
A

A

0 A

Stąd wynika, że równanie szukanej elipsoidy jest postaci:

" xf (x i - b ) 2

i= 2  ̂ •*(!-/<)
Dla =  £ otrzym ujem y równanie

( i - a  ( t - b ) 2
A A ( l - n )

(7)
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a dla =  rj otrzymamy drugie równanie postaci:

(8)

Z powyższych równań wynika, że b =  fi(ę +  rj)/2. Po podstawieniu b do 
równania (8) i zastąpieniu (1 —^) przez ę , otrzymamy równanie kwadratowe:

Równanie to ma dwa pierwiastki:

Wystarczy rozpatrzyć tylko jeden z tych pierwiastków, np. q>x, pomnożony 
przez stałą {Ź +  rj)2. Objętość elipsoidy jest równa

gdzie c >  0 jest pewną stalą. Zatem objętość jako funkcję zmiennej Я piszemy 
w postaci:

Aby znaleźć ekstremum tej funkcji, zauważmy, że ma ona tylko ekstrema 
wewnętrzne. Pochodna jej jest postaci

Równanie V (a) =  0 ma rozwiązanie л =  0 oraz

Dla tej drugiej wartości funkcja V ma minimum globalne. Łatwo obliczyć, że

2 — Wiadomości Matematyczne XXVII
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W  przypadku specjalnym, gdy 1/ =  1, otrzymujem y wzory G old farba -T od da  
[2 ], a m ianowicie

( l - £ 2),
2 l+w£

n + 1

Natomiast w przypadku, gdy t] =  1 i ć =  0, otrzym am y oryginalne wzory 
Khachiana.

Tę m etodę m ożna też zastosow ać d o  program owania wypukłego. M ożna 
to znaleźć w pracach Eckera-Kupferschm ida [1 ]  i P. Rechta [6 ].

Na Uniwersytecie w Karlsruhe został opracow any program kom puterowy 
(w języku F O R T R A N ) dla zadania liniowego i kwadratowego wykorzystują­
cego m etodę elipsoidalną. W  porównaniu algorytmu sympleks z metodą 
elipsoidalną (w przypadku liniowym), sympleks jest dużo szybszy. W ynika to 
z tego, że w m etodzie elipsoidalnej w każdym kroku należy obliczyć bardzo 
wiele iloczynów  skalarnych. Największymi przykładami, dla których zastoso­
wano u nas m etodę elipsoidalną, były problem y liniowe z 500 ograniczeniami 
i 100 zmiennymi. Na kom puterze IBM  360/165 albo SIEM EN S 7880 czas 
obliczeń dla tych przykładów  jest dłuższy od  jednej godziny C P U . Oznacza 
to, że ten algorytm nie nadaje się d o  użycia dla zadań o  dużym wymiarze.

Z  drugiej strony algorytm  elipsoidalny jest bardziej stabilny. Istnieją 
m ianowicie przykłady (pierwszy z nich podany przez S. W alukiewicza [8 ]), w 
których algorytm  sympleks nie jest zbieżny do  punktu optym alnego, ponie­
waż kroki w tym algorytmie nie są stabilne. M etoda elipsoidalna zastosow a­
na d o  tego przykładu daje rozwiązanie optymalne.
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