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O  izometriach w przestrzeni trójwymiarowej

1. Wstęp. W iadom o, że dow olną izometrię przestrzeni trójwym iarowej 
m ożna uzyskać jak o  złożenie nie więcej niż czterech symetrii płaszczyzno­
wych, przy czym  istnieją izometrie (ruch śrubowy), które nie są złożeniem  
mniej niż czterech symetrii płaszczyznowych. Jest również rzeczą znaną, że 
dow olna izometria płaszczyzny jest złożeniem  nie więcej niż trzech symetrii 
osiowych, przy czym  istnieją izometrie (symetria z poślizgiem), które nie są 
złożeniem mniej niż trzech symetrii osiowych.

W  W iadom ościach M atem atycznych 13(1971) ukazała się praca Wiesława 
Mielniczuka i Jerzego Zabilskiego Izometrie jako złożenia symetrii o osiach 
należących do sumy pęku i kierunku. Opierając się na znanym fakcie, że 
dow olna izometria płaszczyzny jest złożeniem  symetrii o  osiach należących 
do sumy dow olnego pęku i dow olnego kierunku, autorzy dowiedli między 
innymi, że każda izometria jest złożeniem  co  najmniej czterech symetrii o  
osiach z tego zbioru.

W  niniejszej pracy (*) dow iodę, że podobny rezultat m ożna uzyskać w 
przestrzeni trójwym iarowej. O tóż  okazuje się, że w tym celu wystarczy 
rozpatrzyć sumę m nogościow ą wiązki [p ], tzn. wszystkich płaszczyzn 
przechodzących przez dow olny ustalony punkt p, i kierunku [P ], czyli 
wszystkich płaszczyzn rów noległych d o  dow olnej ustalonej płaszczyzny P. 
W ów czas każdą izometrię przestrzeni m ożna uzyskać ze złożenia nie więcej 
niż pięciu symetrii względem płaszczyzn ze zbioru  [p ] u  [ P ] . C o  więcej, 
istnieją izometrie, które nie są złożeniem  mniej niż pięciu symetrii względem 
płaszczyzn z tego zbioru.

i
2. Przypomnienie niektórych własności izometrii. Poniższe własności izo- 

metrii w przestrzeni trójwym iarowej są dobrze znane, ale trudno byłoby 
wskazać książkę, gdzie byłyby systematycznie wyłożone.

(*) Jest to praca studencka wykonana w Instytucie Matematyki UW (przyp. red.).
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Niech SP oznacza symetrię względem płaszczyzny P. W  dalszej części 
będę korzystać z następujących faktów :

2.1. Dla dow olnych  płaszczyzn A, B, C , jeśli SB{A) =  C, to SA =  SBSCSB.
2.2. D la dow olnego punktu p i dow olnych  płaszczyzn A, B istnieją 

płaszczyzny C, D  takie, że SBSA = SDSC oraz C e [ / ? ] .

2.3. Z łożenie czterech symetrii względem płaszczyzn przecinających się w 
punkcie a jest obrotem  w ok ół pewnej prostej przechodzącej przez punkt a.

2.4. Jeśli dla płaszczyzn A, B, C  jest A r \ B n C  =  0 ,  to SCSBSA jest 
symetrią z poślizgiem.

3. Twierdzenia o rozkładzie izometrii. Ustalmy pewien kierunek [P ]  i 
wiązkę [p ].

3.1. Lemat. Dla dowolnej płaszczyzny A istnieje płaszczyzna Pe[p] taka, 
że SB( A ) e [ P j .

D o w ó d .  Rozważm y następujące dwa przypadki:
1° /4<£[P]. W ów czas za B  m ożna przyjąć płaszczyznę przechodzącą przez 

punkt p i rów noległą d o  płaszczyzny symetrii kąta jaki tworzą płaszczyzny A 
i P.

2° / ł e [ P ] .  W tedy za B wystarczy przyjąć płaszczyznę równoległą d o  A  i 
przechodzącą przez punkt p.

3.2. Lemat. Dla dowolnej płaszczyzny A istnieją płaszczyzny Pe[p]  i 
Ce [P] takie, że SA = S BSCSB.

D ow ód  wynika bezpośrednio z 2.1 i 3.1.
Ponieważ dow olną izometrię m ożna uzyskać ze złożenia symetrii pła­

szczyznowych, zatem z pow yższego lematu wynika, że wystarczy ograni­
czyć się do  rozkładu względem płaszczyzn ze zbioru [ p ] u [ P ] .

3.3. Lemat. Dla dowolnych płaszczyzn A, B, C istnieją płaszczyzny D, F, 
H , I ,  K e  [p] u  [P] takie, że

S c S B S A — S K S j S H S F  S u

D o w ó d .  W obec 2.2 istnieją takie płaszczyzny D, E, że SBSA =  SE SD i 
D e[p ], oraz takie płaszczyzny F, G, że SCSE = S GSF i P e[p ]. W ów czas 
SCSBSA =  SGSF SD i F, D e [ p ] .  Na m ocy 3.2 istnieją takie płaszczyzny 
H, I, k e [ p ] u [ P ]  (gdzie K  =  H), że SĜ SKSISH. Zatem  SCSBSA =  
=  SK StSH SF SD, gdzie D, F, H, 1, K e [ p ] u [ P ] .

3.4. Lemat. Dla dowolnych płaszczyzn A, B, C, D istnieją płaszczyzny M, 
N, P, P e [ p ] u [ P ]  takie, że

$d $c Sb Sa — SN SM SR SP.

D o w ó d .  Na m ocy 2.2 istnieją płaszczyzny E, F, G, H, I, K  takie, że

Sb Sa — SF SE, Sc SF — SHSG, Sd Sh — SK St
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oraz £, G, / e [ p ] .  W ów czas SDSCSBSA =  SKS,SGSE. Z  3.2 wynika, że 
istnieją płaszczyzny L, M , N  takie, że £ , N e [ p ] ,  M e [ P ]  oraz S* =  SNSMSL 
(L  =  N). Stąd

$ d  Sc Sb — S N S M S L  S i S G S e

i £ , G, / ,  L, N e [ p ]  oraz M g [P ] ,  Z  2.3 w iadom o, że SL SjSGSE =  SRSP i 
R, P e [ p ] .  Zatem  SDSCSBSA =  SNSMSRSP oraz M , IV, P, P e [ p ] u [ P ] .

W obec faktu, że dow olną izometrię przestrzeni m ożna uzyskać ze złoże­
nia co  najmniej czterech symetrii płaszczyznowych, bezpośrednią konsekwen­
cją 3.3 i 3.4 jest

3.5. Twierdzenie. Dowolną izometrię przestrzeni trójwymiarowej można 
uzyskać ze złożenia nie więcej niż pięciu symetrii względem płaszczyzn ze 
zbioru [p ] u  [ P ] .

O znacza to, że dla dow olnego niezdegenerowanego ruchu śrubow ego nie 
ma znaczenia (ze względu na liczbę symetrii), czy rozkładam y go  w zbiorze 
wszystkich symetrii czy też w zbiorze generowanym  przez płaszczyzny pew­
nego pęku i wiązki.

3.6. Twierdzenie. Istnieje izometria, która nie jest złożeniem mniej niż 
pięciu symetrii względem płaszczyzn ze zbioru [ p ] u [ P ] .

D  o  w ó d . Niech ą będzie punktem takim, że ą #  p i pq\\P. W ykażę, że 
szukanym przekształceniem m oże być izometria Sq (symetria względem punk- 
tu q).

Przypuśćmy, że tak nie jest. W ów czas, ze względu na nieparzystość SĄ, 
istnieją płaszczyzny A, B, C e  [p ]  u  [P ]  takie, że SĄ =  SCSBSA. Rozważm y 
następujące dwa przypadki:

1° A n  B n C  =  0 .  W ów czas na m ocy 2.4 Sc SB SA jest symetrią z pośliz­
giem, zatem SCSBSA ^  Sq.

2° A n  B n C  0 .  Ponieważ punkty wspólne tych płaszczyzn muszą być 
punktami stałymi Sq, zatem qe A n  B n C .  W ów czas z w yboru punktu q 
wynika, że A, B, C e [p ] .  Stąd Sq(p) — p, co  daje sprzeczność. Izometria Sq 
nie daje się więc rozłożyć na mniej niż pięć symetrii.

Łatwo zauważyć, powtarzając to sam o rozum owanie, że także dow olna 
symetria obrotow a, której jedynym  punktem stałym jest q, nie da się rozłożyć 
na mniej niż pięć symetrii względem zbioru  [ p ] u [ P ] .  ^
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