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JoLAaNTA ZAwADZKA (Warszawa)
O izometriach w przestrzeni tréjwymiarowej

1. Wstep. Wiadomo, Zze dowolna izometri¢ przestrzeni trojwymiarowej
mozna uzyskaé jako zlozenie nie wigcej niz czterech symetrii plaszczyzno-
wych, przy czym istnieja izometrie (ruch srubowy), ktére nie sa zlozeniem
mniej niz czterech symetrii. ptaszczyznowych. Jest réwniez rzecza znang, ze
dowolna izometria plaszczyzny jest zlozeniem nie wigce) niz trzech symetrii
osiowych, przy czym istnieja izometrie (symetria z poslizgiem), ktore nie sg
zlozeniem mniej niz trzech symetrii osiowych.

W Wiadomosciach Matematycznych 13(1971) ukazala si¢ praca Wiestawa
Mielniczuka 1 Jerzego Zabilskiego Izometrie jako zlozenia symetrii o osiach
nalezqcych do sumy peku i kierunku. Opierajac si¢ na znanym fakcie, Ze
dowolna izometria plaszczyzny jest zlozeniem symetrii o osiach nalezacych
do sumy dowolnego pgku 1 dowolnego kierunku, autorzy dowiedli migdzy
innymi, ze kazda izometria jest zlozeniem co najmniej czterech symetrii o
osiach z tego zbioru.

W niniejszej pracy(*) dowiode, ze podobny rezultat mozna uzyskaé w
przestrzeni trojwymiarowej. Oto6z okazuje sie, ze w tym celu wystarczy
rozpatrzy¢ sume¢ mnogosciowa wiazki [p], tzn. wszystkich plaszczyzn
przechodzacych przez dowolny ustalony punkt p, i kierunku [P], czyl
wszystkich ptaszczyzn rownoleglych do dowolnej ustalonej plaszczyzny P.
Woéwczas kazda izometri¢ przestrzeni mozna uzyskac ze zlozenia nie wigcej
niz pigciu symetrii wzgledem plaszczyzn ze zbioru [p]u[P]. Co wigcej,
istniejg izometrie, ktére nie sa ztozeniem mniej niz pieciu symetrii wzgledem
plaszczyzn z tego zbioru.

{

2. Przypomnienie niektéorych wlasnosci izometrii. Ponizsze wlasnosci izo-
metrii w przestrzeni trojwymiarowej sa dobrze znane, ale trudno byloby
wskazaé ksiazke, gdzie bylyby systematycznie wylozone.

(*) Jest to praca studencka wykonana w Instytucie Matematyki UW (przyp. red.).
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Niech S, oznacza symetri¢ wzgledem plaszczyzny P. W dalszej czegsci
bede korzystac z nastepujacych faktow:

2.1. Dla dowolnych plaszczyzn A, B, C, jesli Sg(A) =C, to S4 = SgS¢Si.

2.2. Dla dowolnego punktu p i dowolnych plaszczyzn A, B istnieja
ptaszczyzny C, D takie, ze SgS, = Sp S¢ oraz Ce[p].

2.3. Zlozenie czterech symetrii wzgledem plaszczyzn przecinajgcych sie w
punkcie a jest obrotem wokot pewnej prostej przechodzacej przez punkt a.

24. Jesli dla ptaszczyzn A, B, C jest AnBNC =Q, to ScSsS4 jest
symetria z poslizgiem.

3. Twierdzenia o rozkladzie izometrii. Ustalmy pewien kierunek [P] i
wiazke [p].
"~ 3.1. LEMAT. Dla dowolnej plaszczyzny A istnieje plaszczyzna Be[p] taka,
ze Sg(A)e[P].

Dowéd. Rozwazmy nastgpujace dwa przypadki:

1° A¢[P]. Wowczas za B mozna przyjaé plaszczyzne przechodzaca przez
punkt p i rownolegla do plaszczyzny symetrii kata jaki tworza plaszczyzny A
1 P.

2> Ae[P]. Wtedy za B wystarczy przyja¢ plaszczyzng rownolegla do A4 1
przechodzaca przez punkt p.

3.2. LemAT. Dla dowolnej p}aszczyzny A zsmle]q plaszczyzny Belp] i
Ce[P] takie, ze Sy = SgScSs.

Dowod wynika bezposrednio z 2.1 1 3.1.

Poniewaz dowolna izometri¢ mozna uzyska¢ ze zlozenia symetrii pla-
szczyznowych, zatem z powyzszego lematu wynika, Zze wystarczy ograni-
czy¢ si¢ do rozktadu wzgledem plaszczyzn ze zbioru [p] U [P].

3.3. LEMAT. Dla dowelnych plaszczyzn A, B, C istniejq plaszczyzny D, F,
H, I, Ke[p] U[P] takie, ze

SCSBSA =SKSISHSFSD'

Dowd6d. Wobec 2.2 istniejg takie plaszczyzny D, E, ze SgS, = SpSp |
De[p], oraz takie plaszczyzny F, G, ze S¢Sp = S;Sr 1 Fe[p]. Wowcezas
ScSpS4=8;8¢Sp t F, De[p]. Na mocy 3.2 istnieja takie plaszczyzny
H, I, Ke[p]ul[P] (gdzie K =H), ze S¢=SkS;Sy. Zatem ScSpS,4 =
=Sk S;SySrSyp, gdzie D, F, H, I, Ke[p]u[P].

34. LEmAT. Dla dowolnych plaszczyzn A, B, C, D istniejq plaszczyzny M,
N, P, Re[p]U[P] tdkie, ze

SDSCSBSA - SNSMSRSP'
Dowéd. Na mocy 2.2 istnieja plaszczyzny E, F, G, H, I, K takie, z¢

SBSA = SFSE, SCSF = SHSG’ SDSH =Sx SI
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oraz E, G, Te[p]. Wowczas S, ScSpSa.=SkS;S¢S:. Z 3.2 wynika, ze
istnieja ptaszczyzny L, M, N takie, ze L, Ne[p], Me[P] oraz Sy = SySu S,
(L = N). Stad

SDSCSBSA = SNSMSLSISGSE

1 E, G, I L Ne[p] oraz Me[P]. Z 23 wiadomo, ze S.S,;S;Sg = SgSp 1
R, Pe[p]. Zatem S;,ScSS, = SySuSgSp oraz M, N, P, Re[p]u[P].

Wobec faktu, ze dowolna izometri¢ przestrzeni mozna uzyskaé ze zloze-
nia co najmniej czterech symetrii plaszczyznowych, bezposrednia konsekwen-
cja 3.3 1 34 jest

3.5. TwierDzENIE. Dowolng izometrie przestrzeni trojwymiarowej mozna
uzyskaé ze zlozenia nie wiecej niz pieciu symetrii wzgledem plaszczyzn ze
zbioru [p] v [P].

Oznacza to, ze dla dowolnego niezdegenerowanego ruchu $rubowego nie
ma znaczenia (ze wzglgdu na liczbg symetrii), czy rozkladamy go w zbiorze
wszystkich symetrii czy tez w zbiorze generowanym przez plaszczyzny pew-
nego peku i wiazki. ‘ .

3.6. TWIERDZENIE. Istnieje izometria, ktora nie jest zloZeniem mniej niz
pieciu symetrii wzgledem plaszczyzn ze zbioru [p]u [P].

Dowdd. Niech g bedzie punktem takim, ze g # p 1 pq|| P. Wykazg, ze
szukanym przeksztalceniem moze by¢ izometria S, (symetria wzgledem punk-
tu q).

Przypusémy, ze tak nie jest. Wowczas, ze wzgledu na nieparzystos¢ S,
istnieja plaszczyzny A, B, Ce[p]U[P] takie, ze S, = ScSpS,. Rozwazmy
nastepujace dwa przypadki:

1° AnBnC = Q. Wowczas na mocy 2.4 S-Sg S, jest symetria z posliz-
giem, zatem ScSpS4 # S,.

2 AnBNC # Q. Pomewaz punkty wspolne tych plaszczyzn muszg byc
punktami stalymi S,, zatem ge AN B~ C. Wowczas z wyboru punktu ¢
wynika, ze A, B, Ce[p]. Stad S (p) = p, co daje sprzecznos¢. Izometria S,
nie daje si¢ wigc roztozyé na mniej niz pie¢ symetrii.

Latwo zauwazyé, powtarzajac to samo rozumowanie, ze takze dowolna
symetria obrotowa, ktorej jedynym punktem stalym jest ¢, nie da sig¢ rozlozyc
na mniej niz pig¢ symetrii wzglgdem zbioru [p]u[P].



