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Aleksander Rajchman (1890-1940)

Aleksander Rajchman odegral w rozwoju matematyki polskiej powazna,
choé niestety niedostatecznie doceniana w kraju rolg. Glowne osiagnigcia
mial on w teorii szeregéw trygonometrycznych (w szczegdlnosci szeregdw
Fouriera), funkcji zmiennej rzeczywistej 1 statystyki matematycznej. Zwla-
szcza szeregi trygonometryczne zawdzieczaja mu wiele 1 nazwisko jego jest
znane wszystkim, ktérzy zajmuja si¢ ta dziedzina. On sam zajal sig tymi
szeregami pod wplywem Hugona Steinhausa, ktérego poznal w czasie swych
studiéw w Paryzu. Po powrocie do kraju, Steinhaus we Lwowie, a Rajchman
w Warszawie stworzyli szkoly, ktérych osiagniccia byly podstawowe dla
dalszego rozwoju analizy matematycznej w Polsce.

Pierwsza cze$¢ niniejszego artykutu poswigcam faktom z zycia Rajchma-
na. W drugiej czesci omawiam jego glowne wyniki matematyczne, ogranicza-
jac sie do jego prac z teorii szeregdéw trygonometrycznych i funkcji zmiennej
rzeczywistej. O jego pracach z dziedziny statystyki i ekonometrii nie bede¢ tu
pisal, gdyz zastuguja one na omowienie przez specjalistow i mam nadziej¢, ze
doczekaja si¢ takiego omowienia.

Aleksander Rajchman urodzit si¢ 13 listopada 1890 z ojca (réwniez
Aleksandra) Rajchmana i matki Melanii Anieli Hirszfeld. Pochodzit z zamo-
znej, inteligenckiej, catkowicie spolszczonej rodziny warszawskiej pochodze-
nia zydowskiego. Ojciec jego byl przez wiele lat dyrektorem Filharmonii
Warszawskiej(!). Starszy brat, Ludwik Rajchman, byl przez pewien czas

(") W Encyklopedii Warszawy (PWN, 1975) znajdujemy nastepujace informacje:

Rajchman Aleksander, pseud. Mefisto (ur. 1855 Warszawa, zm. 1915 tamze) dzialacz
kulturalny, pisarz, publicysta; 1883 zatozyciel i redaktor tygodnika Echo Muzyczne, Teatralne
i Artystyczne; 1891-96 kierownik Klasy Dykcji i Deklamacji przy Warszawskim Towarzystwie
Muzycznym; 1901 inicjator, wspélorganizator i pierwszy dyrektor Filharmonii Warszawskiej.

Rajchman Aleksander (ur. 13 XI 1890 Warszawa, zm. ok. 1940 w Sachsenhausen), syn
Aleksandra, brat Heleny Radlinskiej, matematyk, dzialacz ruchu robotniczego, studiowal m. in.
we Francji i Niemezech; w okresie migdzywojennym nauczyciel szkot srednich w Warszawie; od
1926 docent matematyki na UW, prowadzit wyklady z teorii prawdopodobiefistwa; w latach
trzydziestych dzialacz KPP, 1937 wystapit z partii, pod koniec 1939 aresztowany przez hitlerow-
cOw, wieziony m. in. w al. Szucha w Warszawie: zginal w obozie koncentracyjnym (przyp. red.).
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zatrudniony w Lidze Naroddéw, w dziale Higieny(?). Siostra — Helena
Radlinska — byla znanym pedagogiem, dzialaczka spoleczna i publicystka
polityczng (inicjatorka gromadzenia polskiego dorgbku w dziedzinie o$wiaty
dla dorostych).

Matematyk Rajchman (tylko o nim tu piszemy) uczy si¢ najpierw w War-
szawie, konczac tam Il gimnazjum (rzadowe). Pozniej studiuje w Paryzu na
Sorbonie (licencié és sciences, 1910), a po powrocie do kraju zostaje najpierw
(1919) miodszym, a po otrzymaniu doktoratu (1921) starszym asystentem
przy katedrze matematyki na Uniwersytecie Warszawskim. Stanowisko to
zajmuje az do wybuchu wojny w 1939 r. W miedzyczasie (1925) habilituje si¢
na Uniwersytecie Warszawskim oraz zostaje (1922) profesorem na Wolnej
Wszechnicy w Warszawie. ()

Wspomnialem juz, Ze Rajchman mial duzy wplyw na rozwdj analizy
matematycznej w $Srodowisku warszawskim. Jego najblizszymi wspotpracow-
nikami byli m.in. Stanistaw Saks, Zygmunt Zalcwasser (obaj zamordowani
przez okupantow hitlerowskich), Halina Gruzewska i autor niniejszego arty-
kutu. Pomimo pewnych animozji politycznych(*), mial tez Rajchman bliski

(?) Wielka Encyklopedia Powszechna PWN (t. 9, str. 687) podaje: Rajchman Ludwik, ur.
1881 w Krakowie, zm. 13. VII. 1965 w Chenu (Francja), lekarz bakteriolog i higienista,
zalozyciel i pierwszy dyrektor Panstwowego Zakladu Higieny: 1910-13 giéwny bakteriolog
Royal Institute of Public Health w Londynie: 1920 21 bral udzial w organizowaniu Komisji
Epidemiologicznej Ligi Narodow, a 1921 zostal dyrektorem Sekcji Zdrowia Ligi Narodow;
podczas Il wojny $wiatowej pracowal naukowo i spolecznie w USA, m. in. w UNRRA; dzieki
jego dzialalnosci Polska otrzymala wyposazenie pierwszej fabryki antybiotykow ; wspoldziatal w
utworzeniu Funduszu Narodéw Zjednoczonych Pomocy Dzieciom (UNICEF) i byl pierwszym
‘prezesem jego Rady Zarzadzajgcej.

Diugi wywiad z jego corka opublikowata Kobieta i Zycie 7 (1986) (prnp red.).

(*) Encyklopedia Warszawy podaje: Wolna Wszechnica Polska (WWP), prywatna uczelnia
akademicka w Warszawie, zalozena 1919 przez Towarzystwo Kursow Naukowych: miata
wydzialy: Matematyczno-Przyrodniczy, Humanistyczny, Nauk Politycznych i Spotecznych (po-
tem Prawa i Nauk Ekonomiczno-Spolecznych) i Pedagogiczny; micscila si¢ w gmachu TNW
przy ul. Sniadeckich; pierwszym rektorem WWP byt L. Krzywicki (...) WWP przeznaczona byta
glownie dla pracujacych, wyklady i zajecia odbywaly si¢ w zasadzie po poludniu; stuchaczy w
Warszawie bylo: 1920 ok. 1100, 1930 ok. 700, 1938 ok. 2500 (...) Podczas okupacji hitlerowskiej
nicktore wydzialy WWP prowadzily tajne nauczanie; po wyzwoleniu WWP nie podjela dziatal-
nosci (przyp. red.).

() W liscie Zygmunta Janiszewskiego z 20 pazdziernika 1919 (preprint IM PAN, seria C,
nr 1 z 1980 r., str. 26) czytamy: m. in.: Mniej przyjemne chwile czekaly mnie wkrétce potym.
Spotkalem Mazurkiewicza, zajmujqcego takqz jak ja katedre nadzwyczajng matematyki: jest on
moim rowiesnikiem (najmtodszym na naszym uniwersytecie ), moim kolegq z Getyngi i poniekqd
moim uczniem z owego czasu (ode mnie czerpal tematy pierwszych swoich prac ), obecnie wedlug
mojego zdania najlepszym matematykiem polskim i jednym z najinteligentniejszych ze znanych mi
ludzi, z ktorym przewaznie zgadzam sie w pogladach, wyjawszy politycznych (on jest konserwaty-
sta): po za tym jest to zupelny buriuj. On nawzajem uwaza mnie, a przynajmniej uwazal, za
najlepszego ( pewnie: po sobie) matematyka polskiego (tworzymy bractwo wzajemnej adoracji) i
nazywal mnie swym przyjacielem: ja, ktory w przyjazn kladlem calego siebie i wszystkie sily swego
uczucia, nie szafuje tak tym wyrazem: lecz mam tez dla niego pewien sentyment. Pisze to, Zeby
wykazud, zalezaloby mi na dobrych z nim stosunkach. Te zas wobec zajscia, ktére w chwile po tym
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kontakt matematyczny z profesorem Sierpiniskim(°) i Mazurkiewiczem opar-
ty na wspolnych zainteresowaniach funkcjami zmienne) rzeczywistej.

Po habilitacji Rajchman prowadzil oficjalne wyklddy z teori funkcj
zmiennej rzeczywistej i rachunku prawdopodobienistwa. Przedtem prowadzil
¢wiczenia, a takze nieoficjalny wyklad, raczej seminarium, na ktéry przycho-
dzito 2-3 stuchaczy, m. in. Wundheiler 1 ja.

Rajchman byl bardzo ciekawym czlowiekiem, ogromnie zyczliwym w
stosunku do studentéw, a takze bardzo utalentowanym matematykiem. Nie
mial jednak opinii dobrego wyktadowcy. Nie mowit plynnie, niezbyt dobrze
byl zorganizowany.

Rajchman wprowadzil mnie w teori¢ szeregoéw trygonometrycznych, bylo
to gdzies w latach 1921-1922. Na niego za$ duzy wplyw wywarl wczesniej w
Paryzu Hugon Steinhaus. Rajchman wspominal, Zze rozmawial z Lebesgue’em
i spytal go raz o zrodlo informacji o szeregach Fouriera. Lebesgue odpowie-
dzial: consultez un certain monsieur Steinhaus (W jego wymowie brzmialo to
co$ jakby ,,Steno”).

Nieco powtarzajac sig, przytocze wyjatek z listu (z 26 lutego 1961) prof.
Steinhausa do dr Haliny Gruzewskiej, w odpowiedzi na jej prosbe o
wspomnienia. ... O ile pamigtam, zapoznalem si¢ z Aleksandrem Rajchmanem
w Paryzu w r. 1912, za posrednictwem Henryka Lauera(®). Obaj studjowali
matematyke na Sorbonie. Ojciec Rajchmana byl dyrektorem Filharmonji war-
szawskiej i zamoznym czlowiekiem. Starszy brat Aleksandra, Ludwik (zwany
popularnie ,Lulu™) byl pozniej zatrudniony w Lidze Narodow i uprawial
samodzielng polityke przy tej okazji... Siostra Aleksandra byla Zonqg Radlin-
skiego, autora ksigzki ,Dzieje jednego Boga”(’). W roku 1912 spacerowatem

mialo miejsce, wqtpig, aby si¢ daly utrzymaé. Za chwile spotkalismy swiezo mianowanego przez nas
( nawiasem mowiqc, za moim staraniem) asystenta, mego kolege z Paryiu i przyjaciela politycznego.
Mazurkiewicz zaczql z nim prowokujgcq rozmowe polityczna, ktora zakonczyla sie rozejsciem ich
bez pozegnunia. Pewnie jest w tym moja wina, Ze nie umialem w czas przerwad tej ich rozmowy.
Podczas niej zachowalem si¢ spokojnie, ale wyszedlszy z Mazurkiewiczem i wykazujqc mu, Ze sam
sprowokowal cale zajscie, méwilem juz mocno podrazniony. On mowil mi zas, ze nie dopusci do
habilitacji na docenta tego asystenta itp. I przy dzisiejszym nastroju opinji bedzie mogl to zrobié.
Poczulem calq niepewno$é swojej sytuacji zarazem. Bezposrednio wprawdzie nic mi na samym
uniwersytecie nie moze grozi¢, lecz mozliwym jest zajscie takiej sytuacji, w ktérej mi nie pozostanie
nic innego, jak trzasnq¢ drzwiami i rzucié uniwersytet.

Prof. Kuratowski wyjasnil, ze owym asystentem byt Rajchman (przyp. red).

(®) W przygotowanym do druku artykule A. Derkowskiej o Hermanie Auerbachu czytamy,
ze Rajchman postawil raz problem dotyczacy pochodnych uogélnionych, ktory czeSciowo
rozwigzal Sierpiriski; kontynuowat te badania Banach, a jego dowod uproscil Auerbach (przyp.
red.). )

(°) Por. ponizszy artykut W. Piotrowskiego o Axerze i Lauerze (przyp. red).

() Informacja ta nie jest prawdziwa. Doc. Hanna Szmuszkowicz, ktéra znala osobiscie
Radlifiskich, twierdzi, ze maz Heleny byl chirurgiem, profesorem UW, mial klinik¢ w szpitalu
$w. Ducha przy ul. Elektoralnej. T¢ sama informacj¢ podaje Encyklopedia Warszawy: Helena
Radlifiska (1879-1954) byla Zona Zygmunta Radlifiskiego, chirurga (1874-1941), natomiast
autorem Dziejow jednego Boga by! Ignacy Radlinski (1843-1920) (przyp. red.).
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wiosnqg z Rajchmanem w ogrodzie Luksemburskim — zapytal mnie ,Co to
takiego szeregi Fouriera?’ — Wiedzial, ze zajmuje si¢ szeregami trygonometry-
cznymi, od Lauera ... Wyjasnilem mu mojq problematyke, o ile mozna bylo w
ciggu spaceru...

Jak wiadomo, pézniej Rajchman uprawial z powodzeniem teorie szeregow
trygonometrycznych. Antoni Zygmund z kolei od niego si¢ jej nauczyl. Pierwsze
prace Rajchmana, ktore cytuje Zygmund, majq dos¢ poing date: podczas
pierwszej wojny Swiatowej trudno bylo publikowad.

Jako asystent, pozniej docent Uniwersytetu Warszawskiego, Rajchman zaj-
mowal si¢ takze rachunkiem prawdopodobienstwa. Zwalczal ograniczenie mate-
matyki do teorii mnogosci i funkcyj rzeczywistych oraz topologji, ktore przybra-
lo niepokojqce formy w éwczesnej szkole warszawskiej. Na tym tle, ale takze i
na tle politycznym, mial ciggle konflikty, zwlaszcza z profesorem Mazurkiewi-
czem. Byl wojujgcym komunistq. Miewal dosy¢ niezwykle pomysly — np.
pewnego razu zaiqdal od zwiqzku docentow, Zeby przylqczyli sie do strajku
organistow i dzwonnikow koScielnych ... Jeden z takich pomystow narazil go na
dochodzenie dyscyplinarne(®), ale Rajchman nie uznal kompetencji komisji

(’f) Doc. Hanna Szmuszkowicz poinformowata Redakcjg, Zze Rajchman zostal zawieszony za
opublikowanie w lewicowym Dzienniku Popularnym listu potepiajacego ekscesy antysemickie na
wyzszych uczelniach i bierno$¢ wladz w tej sprawie. Bezposrednim bodzcem do listu bylo to, ze
jakas studentka (nb. nie-Zydéwka). ktéra protestowala przeciwko gettu tawkowemu (tzn. specjal-
nymi miejscami dla studentow-Zydow), zostata pobita przez studenta Wydzialu Matematyczno-
Przyrodniczego. Dziekan, poinformowany przez Rajchmana o incydencie, nie zareagowal; co
wigcej, po kilku dniach 6w student dostal od niego stypendium. Gdy Rajchman zostal
zawieszony, grupa matematykow (Kozniewski, Lindenbaum, Lubelski, Popruzenko, Saks,
Szmuszkowicz, Waraszkiewicz, Zalcwasser i inni) napisala list protestacyjny.

W swym lidcie. opublikowanym 19 pazdziernika 1936, Rajchman pisze m. in.: Uchwal i
deklaracji ,potepiajqcych ekscesy” bylo wiele, jednakze uchwaly takie i deklaracje z reguly
przemilczaly rzecz najwazniejszq, a mianowicie kwestie odpowiedzialnosci za to, ze od lat na
wyzszych uczelniach hulajg bezkarnie szajki osobnikéw, kitorych nie toleruje sie normalnie nawet na
terenie podrzednych szynkéw podmiejskich. Dla kazdego, kto styka sie z zyciem szkol wyzszych,
odpowiedzi.ilnos¢ bezposrednia jest tu zupelnie jasna i bezsporna. Odpowiedzialnosé¢ te ponoszq w
pierwszej linii wladze akademickie. Z wladzami akademickimi dziely te odpowiedzialnosé te
czynniki, ktore wladze akademickie powolujq i ktore wplywajq na ich dzialalno$é, a wiec personel
wykladajgcy szkol wyzszych oraz wladze nadzorcze, ktére — zwlaszcza od czasu wprowadzenia w
Zycie obowiqzujqcej obecnie ustawy akademickiej — w sposob decydujgcy wplywaja na skiad
osobowy i caly dzialalnos¢ wladz akademickich. '

Dalej Rajchman opisuje typowy przebieg ekscesow, dzielac je na trzy etapy: najpierw
agitacja pogromowa i szykanowanie przez wladze uczelni tych, co si¢ temu przeciwstawiaja;
potem male ekscesy (,,przepychanie” Zydéw na lawki z lewej, zrywanie wykladow) i wreszcie, po
sparalizowaniu obrony czynnej przychodza ekscesy ,prawdziwe”, z uzyciem patek, nozy itp.

Sprawa A. Rajchmana byla szczegblowo referowana na lamach Dziennika Popularnego (w
numerach z 8, 22 i 23 listopada i 18 grudnia 1936 r. oraz z 15 i 19 stycznia oraz 14 lutego 1937
r.).

W konsekwencji owej publikacji, wiadze zawiesity od 4 listopada 1936 r. wyktad z rachunku
prawdopodobiefistwa prowadzony przez Rajchmana, a przeciw niemu wszczgto postepowanie
dyscyplinarne za naruszenie ustawy o szkolach akademickich (przyp. red.).
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dyscyplinarnej, bo wedlug ustawy byla ona wlasciwa tylko dla profesoréw (%)

Nie znam szczegolow z okresu okupacji 1939-1945 i nie wiem, jak, gdzie i
kiedy zgingl Rajchman. Moze prof. Zygmund uzupelni te relacje.

Aleksander Rajchman zmarl w roku 1940, zamordowany przez okupan-
tow niemieckich w obozie Sachsenhausen-Oranienburg(®). Zostawil po sobie
zon¢ Wiktorig, z domu Rosinska, ktora poznal w czasie swych studiow w
Paryzu('®); po powrocie do kraju byla ona nauczycielka matematyki w
Lodzi ().

2. Przechodze teraz do omoéwienia gléwnych osiagnig¢ Rajchmana w
teorii szeregdéw trygonometrycznych

+ %

(1 Y et

k=— o

Ogranicze si¢ tu do kilku twierdzen ilustrujacych jego wyniki.

Istnieje wiele pierwszorzednych monografii po$wigconych tej teorii, ale
najwygodniej nam bedzie odsylac¢ czytelnika, w razie potrzeby, do ksiazki
autora: A. Zygmund, Trigonometric Series (Cambridge University Press,
Cambridge 1977, 2 tomy, str. 383+ 364), gdzie wyniki Rajchmana sa bardziej
szczegdtowo omawiane. Ksiazke t¢ bedziemy cytowac jako [TS].

(®") Nieuznanie przez Rajchmana kompetencji komisji senackiej spowodowato, ze w polo-
wie lutego 1937 r. minister Wyznan Religijnych i Oswiecenia Publicznego podpisal nowe
rozporzadzenie o postgpowaniu dyscyplinarnym w stosunku do docentow panstwowych szkét
akademickich. Fakt ten wypadt jednak na korzy$¢ Rajchmana, zgodnie z zasada, ze prawo nie
dziala wstecz. W marcu jego wyklady zostaly przywrocone (przyp. red.).

(®) W nekrologu w Fundamenta Mathematicae 33 (1945) podane jest biednie, ze Rajchman
zmarl w Dachau (przyp. red.).

('9 Doc. Hanna Szmuszkowicz poinformowala Redakcj¢, ze Rajchman zostal aresztowany
pewnego ranka w kwietniu 1940 r. Gestapo przyszio do jego (przedwojennego) mieszkania przy
ul. Zajeczej. Zaraz po aresztowaniu, zona Rajchmana, Wiktoria, przyszla z wiadomoscig o tym
do Hanny Szmuszkowicz i jeszcze tego samego dnia przeniosta si¢ do Urszulanck, gdzie
uprzednio znalazla schronienie Helena Radlinska, siostra Aleksandra. Obie przebywaly u
Urszulanek do Powstania. Po wojnie mieszkaly w Lodzi. Z obozu w Oranienburgu przyszia
wiadomos$¢ o $mierci Rajchmana; prawdopodobnie zmart on w lipcu lub sierpniu 1940 r. (przyp.
red.).

(') W materiatach do Polskiego Slownika Bibliograficznego znajdujemy nastgpujace dalsze
informacje, zebrane przez Jerzego Kubiatowskiego i Waleriana Piotrowskiego:

Aleksander Rajchman propagowal stosowanie rachunku prawdopodobienstwa w badaniach
statystycznych. Polemizowal z teoria koniunktury Michata Kaleckicgo (1933). Jego ksiazka [40]
zostala do$¢ mocno skrytykowana przez J. Wisniewskiego (Kwartalnik Statystyczny 1938, str.
237-241).

W latach 1930-1935 Rajchman redagowal dzial zadan w czasopismie Mathesis Polska,
zamieszczajac wicle wlasnych zadan.

Jego 7zona, Wiktoria z Rosifskich, byla po wojnie kicrowniczka biblioteki Instytutu
Filmowego w Lodzi; zmarla w 1949 r. (przyp. red.).
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Przez sume, zwykla lub uogdlniona, szeregu (1) rozumiemy granice,
zwykla lub uogdlniona, symetrycznych sum czastkowych

+n
s\(0) = Y ¢

k=—n

gdy n— oo. Szereg (1) czgsto piszemy w postaci

2 Yag+ Y (a,coskx+b,sinkx),
k=1
gdzie
3 @ =ct+cy, bi=ile—cy) (k>0),

i zazwyczaj wtedy zakladamy, ze a, 1 b, sa rzeczywiste. Przez x rozumiemy
systematycznie zmienng rzeczywista. Poniewaz wszystkie wyrazy szeregu (1)
majg okres 2mn, wygodnie jest rozwazac ten szereg, jak rowniez rozne funkcje
i zbiory z nim zwigzane, na obwodzie kola jednostkowego, identyfikujac
punkty x i y, gdy x = y(mod 2n). Przez dopelnienie zbioru punktéw rozumie-
my dopelnienie do obwodu kola jednostkowego.

Z kazdg funkcja f(x) (—o0 < x < + ), okresowa, o okresie 2n, calko-
walng na okresie, mozemy skojarzy¢ jej szereg Fouriera (1), gdzie

2n
I =—1~ jf(x)e_”‘xdx k=0, +1, +£2..)
2n ¢

to wspolczynniki Fouriera tunkcji f. Te) samej nazwy uzywamy rowniez w
stosunku do liczb
2n

[ f(x)sinkxdx

2n
a == | f(x)coskxdx, b, =—
n g .

(cosinusowe 1 sinusowe wspolczynniki Fouriera). Jezeli funkcja f jest ,,dobra”,
to jej scereg Fouriera jest zbiezny, nawet jednostajnie, do f. Jezeli o funkgji f
zakladamy tylko calkowalnos¢ (powiedzmy w sensie Lebesgue’a), to jej szereg
Fouriera moze by¢ rozbiezny wszedzie, ale w kazdym razie jest prawie
wszedzie, tzn. wszedzie z wyjatkiem zbioru punktow miary 0, sumowalny do
f(x) metoda pierwszej Sredniej arytmetycznej, tj. prawie wszedzie
So(X)+s;(x)+...+5,(x)

f(x)=’fi~)r?o T =s.

To sa podstawowe fakty fourierowskiej teorii szeregdw trygonometrycznych
(por. [TS], rozdzialy II 1 III).

Obok niej mamy teori¢ riemannowskq, ktora bada wlasnosci szeregdw
trygonometrycznych (1) i (2) ogélnych, niekoniecznie fourierowskich. Pier-
wsze twierdzenia tu zawdzigczamy Riemannowi, ktory skoncentrowal swa
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uwage na szeregach trygonometrycznych o wspdlczynnikach dazacych do 0,
gdy wskaznik dazy do nieskonczonosci.

Giéwny pomyst Riemanna to rozwazanie obok szeregu (1) funkcj
(4) F(x) =4cox?= Y k™%c, e,

k#0

otrzymanej przez formalne dwukrotne przecatkowanie wyraz po wyrazie
szeregu (1). Ze wzgledu na zalozenie ¢, — 0, nowy szereg jest zbiezny jedno-
stajnie 1 jego suma F(x) jest funkcja ciagla. Mamy tu dwa podstawowe
twierdzenia Riemanna:

(A) Jezeli szereg (1), gdzie ¢, — 0, jest zbiezny w punkcie x, do skonczonej
sumy s, to

. F(XO+]1)+F(Xo“’1)“2F(xO)
lim =S.

2
h=0 h

(5)

(B) Dla dowolnego szeregu (1), zbieznego lub nie, ale majgcego wspélczyn-
niki ¢, dazqce do 0, zachodzi jednostajnie wzgledem x .
. F(x+h+F(x—h—-2F(x)
(6) lim

h—0 h

=0.

Granice (5) nazywa si¢ czesto drugq pochodng uogdlniong funkcji F w
punkcie x,, albo pochodng Riemanna—Schwarza i sens twierdzenia (A) jest
oczywisty. Warunek (6) staje si¢ bardziej zrozumialy, jezeli napiszemy go w
postaci

h —h

h—0

lim%F(x+h)—-F(X)_F(X—h)‘F(x)} —o.

Wyraza on pewna ,gladkos¢” funkcji F w punkcie x, gdyz mowi, Ze iloraz
réznicowy [F(x+ h)—F (x)]/h zachowuje si¢ podobnie niezaleznie od tego,
czy h dazy do 0 przez wartosci dodatnie czy przez ujemne. W szczegdlnosci,
jezeli F ma w punkcie x pochodna jednostronng, to ma tam réwna jej
pochodng dwustronng. Wykres funkcji F nie moze wigc mie¢ ,,punktow
katowych”. Z tego powodu warunek (6) nazywa si¢ czgsto warunkiem glad-
kosci funkcji F w punkcie x, a funkcje ciagle spelniajagce ten warunek w
kazdym punkcie przedziatlu otwartego nazywajq si¢ funkcjami gladkimi w tym
przedziale. Tak wigc twierdzenie (B) mowi, 2e podwdjnie przecatkowany
szereg trygonometryczny o wspolczynnikach dazacych do O jest zbiezny do
funkcji gladkie;.

Rajchman doszedt do teorii r6Zniczkowalnosci funkcji poprzez teori¢
szeregOw trygonometrycznych: jemu i jego uczniom zawdzigczamy rozwinig-
cie teorii funkcji gladkich i uwidocznienie waz2nej roli, ktéra odgrywaja one
w Analizie.

3 — Wiadomoici Matematyczne XXVI1I
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Pojecie gtadko$ci wystepuje implicite juz w pracach Riemanna, ale jego
role w ogolnej teorii funkcji odkryto stosunkowo niedawno i pierwsze tu
osiagnigcia zawdzigczamy Rajchmanowi.

Rozwazmy teraz jaki§ szereg trygonometryczny (1) o wspolczynnikach
dazacych do 0 i przypusémy, ze nasz szereg jest wszedzie zbiezny do 0. W
mysl twierdzenia (A) funkcja ciggta F ma druga pochodng uogdlniona réwnag
zeru wszedzie, a wiec na zasadzie elementarnego twierdzenia musi by¢
funkcja liniowa. Poniewaz jest jednak funkcja ograniczona (przypominamy,
ze ¢, — 0), wnioskujemy, Zze ¢, = 0. Ostatni krok: funkcja Y ¢ k™2™~ jest

k+0
linlowa i ograniczona, a wigc musi by¢ stala. Stad natychmiast wynika, ze ¢
=0 rowniez 1 dla k # 0, a wigc szereg (1) znika identycznie.

Udowodnilismy wigc, Ze szerey trygonometryczny wszedzie zbieiny do 0
znika identycznie (twierdzenie Cantora). Naturalnie jest pytanie, co mozna
powiedzie¢ o szeregu trygonometrycznym zbieznym do 0 wszedzie, procz
moze jednego punktu x,? Konkluzja jest ta sama, gdyz nasza funkcja F jest
ciggla i jest liniowa na prawo i na lewo od punktu x,, a poniewaz jest
gtadka w punkcie x,, musi by¢ liniowa w otoczeniu punktu x,, a wigc
liniowa wsze¢dzie.

Zbiér E punktow na kole jednostkowym nazywaé bedziemy zhiorem
jednoznacznosci albo zbiorem U, jezeli zbieznos¢ szeregu trygonometrycznego
do 0 w dopetnieniu zbioru E pociaga za sobg identyczne znikanie szeregu. W
przeciwnym razie zbior E nazywamy zbiorem wieloznaczno$ci albo zbiorem
M. Dotychczas nierozwigzanym jest zagadnienie charakteryzacji strukturalnej
zbioréw U i M, ale Rajchmanowi zawdzigczamy tu pewne wazne wyniki.

Udowodniliémy powyzej, ze zbidér E skladajacy si¢ z jednego punktu jest
zbiorem U. Ten sam dowod wykazuje, ze kazdy zbidr skonczony jest typu U.
Z podobnego rozumowania wynika, ze kazdy zbior przywiedlny, to jest taki,
ktorego pewna pochodna rzedu skonczonego lub pozaskonczonego jest
pusta, jest typu U. Ale wszystkie takie zbiory sa co najwyzej przeliczalne
1 W. H. Youngowi zawdzigczamy wazny wynik, ze kazdy zbior przeliczalny
jest zbiorem U.

Jaka jest sprawa ze zbiorami nieprzeliczalnymi? Ograniczajac si¢ do
zbiorow mierzalnych w sensie Borela (inne nie sg tu interesujace), mozna
wykazaé, ze kazdy zbior miary dodatniej jest zbiorem wieloznacznoscl.
Pozostaje wigc badanie zbioréw miary 0, w pierwszym rzedzie domknigtych.

W 1916 r. Mienszow zbudowal szereg trygonometryczny nie znikajacy
tozsamosciowo, ale zbiezny do 0 w dopeinieniu pewnego zbioru doskonatego
miary 0. Ten zbiér jest wiec zbiorem M. W swej pracy [9] Rajchman
wykazuje, ze szereg trygonometryczny zbiezny do O w dopelnieniu zhioru
trojkowego Cantora zbudowanego na odcinku [0, 2] musi znikaé identycznie.
Tak wigc zbidr trojkowy Cantora (klasyczny zbidr doskonaly miary zero) jest
zbiorem jednoznacznos$ci. Stajemy wobec faktu, ze wéréd zbioréw doskona-
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lych miary 0 mamy zaréwno typ M, jak i U. Na czym polega r6znica w ich
budowie? Zagadnienie to nie jest dotychczas calkowicie rozwigzane, ale
wspomniany przed chwila wynik Rajchmana jak i jego uogolnienia (0 czym
nizej) rzucaja pewne $wiatlo na sytuacje.

Nowe podejscie do tej problematyki oparte jest na twierdzeniu Rajchma-
na o formalnym mnozeniu szeregow trygonometrycznych o wspoétczynnikach
dazacych do zera. W szczegdlnosci mozna bylo ta droga otrzymac wczesniej-
sze wyniki Riemanna, jak i rozwiagzac inne problemy, dla ktérych nie dato si¢
stosowa¢ klasycznej metody Riemanna.

Rozwazmy dwa szeregi:

e 8

(7) Z cneinx, Z Va einx‘
-

- aC

s -
Szereg Z C,e¢'™ nazywamy iloczynem formalnym szeregow (7), jezeli

e &

e &)

Cn= Z Cp’yn—p dla n=09 il, iza e

p=—-%

i szereg okreSlajacy C, jest bezwzglednie zbiezny dla kazdego n. To na
pewno zachodzi, gdy np. wspolezynniki ¢, sa ograniczone oraz Y [y, < %.
Jezeli ¢, — 0 oraz Z|y,,| < o0, to mozna latwo wykazaé, ze rowniez C, — 0.

TwierDZENIE RaicHMANA (por. [TS], rozdzial IX). Zalozmy, ze

AKX
=0 oraz Y |np) <
n=1
Oznaczmy
€L
Ax) =D 7y, CHx)=C,—A(x)c,.
n=1 t
Wowcezas Y CF(x) €™ jest wszedzie zbiezny do 0, jednostajnie wzgledem x. W
szezegdlnosci, jezeli 7.(x) =0 na jakims zbiorze E, to szereg Y C,e"™ jest
zhiezny do zera jednostajnie na E.

Wynik ten ma wiele cickawych konsekwencji (por. [TS], rozdziat 1X). W
szczegdlnosci (w polaczeniu z twierdzeniem o wplywie mnozenia formalnego
na zachowanie si¢ tzw. sceregow sprze¢zonych do szeregdéw trygonometry-
cznych) daje on nastepujace twierdzenie: Dla kaZdego zbioru domknietego E
na okregu jednostkowym istnieje szereg potegowy Y o,z", o wspélczynnikach
a, dgzqcych do zera, ktory jest zbieiny w punktach ze E, a rozbieiny w po-
zostalych punktach okregu jednostkowego.

Powréémy do zbioréw jednoznacznosci. Przez czesé ulumkowq liczby
rzeczywistej x rozumiemy liczbe x—[x], gdzie [x] jest czgscig catkowity
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liczby x. Niech « 1 d bedg liczbami rzeczywistymi, przy czym 0 <d < 1. Dla
kazdej liczby naturalnej n rozwazmy zbiér E, (a, d) wszystkich punktéw xe R
takich, ze czgs¢ utamkowa liczby n(x—a)/(27) jest < d. Zbior E, (a, d) sklada
si¢ z rozlagcznych odcinkéw domknigtych o jednakowej dlugosci 2nd/n,
rownoodlegltych w odleglosciach 2n(1 —d)/n.

Przez zbhidr typu H rozumiemy kazdy taki zbior E liczb rzeczywistych,
ktory mozna przedstawi€ jako czgs¢ wspodlng przeliczalnego ciggu zbiorow
E, (a:, dy), gdzie 0 < ny < ny < ... oraz supd; < 1. Klasycznym przykladem
zbioru typu H jest zbior, ktory mod 2r jest zbiorem trojkowym Cantora na
odcinku 0 < x < 2n. Latwo wykazaé, ze zbiory typu H sa domknigte i miary
zero. .

Uogolniajac wyzej wymienione twierdzenie, Zze trojkowy zbiér Cantora
jest zbiorem jednoznacznosci, Rajchman udowodnil, Ze kaz'dy zbior typu H
jest zhiorem jednoznacznosci.

Jest to podstawowy wynik, ktory sygnalizowat duze znaczenie teorii liczb
dla teorii szeregébw trygonometrycznych. Co wigcej, Rajchman wykazal, Ze
zbiory typu H maja nastepujaca wlasnos$c: jezeli szerey trygonometryczny jest
chiezny wszedzie poza zbiorem typu H do funkcji skonczonej i calkowalnej (na
okregu jednostkowym), to jest on szeregiem Fouriera tej funkcji.

Przez zhior typu H, rozumiemy sume skonczong lub przeliczalng zbiordéw
typu H. Jest to wigc tez zbior miary zero. Klasyczne twierdzenie Cantora—
Lebesgue’a mowi, ze jezeli (a2 +b})''? nie dgzy do zera, to szereg (2) moze by
chiezny tylko w zhiorze miary zero. Wzmacniajac ten wynik, Rajchman
udowodnil, ze zbior punktow zhieznosci szerequ (2) jest wredy rypu H,.

Rajchman otrzymal réwniez wiele twierdzen dotyczacych jednoznacznosci
szeregdw trygonometrycznych niekoniecznie zbieznych, ale sumowalnych
Jaka$s metoda, np. metoda Abela. Metoda ta okresla sume szeregu (2) jako

A
lim ) r*(a coskx+ b, sinkx).
rel— k=1

'

W tym wypadku nawet zbidr pusty nie jest zbiorem jednoznacznosci, jak to
pokazuje przykiad szeregu ) ksinkx, ktdry jest wszedzie sumowalny do zera
metodg Abela, co widaé ze wzoru

r(1 —r?sinx
(1 =2rcos x+r?3?

X
Y kr¥sinkx =
k=1

por. [TS], t. I, str. 352. Rajchman wykazal jednak, ze jezeli wspdiczynniki
szeregu (2) sg rzedu o(k) przy k - x (tzn. q/k -+ 0 i b/k — 0) oraz szereg jest
sumowalny metoda Abela do funkcji f skonczonej i calkowalnej (na okregu
jednostkowym), to (2) jest szeregiem Fouriera tej funkcji. W szczegdlnoscei,
jezeli f =0, to a, = b, =0 dla wszystkich k.
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Rajchman zajmowal si¢ tez teoria tzw. szeregow Fouriera-Stieltjesa, \j.
szeregow (1), gdzie

1 2n )
- e~ inxq ,
" o QS H

dla pewnej zespolonej miary borelowskiej ¢ na okregu jednostkowym. Szere-
gi takie odgrywaja duza rol¢ w teorii jednoznacznosdci szeregow trygonome-
trvcznych. Wspolczynniki ¢, takiej miary nie musza dazy¢ do zera, ale s
ograniczone. Rajchman [23] udowodnil, ze ¢, — 0 przy k— —oo wtedy 1
tylko wtedy, gdy ¢, — O przy k — + . Ten sam wynik uzyskata inng metody
uczennica Rajchmana, dr Halina Gruzewska (opublikowata to w Sprawozd.
Tow. Nauk. Warsz. w 1928 r.). Do tego twierdzenia Rajchmana-Gruzew-
skiej nawigzuja K. de Leeuw i Y. Katznelson w pracy The two sides of a
Fourier—Stieltjes transform and almost idempotent measures, Israel J. Math. 8
(1970), str. 213-229, oraz H. Helson w ksiazce Harmonic Analysis, Addison-
Wesley, London 1983, str. 163.

Powyzsze twierdzenia to bardzo niekompletny przeglad wynikéw Raj-
chmana z teorii szeregéw trygonometrycznych. Celem tego artykulu bylo
przede wszystkim pokazanie kierunkéw, w ktorych szly prace Rajchma-
na(!?). Procz tego, jak wspomnialem, zajmowal si¢ on statystyka i ekonome-
tria i napisal kilka prac z tej dziedziny.
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