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Giuseppe Peano a rozwéj logiki symbolicznej

" Gdyby zapytaé przecietnego matematyka, z czym kojarzy mu si¢ nazwi-
sko Giuseppe Peano, odpowiedzialby zapewne, ze z aksjomatami dla liczb
naturalnych i1 z krzywa wypelniajacq kwadrat oraz moze jeszcze z twierdze-
niem o istnieniu rozwigzania rOwnania rézniczkowego zwyczajnego. W zesta-
wieniu z pelnym dorobkiem i zastugami Peano brzmi to raczej niezadowalaja-
co i swiadczy o slabej znajomosci roli, jaka odegral w rozwoju matematyki 1
logiki. Stan ten wynika by¢ moze z faktu, ze wiele dokonan i osiagnigé
Peano zostalo doskonale przyswojonych przez matematyke, weszlo do pow-
szechnego uzytku, stalo si¢ wlasnoscia ogétu. W takich sytuacjach zapomina
si¢ latwo o ich tworcy uwazajac niemalze, Ze rzeczy te istnialy zawsze, ze nie
trzeba bylo ichrodkrywacd czy tworzyé. Z drugiej strony znajomos$¢ pewnych
faktéw dotyczacych nawet tych bardziej znanych osiagnig¢ Peano jest niewy-
starczajaca 1 powierzchowna. Warto wigc moze (tym bardziej, ze w roku 1982
przypadata 50. rocznica jego $mierci) przyjrze¢ si¢ blizej zarowno osobie, jak
i dzietu Peano.

W niniejszym szkicu (') chcialbym, po przypomnieniu gtownych faktow z
zycia Giuseppe Peano, zaja¢ si¢ jego dzialalnoscia naukowa. Poniewaz
gldwne dokonania Peano w zakresie matematyki sa na ogdt troche lepiej
znane, wspomnimy wiec tylko o nich, koncentrujac si¢ na dokladnym
omdwieniu jego dorobku w dziedzinic logiki matematycznej i podstaw
matematyki.

Giuseppe Peano urodzil si¢ 27 sierpnia 1858 r. w miejscowosci Spinetta,
kilkadziesiat kilometrow na potudnie od Turynu, jako piate dziecko Bartolo-
mea i Rosy Cavallo. Do szkoly podstawowej uczgszczal w latach 1865-1868
w pobliskim Cuneo, do ktérego tez w migdzyczasie przeniosta si¢ rodzina
Peano. Okoto roku 1870 Giuseppe, korzystajac z zaproszenia wuja, zamiesz-

(') Ostateczna wersja tej pracy zostala napisana, gdy jako stypendysta Fundacji im.
Alcksandra Humboldta (Alexander von Humbold:-Stiftung) przebywalem w Instytucie Matematy-
ki Uniwersytetu w Heidelbergu (RFN), gdzie pracowalem pod kierunkiem prof. dr. Gerta
H. Miillera. Chcialbym w tym miejscu podzickowa¢ mu za pomoc i inspiracje.
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kuje w Turynie. Tutaj pobiera z poczatku lekcje u wuja, duchownego i
prawnika, czgSciowo za$§ uczy si¢ sam, a po zdaniu w roku 1873 egzaminow
posrednich zaczyna regularnie uczeszczaé do szkoly $redniej, ktora konczy w
roku 1876. Otrzymuje stypendium Collegio delle Provincie i jesienig tego
roku rozpoczyna studia matematyczne na uniwersytecie w Turynie. 16 lipca
1880 r. zdaje egzaminy koncowe. Rozpoczyna pracg na uniwersytecie naj-
pierw jako asystent Enrico D’Ovido (1880/81), a od jesieni 1881 r. jako
asystent, a pozniej zastgpca Angelo Genocchi (az do $mierci tegoz w roku
1889). 1 grudnia 1890 Peano zostaje mianowany profesorem nadzwyczajnym
rachunku infinitezymalnego na Uniwersytecie Turynskim. Profesorem zwy-
czajnym zostaje w roku 1895. W latach 1886-1901 wyklada tez rownolegle
na Akademii Wojskowej w Turynie.

G. Peano byl czlonkiem wielu towarzystw naukowych, m. in. Krolewskiej
Akademii Nauk w Turynie, Krolewskiej Akademii ,dei Lincei” w Rzymie,
Narodowej Rady Badan Naukowych, Krélewskiego Instytutu Lombardzkie-
go Nauk i Sztuk, prezesem Akademii ,,pro Interlingua”, cztonkiem Meksy-
kanskiego Towarzystwa Naukowego, Narodowego Instytutu w Genewie i
Towarzystwa Matematyczno-Fizycznego w Kazaniu. Byl tez komandorem
orderu Corona d’Italia i kawalerem orderu Santi Maurizio e Lazzaro.

G. Peano zmarl na atak serca 20 kwietnia 1932 r.

Oglosit ogolem 231 prac naukowych (w tym 15 ksiazek): 193 sposrod
nich to prace po$wigcone matematyce, a 38 to prace filologiczne.

Zainteresowania naukowe G. Peano dotyczyly w zasadzie trzech dziedzin:
analizy, logiki i, gléwnie w ostatnim okresie zycia, filologii poréwnawczej i
jezyka migdzynarodowego. Cho¢ Peano jest znany przede wszystkim jako
pionier logiki symbolicznej oraz propagator metody aksjomatycznej, to sam
jednak za najwazniejsze uwazal swe prace z zakresu analizy. Gdy w 1915 r.
wydrukowat liste swych publikacji, dodal do niej uwage: Moje prace odnoszq
sie szczegdlnie do analizy i okazaly sie nie calkiem bezuzyteczne, skoro, w
opinii 0s6b kompetentnych, przyczynily si¢ do rozwoju tego dzialu matematyki.
Mowigc tu o ,opinii 0s6b kompetentnych” mial Peano na mysli
Enzyklopddie der mathematischen Wissenschaften, gdzie A. Pringsheim cytuje
dwie ksigzki Peano wsrod 19 najwazniejszych prac z analizy od czasow
Eulera 1 Cauchy’ego.

Pierwsza praca Peano z zakresu analizy byla opublikowana w 1883 r.
praca o calkowalnos$ci funkcji (Sulla integrabilita delle funzioni, Atti Accad.
sci. Torino 18 (1882-83), 439-446 [37-43])(%). Znajdujemy w niej, implicite,
oryginalne pojecie catki (podane podzniej explicite w ksiazce Calcolo differen-
ziale (1884), o ktorej mowié bedziemy jeszcze nizej) oraz dowod istnienia
calki korzystajacy z prostego warunku catlkowalnosci. Pod- koniec tej pracy

(}) W nawiasach kwadratowych podajemy strony, na ktorych znajduje si¢ angielski prze-
ktad danej pracy w [6].

-



Giuseppe Peano a rozwdj logiki symbolicznej 263

wprowadza tez Peano pojecie pola powierzchni, uzywajac poje¢ kresu dolne-
g0 1 gornego.

W 1886 r. udowodnit Peano twierdzenie o istnieniu rozwigzania rownania
rozniczkowego y' = f(x, y) przy zalozeniu, Zze funkcja f jest ciagla
(Sullintegrabilita delle equazioni differenziali del primo ordine, Atti Accad. sci.
Torino 21 (1885-86), 677-685 [51-57]). Dowdd ten korzystat z twierdzenia
Arzeli gloszacego, ze z dowolnego ciagu funkcji wspolnie ograniczonych i
jednakowo ciaglych w przedziale domkni¢tym [a, b] mozna wybraé podciag
zbiezny jednostajnie. _

Wynik o istnieniu calki rownania roézniczkowego uogdlnit Peano w roku
1890 na przypadek ukladu réwnan rozniczkowych, uzywajac jednak innej
metody (Démonstration de Tintégrabilité des équations différentielles ordinaires,
Math. Ann. 37 (1890), str. 182-228). Warto tez zwrdci¢ uwage na to, ze w tej
ostatniej pracy znajdujemy po raz pierwszy wyrazng, cho¢ negatywna, aluzje
do aksjomatu wyboru (oczywiscie Cantor i inni stosowali aksjomat wyboru
przed Peano, ale czynili to bez swiadomosci uzywania zasady, ktoérej przed-
tem nie formulowano w matematyce klasycznej ani logice). Ot6z doszedlszy
w swym dowodzie do miejsca, w ktorym trzeba bylo wybra¢ jeden element z
kazdego ze zbior6w pewnego ciagu A, A,, ... podzbioréw zbioru liczb
rzeczywistych R, Peano napisal: PoniewaZz nie mozna stosowal nieskonczenie
wiele razy dowolnego prawa, za pomocq ktorego przyporzqdkowuje sie (on fuit
correspondre ) klasie pewne indywiduum z tej klasy, sformulowalismy wiec tu
konkretne prawo pozwalajqce, przy odpowiednich zaloZeniach, przyporzqdkowa¢
kazdej klasie pewnego systemu jakies indywiduum z tej klasy (str. 210). To
»konkretne prawo” wykorzystywato kresy dolne.

W ten sposdb Peano byl pierwszym matematykiem, ktory akceptujac
wprawdzie klasy nieskoniczone, zdecydowanie odrzucal stosowanie nieskon-
czenie wielu dowolnych wyborow. Pdézniej — po pojawieniu si¢ dowodu
Zermelo twierdzenia o dobrym uporzadkowaniu (1908 r.), wykorzystujacego
aksjomat wyboru i bedacego mu w istocie rownowaznym — Peano krytyko-
wal aksjomat wyboru, jak rowniez wszystkie wyniki zalezace implicite od
niego. Zauwazmy, ze wielu historykéw matematyki i1 logiki (na przyklad H.
C. Kennedy, por. [6], str. 7) przypisuje wlasnie Peano pierwsze wyrazne
sformutowanie aksjomatu wyboru. Nie jest to jednak w pelni prawda.
Zastugg Peano jest niewatpliwie to, ze jako pierwszy zwrécil uwage, iz
dowody pewnych twierdzen wymagaja stosowania zasady wyboru. Odrzucit
jednak te zasade zastgpujac ja w konkretnym przypadku konkretnym pra-
wem wyboru. Pierwsze wyrazne sformulowanie aksjomatu wyboru przypisac
nalezy E. Zermelo.

Obok wkladu w postaci oryginalnych wynikéw Peano zrobit tez duzo w
zakresie analizy poprzez precyzowanie i wyjasnianie uzywanych poje¢ oraz
poprzez burzenie pewnych ogoélnych, niczym jednak nieuzasadnionych prze-
konan za pomoca podawania rozmaitych kontrprzyktadow. Wiele takich
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kontrprzykltadow zawartych jest juz w ksiazce napisanej przez G. Peano,
opartej na wykladach A. Genocchiego, a wydanej pod tytulem Calcolo
differenziale e principii di calcolo integrale, pubblicato con aggiunte dal Dr.
Giuseppe Peano, Bocca, Torino 1884, str. xxxii+338.

Najbardziej znany jest przyklad krzywej wypelniajacej kwadrat
(podany w pracy Sur une courbe qui remplit toute une aire plane, Math. Ann.
36 (1890), 157-160 [143-1487). Krzywa ta dana jest za pomoca ciaglych
funkcji parametrycznych x = x(t) i y = y(t) i ma t¢ wilasno$¢, ze przechodzi
przez kazdy punkt kwadratu jednostkowego I x1, gdy parametr ¢ przebiega
przedzial jednostkowy I. Przyklad ten burzyl dotychczasowe wyobrazenia o
tluku krzywej danej za pomoca ciaglych funkcji parametrycznych. Peano
opublikowal swo6j wynik bez podania wykresu (chcac unikna¢ posadzen o
luki w dowodzie). Jego dowod byl czysto analityczny. Pierwsza reprezentacje
graficzng podat Hilbert (po opublikowaniu oryginalnej pracy Peano). Mozna
jednak przypuszczaé, ze Peano doszedl do swej krzywej., rozwazajac odpo-
wiednie diagramy. Zauwazmy przy okazji, ze przyklad Peano funkcji
S I - IxI jest jedyny w tym sensie, ze, jak pokazal S. Mardesi¢ (Mapping
ordered continua onto product spaces, Glasnik mat.-fiz. astr. drustvo mat. fiz.
hrvatske, (2) 15 (1960), 85-89 — str. 889, twierdzenie 4) jedynym niezdegene-
rowanym kontinuum uporzadkowanym C dopuszczajacym odwzorowanie
f: C—C xC jest odcinek 1.

Peano byl bardzo dumny ze swego odkrycia funkcji f: I—- Ix1I, o czym
swiadczy¢ moze fakt, iz kazal jedna z krzywych przyblizenia ozdobi¢ taras
swego domu (por. [6]). -

Przejdzmy teraz do dokladniejszego omowienia prac G. Peano z zakresu
logiki 1 podstaw matematyki. Pierwsza jego praca z tej dziedziny byl liczacy
20 stron rozdzial wstgpny do ksiazki Calcolo geometrico secondo T Ausdeh-
nungslehre di H. Grassmann, preceduto dulle operazioni della logica deduttiva,
Bocca, Torino 1888 [fragmenty: 75-100]. Rozdzial ten nie ma prawie zadne-
go zwiazku z dalszym ciagiem ksiazki. Rozwazania Peano oparte sa tu na
pracach G. Boole’a, E. Schrodera, C. S. Peirce’a i innych. Peano zauwaza, co
pozniej bedzie jeszcze w wielu miejscach podkre$lat, réwnowazno$é rachunku
zbioréw i rachunku zdan. Wielu z symboli, ktére wprowadza w tej pracy, nie
bedzie juz pozniej uzywal, zastepujac je adekwatniejszymi 1 lepszymi.

Juz w tej pracy daje si¢ zauwazy¢, jak wielka wage przywigzuje Peano do
symboliki matematycznej. Sprawe t¢ podejmuje w wielu swoich pracach i
wlasnie propagowanie jgzyka symbolicznego w matematyce, jak i zapropo-
nowanie zgrabnej symboliki jest jedng z glownych jego zastug. To, ze z taka
latwoscia czytamy dzi§ prace Peano, swiadczy m. in. o tym, jak wiele z jego
oznaczen weszlo albo bezpo$rednio, albo w nieznacznie zmodyfikowancj
postaci do jezyka wspolczesnej matematyki i logiki.

Warto zwrocic uwage na zwigzek tej dziatalnosci Peano z programem i
marzeniami G. Leibniza (Peano znal je oczywiscie, czego dowodem liczne
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wzmianki w jego pracach o ideach Leibniza; zachecil tez jednego ze swoich
uczniéw 1 dlugoletniego asystenta G. Vacca do dokladnego zbadania rgkopi-
sow Leibniza w Hanowerze, co przyniosto ciekawy plon). Otéz Leibniz, juz
od dziecinstwa obeznany z logika scholastyczna, oczarowany byl idea meto-
dy, ktora by sprowadzala wszystkie pojecia ludzkie do poje¢ pierwotnych,
stanowiac pewien ,alfabet mysh ludzkich” i1 tworzyla znéw ich kombinacje
sposobem niejako mechanicznym, w celu otrzymania wszystkich zdan praw-
dziwych (por. [2], str. 13-14). Marzenia te wykrystalizowaly si¢ ostatecznie
w projekcie uniwersalnego jgzyka symbolicznego, zwanego Characteristica
universalis. Mial to by¢ system znakow spelniajacych nastgpujace warunki
(por. [12]):

1. Musi istnie¢ wzajemnie jednoznaczne przyporzadkowanie migdzy zna-
kami systemu (o ile nie sa- one znakami miejsc pustych) a mysla (w
najszerszym tego slowa znaczeniu). :

2. Znaki musza byé tak dobrane, aby w przypadku gdy jakas mysl moze
zostac¢ rozlozona na czesct sktadowe, ,,obrazy™ tych cz¢sci skladowych same
byly z kolei czgSciami skladowymi odwzorowania danej mysh przez odpo-
wiednie znaki. .

3. Nalezy obmysle¢ taki system regul operowania znakami, aby w przy-
padku gdy jakas mysl M, znajduje si¢ w stosunku racja-nastepstwo do mysh
M,, roOwniez ,,obraz” M, moégl by¢ interpretowany jako nast¢gpstwo ,,obrazu”
M,.

Tego ambitnego programu nie udalo si¢ zrealizowac Leibnizowi. Czgscio-
wa realizacj¢ znalazt on dopiero w pojeciu jezyka sformalizowanego (jest to
realizacja czgSciowa, bo¢ przeciez odnosi si¢ glownie — cho¢ nie tylko — do
Jezyka matematyki, a Leibniz marzyl o jezyku uniwersalnym nadajacym si¢
do symbolicznego wyrazania wszelkie) mysli i1 pozwalajacym analizowad
wszelkie rozumowanie(®)). Historia matematyki i logiki (zwlaszcza wieku
XIX i poczatkow XX) pokazuje, jak trudno bylo 6w program zrealizowad.
Wspomnie¢ tu trzeba przede wszystkim o pracach G. Boole’a, E. Schrodera,
G. Fregego 1 oczywiScie G. Peano.

G. Peano uwazal realizacj¢ idei Leibniza za jedno z glownych zadan
stojacych przed naukami matematycznymi. Dawal temu wyraz w licznych
swoich pracach. Prawie cala jego dziatalnos¢ na polu logiki i podstaw
matematyki szta w tym wlasnie kierunku.

Leibnizowska characteristica universalis to, jak pokazalismy wyzej, przede
wszystkim jezyk symboliczny, za pomoca ktérego nalezy formulowaé wypo-

(%) Jako cickawostkg warto wspomnie¢ tu fakt, ze Leibniz mial nadzicjg, iz characteristica
universalis pozwoli w szczegdlnosci rozstrzyga¢ spory filozoficzne. Pisal mianowicie: A gdy to juz
hastypi (tzn. gdy uda si¢ urzeczywistni€ ideg jezyka uniwersalnego — R. M.), dwaj filozofowie,
ilekro¢ powstanie spor, nie bedy inaczej rozprawiad, anizeli dwaj rachmistrze. Wystarczy, jesli
wezmg piora do reki, zasiqdq do tablic i jesli jeden drugiemu powie: rachujmy! (por. [12], str. 69).
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wiedzi. Przy tym, co Peano wielokrotnie podkresla, symbole reprezentujq nie
slowa, ale idee. Dlatego nalezy uzywaé tego samego symbolu, gdy tylko pojawia
sie ta sama idea, nawet jezeli w jezyku potocznym uzywa sie roznych wyrazen
dla jej przedstawienia, i uzywaé réznych symboli tam, gdzie mamy do czynienia
z roznymi ideami, nawet gdyby byly one reprezentowane w jezyku potocznym
przez to samo wyrazenie. W ten sposob ustalamy odpowicdnios¢ jedno-jedno-
znacznq pomiedzy ideami a symbolami, odpowiednios¢, ktorej nic znajdziemy w
jezyku potocznym. Ta ideografia opiera si¢ na twierdzeniach logiki, odkrywa-
nych sukcesywnie poczqwszy od Leibniza az do dzisiaj. Ksztalt symboli moze
by¢ zmieniony, tzn. mozna zmienié te kilka znakoéw reprezentujacych podstawo-
we idee, ale nie moze by¢ dwoch istotnie roznych ideografii (Studii di logica
mathematica, Atti Accad. sci. Torino 32 (1896-97), 568-583 [190-205]).

Jezyk symboliczny pozwala nie tylko na wigksza przejrzystos$¢ i Scistosc,
ale ulatwia tez zrozumienie wielu rzeczy, pozwala uczniom szkoly sredniej z
latwosciq rozwigzywaé problemy, ktore w przesziosci tylko wielkie umysly, takie
jak Euklides czy Diofant, byly w stanie rozwiqzywa¢ (Importanza dei simboli in
matematica, Scientia 18 (1915), 165-173 [227-234](*)). Wlasnie w tej pracy
daje Peano historyczny przeglad wprowadzania symboliki do matematyki,
wylicza tez wyraznie rozmaite korzysci, jakie to z soba niesie. A wigc przede
wszystkim krotkos$é zapisOw potrzebnych do wyrazenia twierdzen czy dowo-
dow, mata ilos¢ symboli podstawowych, z ktorych buduje si¢ pozniej wyraze-
nia bardziej ztozone (sléw jezyka potocznego wyrazajgcych relacje logiczne jest
okolo tysigca, symboli logiki matematycznej wyrazajacych te same idee —
dziesigé. (...) Profesor Padoa zredukowal te liczbe koniecznych symboli do
trzech.), dalej, symbolika ulatwia prowadzenie rozumowan, pozwala nawet
uzyskiwa¢ nowe wyniki. Co wigcej, w wielu wypadkach uzywanie jezyka
symbolicznego jest konieczne ze wzgledu na to, Zze jezyk potoczny nie ma
odpowiednich wyrazen na okreslenie pewnych idei czy konstrukcji (z konie-
cznoscig taka spotkali si¢, jak pisze Peano w cytowanej pracy, na przyklad
A. N. Whitehead i B. Russell przy pisaniu swoich Principia mathematica —
»najwickszego dziela napisanego calkowicie przy pomocy symboli”).

Realizacja leibnizowskiej idei characteristica universalis to jednak nie
tylko odpowiednia symbolika, ale tez metoda pozwalajaca §ledzi¢ relacje
racji-nastgpstwa, metoda pozwalajaca na wyprowadzanie twierdzen o roz-
nych obiektach matematycznych z pewnych, na poczatku ustalonych pewni-
kow, a wigc, mowigc krotko, metoda aksjomatyczno-dedukcyjna. G. Peano
dokonat wiele i na tym polu, zwlaszcza w zakresie aksjomatyzacji arytmetyki
1 geometrii.

Powiedzieé tu trzeba przede wszystkim o jego stynnej pracy Arithmetices

(*) Por. tez Sui fondamenti dell’ Analisi ‘Mathesis’ societa italiana.di matematica, Bollettino,
2 (1910), str. 31-37 [219-226], gdzie Peano twierdzi, ze nalezy metode te¢ szerzej stosowaé W
szkolach, gdy7 ulutwia ona ,analizowanie pewnych trudnych probleméw matematyki.”
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principia nova methodo exposita (Bocca, Torino 1889, str. xvi+ 20, [101-1347).
Ta mala, o tacinskim tytule (czy raczej prawie lacinskim — slowo bowiem
arithmetices jest transliteracja odpowiedniego stowa greckiego, po lacinie
powinno by¢ poprawnie arithmeticae), napisana po lacinie (sic!) ksiazeczka
zawiera pierwsze sformulowanie jednego z najbardziej znanych osiagniec
Peano, mianowicie jego postulatéw dla liczb naturalnych.

Praca sklada si¢ ze wstepu i czgsci wlasciwe). We wstgpie wprowadza sig
pojecia i ustala symbolikg. Peano pisze na poczatku pracy: Oznaczylem za
pomocq znakow wszystkie idee, ktore wystepujq w podstawach arytmetyki, tak,
Ze kazde zdanie jest wyrazone catkowicie za pomocq tych znakow. Znaki nalezq
albo do logiki, albo do arytmetyki. (...) Za pomocq tej notacji kazde zdanie
zyskuje ksztalt i precyzje wlasciwq rownaniom w algebrze. Z tak napisanych
zdan mogq by¢ dedukowane inne — odbywa si¢ to za pomocq procesu
przypominajqcego rozwiqzywanie réwnan algebraicznych. To wilasnie bylo glow-
nym celem i powodem napisania tej pracy.

Warto zwrdci¢ uwage, ze wlasnie w Arithmetices principia znajdujemy po
raz pierwszy symbol € na oznaczenie przynaleznosci elementu do zbioru,
symbol o na oznaczenie inkluzji (°) (@ o b czytat Peano jako: a zawiera si¢
w b) i uwage o koniecznosci ich rozrézniania (°). We wstepie znajduja si¢ tez
rozmaite twierdzenia rachunku zdan, rachunku klas i1 rachunku kwantyfika-
torow. Wprowadzona symbolika jest znacznie lepsza od stosowanej przez
G. Boole’a czy E. Schrédera. Peano rozroznia tez rachunek zdan i rachunek
klas, traktujac je jako dwa rézne rachunki, a nie jako dwie interpretacije tego
samego rachunku. Wprowadza tez nowe i wygodne oznaczenie dla kwantyfi-
katora uniwersalnego: jezeli mianowicie a i b s3 dwiema formutami zawiera-
jacymi zmienne wolne (7) x, y, ..., to Peano pisze a o, b w miejsce tego,
co dzi$ napisalibySmy jako VxVy...(a— b).

Po ustaleniu symboli 1 wstgpnych wyjasnieniach G. Peano rozpoczyna
whasciwy wyklad arytmetyki. Ta cze$¢ pracy napisana jest catkowicie w
jezyku symbolicznym! Na poczatku podaje owe stynne aksjomaty dla liczb
naturalnych. Arytmetycznymi pojgciami pierwotnymi sa pojecia: zbidr liczb
naturalnych (N), jeden (1), nastepnik (x+ 1) i réownosé¢ (=). Formuluje cztery
aksjomaty dotyczace rownosci (dzi§ zaliczamy je do aksjomatdéw logicznych)

(°) Tego samego znaku uzywa tez Peano jako symbolu relacji miedzy zdaniami i w
przypadku, gdy « i b oznaczaja zdania, to napis ,,a = b znaczy ,z a wynika b”. Wydaje sie, Ze
nie ma jeszcze u niego wyraznego rozroznienia migdzy implikacja a wynikaniem. )

(°) Z wyjatkiem klasy 1-elementowej. Rozrdznienie miedzy x a {x! pojawi si¢ dopiero w
napisanej rok pozniej pracy Démonstration de lintégrabilité des équations différentielles ordinaires,
Math. Ann. 37 (1890), str. 192.

(") Zauwazmy przy okazji, ze rozréznienie miedzy zmiennymi wolnymi i zmiennymi zwiaza-
nymi pochodzi wlasnie od Peano — uzywal on okreslen: zmienna istotna (effetivo) i zmienna
pozorna (apparente) — por. [1]. str. 409. (Dalszy ciag notki dodany w korekcie — patrz str. 277)
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1 pig¢ aksjomatow scisle arytmetycznych. W oryginalnej symbolice wygladaja
one nast¢pujaco (z kropkami w roli nawiasow):

1eN,

ageN.o.a+1¢N,
a,beN.o:a=b.=.a+1=>b+1,
agN.oa+1—- =1,
keK.".1lek.".xeN.xek:o> . x+1lek::o>.N >k,

gdzie K oznacza rodzing wszystkich klas. Dzi$ napisalibysmy je tak:

leN,

aecN—a+1eN,

a,beN—(a=b=a+1=>b+1),

aeN —(a+1#1),

[keK& 1ek& Vx(xe N&xek —» x+1ek)]— N ck.

* Z aksjomatéw tych Peano wyprowadza nastgpnie rozmaite twierdzenia aryt-
metyki, wprowadzajac po drodze, za pomoca definicji (%), rézne nowe pojecia.
Nie ogranicza si¢ bynajmniej do arytmetyki liczb naturalnych(®); rozwaza tez
ulamki, liczby rzeczywiste, nawet pojecie granicy i pewne definicje z teorii
zbioréow. :

Zauwazmy, ze system Peano nie jest dokladnie tym, co dzi§ nazywa sie
arytmetyka Peano. Ta ostatnia bowiem jest systemem I rzgdu opartym na
rachunku predykatow, a oryginalny system Peano nie byl systemem I rzedu.
Byt on wyrazony w jezyku ze zbiorami, klasami i relacja nalezenia. Byl wiec
systemem opartym na teorii mnogosci.

Na doktadniejsza uwage zastuguje tu sposéb wyprowadzania twierdzen z
przyjetych aksjomatow. Otdz nie byla to dedukcja w dzisiejszym jej rozumie-
niu. Nie ma bowiem w systemie Peano Zzadnych wyraznie sformutlowanych
regul wnioskowania. Nie moze wiec by¢ mowy o dowodach sformalizowa-
nych. Mamy po prostu nastgpstwo formul — takie, jakie spotyka si¢ w
zwyklych dowodach stosowanych w praktyce matematycznej. Taki stan
rzeczy wynika zapewne z faktu, ze G. Peano interesowat si¢ logika tylko o

(%) Warto tu moze zwrdcié uwage na to, ze stosuje on definicje przez rekursje prosta, choé
nic spetniaja one warunkdw, jakie naklada on na definicje — 7ada bowiem, aby definicje mialy
ksztatt x =a lub a > x = 4, gdzie « jest pewnym warunkiem, x pojeciem definiowanym, a ,a
zbiorem znakow o znanym znaczeniu”. Nie ma on teZ twierdzenia podobnego do twierdzenia
126 z pracy R. Dedekinda, Was sind und was sollen die Zahlen? (Braunschweig 1888), ktore
stanowiloby uzasadnienie definicji rekurencyjnych.

(°) Peano udowodnil niezalezno$¢ swych aksjomatéw dla liczb naturalnych w pozniejszej
pracy Sul concetto di numero, Rivista di matematica 1 (1891), str. 87-102, 256-267.
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tyle, o ile byla ona pomocna przy porzadkowaniu i ,uprzejrzystawianiu”
matematyki, a nie dla niej samej. Zadowalal si¢ wigc, tak jak wszyscy
»hormalni” matematycy, na poly intuicyjnym wynikaniem formul, nie spro-
wadzajac wszystkiego do subtelnych i precyzyjnych rozwazan metody sfor-
malizowanej, w ktorej kazdy krok w dowodzie musi mie¢ swe uzasadnienie
w przyjetych na poczatku i $ciSle okreslonych regulach wnioskowania.

Jakkolwiek wigc prace Peano mialy znacznie mniejsza wartos$¢ dla samej
logiki niz na przyktad wnikliwe prace wspdlczesnego mu logika niemieckiego
G. Fregego, to byly jednak bardzo wazne z innego powodu. Pokazywaly one
mianowicie, jak wyrazaé teorie matematyczne w jgzyku symbolicznym. Peano
wierzyl, ze to z kolei pomoze m. in. w znalezieniu odpowiedzi na pytanie, jak
rozpoznawa¢ poprawne dowody matematyczne. W napisanej w tym samym
roku co Arithmetices principia ksiazce I principii di geometria logicamente
esposti pisal: (...) mozna odpowiedzie¢ na to pytanie w sposob calkowicie
zadowalajqcy. Istotnie, redukujgc zdania do formul podobnych do rownan
algebraicznych, a nastepnie analizujac zwykle dowody, stwierdzamy, Ze polegajq
one w istocie na przeksztalcaniu zdan i grup zdan wykazujgcym znaczny
stopien podobienstwa do przeksztalcania rownan. Te przeksztalcenia czy inaczej
identycznosci logiczne, z ktérych stale korzystamy, mogq by¢ wyraznie opisane,
a nastepnie badane.

Przy pisaniu Arithmetices principia G. Peano korzystal z osiagnig¢ swych
poprzednikdw. Wykorzystuje czgsciowo m. in. symbolik¢ logiczng Boole’a i
Schrodera. W dowodach twierdzen arytmetyki opieral sig, jak sam pisze we
wstepie, na ksiazce H. Grassmanna Lehrbuch der Arithmetik (Berlin 1861). Na
szczegdlng uwage jednak zastuguja zwigzki z praca R. Dedekinda Was sind
und was sollen die Zahlen? (Braunschweig 1888). Otd6z nie jest sprawa
catkowicie jasna, czy Peano doszed! do swych aksjomatoéw dla liczb natural-
nych niezaleznie od Dedekinda czy tez nie. Sam Peano pisze w Arithmetices
principia, ze praca Dedekinda byla dla niego ,,bardzo uzyteczna”. Zdanie to
wraz z innym jeszcze, mianowicie ze zdaniem: ,Wymienione wyzej zdania
pierwotne pochodza od Dedekinda” (Sul concetto di numero, Rivista di
Matematica 1 (1891), str. 87-107) sluzy niektérym historykom matematyki i
logiki jako uzasadnienie tezy, ze Peano zapozyczyl swe aksjomaty od Dede-
kinda. Tez¢ taka glosza na przyklad J. van Heijenoort (ktory pisze w [5]:
Peano przyznaje, Ze jego aksjomaty pochodzq od Dedekinda) 1 Hao Wang
(Dzigki stwierdzeniu samego Peano wiadomo dobrze, Ze zapozZyczyl on swe
aksjomaty od Dedekinda ... [31]).

Z drugiej strony jednak H. C. Kennedy twierdzi, ze w przytoczonych
wyzej wypowiedziach Peano stwierdza on jedynie pierwszenstwo Dedekinda,
jesli chodzi o opublikowanie aksjomatow (por. [7]). Na poparcie swej tezy
przytacza on slowa Peano, ktory w 1898 r. napisal: Uklad mojej pracy = 1889 r.
byl calkowicie niezalezny od wspomnianej przed chwilq publikacji Dedekinda;
zanim moja praca zostala oddana do druku, bylem wewnetrznie przekonany o



270 R. Murawski

niezaleznosci zdan pierwotnych, na ktérych oparty byl moj system, od definicji
Dedekinda. Pozniej udalo mi sie udowodnié ich niezaleznosé (Sul §2 del
Formulario t. II: Aritmetica, Rivista di Matematica 6 (1896-99), str. 75-89).
W ten sposéb H. C. Kennedy dochodzi do wniosku, ze uwaga na temat
pracy Dedekinda zostata dodana do wstepu Arithmetices principia tuz przed
oddaniem ksiazki do druku i w ten spos6b otrzymujemy wyjasnienie tego,
jak praca Dedekinda byla ,uzyteczna” ([7], str. 135).

Problem pierwszenstwa Peano czy Dedekinda musi pozosta¢ nieroz-
strzygnigty. Wszystko co mozna w tej sytuacji zrobié, to poroéwnaé zbiory
aksjomatéw podane przez kazdego z nich. Aksjomaty Peano przytoczyliSmy
wyzej. Dedekind sformutowat swe aksjomaty w innym niz Peano jezyku. Aby
je tu przytoczy¢, musimy przyja¢ najpierw pewne definicje. Niech zbior K
bedzie zawarty w zbiorze S (Dedekind uzywa stowa ,,system” zamiast stowa
,»,Zbior’) i niech ¢ bedzie dowolnym ustalonym odwzorowaniem S w siebie.
Moéwimy, ze K jest lancuchem (eine Kette) wtedy i tylko wtedy, gdy
¢(K) € K, gdzie ¢(K) jest obrazem K wyznaczonym przez funkcje ¢.
Lancuchem elementu a nazywamy przekrdj wszystkich lancuchdéw zawieraja-
cych a. Oznaczamy go przez a,. Zbidr S nazywamy nieskoriczonym (unend-
lich) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje odwzorowanie roéznowartosciowe ¢: S
— S takie, ze ¢(S) jest podzbiorem wlasciwym S. Zbiér N nazywamy prosto
nieskoriczonym (einfach unendlich) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje odwzoro-
wanie réznowartosciowe ¢: N — N takie, ze istnieje element ac N—¢@(N) o
te) wlasnosci, iz N jest lancuchem elementu a. W tym wypadku element a
oznaczamy przez 1 i nazywamy elementem bazowym (Grundelement) zbioru N.
Zauwazmy, ze ¢ generuje w tym wypadku pewien porzadek na N. Mozna
udowodni¢, ze kazdy zbior nieskoniczony S zawiera (jako podzbidr) zbiodr
prosto nieskonczony N. Dedekind pisze na str. 17 cytowanej wyzej pracy:
Rozwazmy zbior prosto nieskonczony N uporzqdkowany przez odwzorowanie ¢
abstrahujqc jednoczesnie od konkretnych wiasnosci jego elementéw i biorgc pod
uwage tylko fakt, ze elementy te sq odréznialne miedzy sobq i ze sq uporzqdko-
wane przez ¢; elementy zbioru N bedziemy nazywaé liczbami naturalnymi lub
liczbami porzqdkowymi lub po prostu liczbami, a element bazowy 1 bedziemy
nazywali liczbq bazowq ciggu N (die Grundzahl der Zahlenreihe N). Stqd te:
(proces abstrakcji!) liczby mozna nazywaé wolnym wytworem ludzkiego ducha
(freie Schopfung des menschlichen Geistes).

Niezaleznie od takiej czy innej odpowiedzi na pytanie o pierwszefstwo
Peano czy Dedekinda, niezaprzeczalna zastuga Peano pozostaje to, ze podat
on aksjomaty dla liczb naturalnych w $cislej, jasnej i przejrzystej formie oraz
Ze — 1 to jest tu najistotniejsze — pokazal w jaki sposdb mozna z nich
wyprowadzaé rozne twierdzenia arytmetyki(19).

('°) Ciekawe oczywiicie jest, w jaki sposdb Dedekind doszedl do swej charakteryzacji liczb
naturalnych. Odpowiedzi dostarcza tu wielce interesujacy list R. Dedekinda do H. Kefersteina z
27. 11 1890 r. — por. w tej sprawie [3] i [S].
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W omawianych Arithmetices principia G. Peano napisal na zakonczenie
wstepu: Moja ksigzeczka powinna by¢é traktowana jako probka tej nowej
metody. Za pomocq uzytych oznaczen mozemy sformulowaé i udowodnié niezli-
czenie wiele innych twierdzen, w szczegolnosci mowiqcych o liczbach wymier-
nych i niewymiernych. Jest on przekonany, ze wprowadzone symbole, po
dodaniu do nich ewentualnie nowych symboli oznaczajacych nowe pojecia,
wlasciwe danej teorii, pozwola wyrazi¢ w sposob Scisly 1 przejrzysty twierdze-
nia kazdej nauki.

W kolejnych swych pracach Peano pokazywal, jak metod¢ t¢ mozna i
nalezy stosowa¢ do matematyki. Pisze rozmaite prace, ograniczajac do
minimum uzywanie jezyka potocznego. Wspomnie¢ tu trzeba m. in. o napisa-
nej w tym samym roku co Arithmetices principia (1889) ksigzeczce I principii
di geometria logicamente esposti (Torino 1889, ss. 40). Uzywa tu symboli
logicznych, symboli arytmetycznych i specjalnych dodatkowych symboli geo-
metrycznych. System geometrii opiera na pojeciu punktu 1 odcinka, zblizajac
si¢ w ten sposob do ujecia Pascha. W ogole geometria to obok arytmetyki
druga dziedzina, w badaniu podstaw ktorych Peano skutecznie stosuje swoja
metod¢ symboliczno-aksjomatyczng. Badajac podstawy geometrii, Peano
spopularyzowal bardzo metod¢ wektorowa Grassmanna 1 znacznie ja udo-
skonalil. Dat w ten sposéb pewien impuls rozwijajacej si¢ wloskiej szkole ana-
lizy wektorowej

Idea ujgcia matematyki w konsekwentnq form¢ zewngtrzna za pomoca
jezyka sztucznego i wyprowadzania poszczegdinych twierdzen z kilku funda-
mentalnych postulatéw poczatkowych znalazta swoj pelny wyraz w stynnym
projekcie Formulario ogloszonych przez Peano w 1892 na lamach zaloZzonego
przez niego (w roku 1891) pisma Rivista di matematica (w tym wiasnie piSmie
publikowane byly gléwne prace logiczne Peano i jego uczniow). Celem
projektu bylo opublikowanie zbioru wszystkich znanych twierdzen z wszel-
kich gale¢zi matematyki. Mialo si¢ oczywiscie uzywac¢ do tego wprowadzone-
go przez Peano jezyka symbolicznego.

Realizacji tego projektu stuzylo specjalnie stworzone pismo Formulario
‘Mathematico(*'). W jego wydawaniu wspotpracowali z Peano: Vailati, Ca-
stellano, Burali-Forti (autor znanego w tym czasie podrgcznika Logica
matematica 1894), Giudice, Vivanti, Betazzi, Fano, Padoa i in. W sumie
ukazalo si¢ pie¢ tomow tego pisma: Wstep 1894, t. 1 1895, t. II opublikowa-
ny zostal w trzech czg¢Sciach odpowiednio w latach 1897, 1898 i 1899, t. 111
1901, t. IV 1903, t. V 1908 — tom ten zawieral okolo 4200 twierdzen! Peano
kupil nawet mata drukarni¢ (w roku 1898 od Faa di Bruno za 407 liréw) i
studiowal sztuk¢ drukarska, a rezultatem tego bylo znaczne uproszczeme
symboliki matematyczne;.

(') Dokladniej trzy pierwsze tomy zostaly opublikowane pod tytulem Formulaire de
Mathématiques, czwarty byt zatytulowany Formulaire Mathématique (byly one napisane po
francusku), a pigty (napisany w latino sine flexione — por. dalej) Formulario Mathematico.
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Peano traktowal Formulario jako realizacje idei Leibniza. Pisal: Po dwdch
wiekach to ,marzenie” wynalazcy rachunku infinitezymalnego zrealizowalo sie
. Rozwiqzalismy bowiem problem postawiony przez Leibniza. Peano mial
nadziej¢, ze dzieto to bedzie szeroko uzywane przez profesorow i studentow.
Sam zaczal od razu stosowaé je w swojej pracy ze studentami. Oddzwick
jednak, z jakim spotkaly si¢ Formulario byl staby. Jedna z przyczyn tego
faktu bylo to, ze prawie wszystko napisane bylo w tym dziele za pomoca
symboli, inna przyczyna bylo uzywanie w wyjasnieniach i komentarzach
latino sine flexione zamiast na przyklad jezyka francuskiego.
Na szczegblng uwage zasluguje prostota symboliki Peano. Ta prostota
m. in. spowodowala, Zze zostala ona przyjeta przez matematykow i stala sie
powszechng wlasnoscig. Przyczynit si¢ do tego niewatpliwie geniusz Peano.
Widac to wyraZniej, gdy poroéwna si¢ ja z symbolika Fregego. Prace Fregego
pozostawaly przez bardzo diugi czas w cieniu glownie (cho¢ nie tylko) z
powodu skomplikowanej i ,przyciegzkawej” symboliki, jakiej uzywal(}?).
Wyzszo$¢ symboliki Peano ma swe zréodlo m.in. w tym, ze miala ona
charakter liniowy, podobnie jak zwykle pismo i mowa dzwigkowa, podczas
gdy wedlug Fregego trzeba bylo rysowaé plaskie obrazki. Dla przykladu
okres warunkowy ,jezeli a, to b” Peano notowal jako a o> b, a Frege jako

b

a

W przypadku potrojnego okresu warunkowego ,jezeli a, to jesli b, to ¢”
wygladalo to w symbolice Peano i Fregego odpowiednio tak:

c

as>.boec, b

a

(Kropka zastgpuje tu nawias. Peano stosowal wlasnie caly system kropek
jako nawiasy — system ten ma pewne analogie z notacjg proponowana przez
Leibniza.)

('?) Warto zwréci¢ uwage na fakt, ze Peano byt jednym z bardzo nielicznych matematykow
i logikow, ktorzy przed 1900 r. potrafili doceni¢ znaczenie prac Fregego. Peano i Frege
pozostawali w kontakcie korespondencyjnym, przesylali sobic nawzajem odbitki swych prac,
wymieniali uwagi i komentarze na ich temat. Cele jakie im przy$wiecaly przy tworzeniu jezyka
ideograficznego byly rozne. Fregego interesowalo przede wszystkim badanie podstaw matematy-
ki, podczas gdy Peano postawil sobie jako zadanie stworzenie symboliki, za pomoca ktorej
bedzie mozna wyrazaé teorie matematyczne. Frege przyznawal, Zze symbolika Peano jest rzeczy-
wiscie prostsza, bardziej zwigzla i wygodniejsza w postugiwaniu si¢ nia, niemniej jednak pisal, ze
wygoda ta nie jest najwyiszym dobrem i celem.
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Przyznaé trzeba jednak, ze idea przedstawiania matematyki za pomoca
sztucznego jezyka symbolicznego spotykala si¢ z oporami ze strony wielu
matematykow, logikow i1 filozofow. Znane sg na przykiad szyderstwa wielkie-
go matematyka francuskiego H. Poincarégo. Pisal on: Istotnym pierwiastkiem
tego jezyka sq pewne znaki algebraiczne, przedstawiajgce poszczegélne lgczniki:
jezeli, i, albo, wigc. By¢é moze, ze znaki te sq dogodne; inng jest rzeczq, czy sq
powolane do odnowienia calej filozofii. Trudno jest przypuscié, ze wyraz ,jezeli”,
skoro go napisaé w postaci >, nabiera nowej jakiejs§ mocy. Ten wynalazek
Peano nazywal sie dawniej pazygrafig, tj. sztukq napisania traktatu matematy-
cznego bez uzycia ani jednego wyrazu z jezyka potocznego. Nazwa ta okreslala
bardzo wyraznie jej stosowalnosé. PozZniej podniesiono jg do wybitniejszej
godnosci, nadajac jej tytul logistyki. Wyrazu tego uZywaja w szkolach wojen-
nych dla oznaczenia sztuki wachmistrzowskiej (po francusku maréchal des
logis), sztuki prowadzenia i rozkladania obozem wojska; jasne jest przeciez, Ze
nowa logistyka nie ma z tq nic wspodlnego, ze nowa ta nazwa zdradza zamiar
dokonania przewrotu w logice ([10], str. 48, w przekladzie polskim str. 118).

Powiedzielisimy powyzej, ze Peano interesowal si¢ logika tylko o tyle, o
ile byla ona przydatna do badania matematyki 1 do jej porzadkowania
wedlug metody aksjomatyczno-dedukcyjnej. Wszystkie wigc prawie jego pra-
ce z zakresu logiki zawieraja w szczegolnosci duze ilosci przykladow stoso-
wania metod logicznych w roznych dzialach matematyki.

Z drugiej strony to ograniczenie si¢ tylko do matematyki spowodowalo,
ze wyniki Peano w zakresie logiki nie sa tak glgbokie, jak na przyklad
wspominanego juz wielokrotnie G. Fregego. Jednakze wplyw Peano na rozwoj
logiki matematycznej byl duzy. W ostatniej dekadzie XIX wieku G. Peano i
jego szkota wiedli w niej prym. Potem centrum przesunglo si¢ do Anglii,
gdzie dzialal B. Russell — jednakze nie bez udzialu Peano. Spotkali si¢
oni mianowicie podczas Migdzynarodowego Kongresu Filozoficznego w
Paryzu w sierpniu 1900 r. ,

O spotkaniu tym pisal pozniej B. Russell w swej Autobiografii tak:
Kongres byl punktem zwrotnym w moim Zyciu umystowym, bo tam poznalem
Peano. Znalem go jui z nazwiska i przeglgdalem niektore jego prace, lecz nie
zadalem sobie trudu, by opanowacd jego notacje. Podczas dyskusji na kongresie
zauwazylem, ze byl on zawsze bardziej precyzyjny niz ktokolwiek inny i ze
niezmiennie wygrywal kaidy spér, w jaki sie wdal. W miare uplywu dni
doszedlem do wniosku, ze musi to zawdzieczaé swojej logice matematycznej.
Totez uprosilem go, zeby mi dal wszystkie swoje prace i zaraz po zakonczeniu
kongresu wyjechalem do Fernhurst, aby tam przestudiowa¢ w spokoju kazde
stowo napisane przez niego i jego uczniow. Stalo si¢ dla mnie jasne, ze jego
notacja stanowi takie narzedzie analizy logicznej, jakiego szukalem od lat, i ze
studiujqgc go przyswajam sobie nowq, znakomitq technike dla pracy, ktorq od
dawna pragnglem wykonaé. ([11], str. 200-210).

W 1912 r. B. Russell pisal w licie do Joudaina: Zanim nie poznalem

6 — Wiadomoéci Matematyczne XXVII
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Peano i jego prac, nigdy nie przyszio mi do glowy, zZe logika symboliczna moze
by¢ uzyteczna w podstawach matematyki. Znalem bowiem prace Boole'a na ten
temat, ale wydawaly mi si¢ one calkowicie nieuzyteczne. To peanowskie € wraz
= odkryciem, Ze relacje mogq by¢ rozwaiane w jego systemie, sprawily, Ze
caczqlem stosowac logike symboliczng. Zauwazmy roéwniez, ze wlasnie dzieki
Peano dowiedzial si¢ Russell o Fregem i jego pracach. Na bezposrednie
pytanie Petera Nidditcha, Bertrand Russell odpowiedzial: Wiem z calg
pewnosciq, Ze to witasnie od Peano po raz pierwszy dowiedzialem sig o istnieniu
Fregego (por. [8]). ,

Przy opracowywaniu poszczegdinych dyscyplin matematycznych, w szcze-
gblnosci w ramach programu Formulario, Peano zwracal baczna uwage na
definicje nowych poje¢¢ za pomoca poje¢ pierwotnych. Stad tez duze jego
zainteresowanie problemem definicji jako takich. Pomiedzy 1911 a 1915
rokiem Peano napisal szes¢ prac zawierajacych stowo ,definicja”> w tytule.
Pochodzaca z roku 1921 Le definizioni in matematica (Periodico di Matemati-
che (4), 1 (1921), str. 175-189 [235-246]) zawiera podstawowe poglady i
uznawane przez Peano zasady definiowania pojg¢ w matematyce. Twierdzi
on przede wszystkim, ze kazda definicja powinna mie¢ ksztatt réwnosci lub
réwnowaznosci (i ze zasada ta znajduje si¢ juz implicite u Arystotelesa), dalej
wszystkie definicje w matematyce powinny by¢é nominalne, nie stosuje si¢ do
nich arystotelesowska zasada per genus proximum et differentiam specificam.
Twierdzi dalej, znébw powolujac si¢ na Arystotelesa, Zze to, co definiujemy,
nickoniecznie musi istnie¢. Formutuje tez warunek jednorodnosci definicji
zadajacy, aby definiendum i definiens zawieraly te same zmienne wolne. Defini-
cje sq pozyteczne, aczkolwiek niekonieczne, jako ze definiendum moze by¢
zawsze zastgpione definiens. Co wigcej, ta procedura eliminacji dostarcza
kryterium trafnosci definicji (pochodzace juz od Arystotelesa) — jezeli miano-
wicie poprzez wyeliminowanie symbolu definiowanego otrzymane tak wyrazenie
nie jest dluzsze i bardziej skomplikowane niz przed eliminacjq, to oznacza to, e
nie bylo potrzeby wprowadzania definicji.

Moéwiac o porzadkowaniu i usci$laniu przez Peano rdéznych poje¢ mate-
matycznych, musimy tez wspomnie¢ o wprowadzonej przez niego definicji
funkcji. Ot6z w opublikowanej w roku 1911 pracy Sulla definizione di
funzione (Atti Accad. naz. Lincei, Rend., Cl. sci. fis. mat. nat., (5) 20-1 (1911),
3-5) zdefiniowal on funkcj¢ jako relacje jednoznaczna. Definicja ta zastapila
dawne nieprecyzyjne okreslenie funkcji jako prawa przyporzadkowujacego
jednym obiektom pewne inne obickty. Byt to wigc istotny krok naprzéd w
kierunku matematyki nowoczesnej (dzi$ poslugujemy si¢ powszechnie defini-
cja podang przez Peano). Przy okazji rodzi si¢ jednak pewne pytanie — jest
to zndw (podobnie jak w przypadku aksjomatyki liczb naturalnych) pytanie
o pierwszenstwo 1 oryginalno$¢ Peano. Ot6z rok przed opublikowaniem
pracy Sulla definizione di funzione, tzn. w roku 1910 ukazat si¢ tom 1 dziela
A. N. Whiteheada i B. Russella Principia Mathematica, w ktérym rozwazali
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oni m. in. wlasnie relacje jednoznaczne, a wigc 1 funkcje. Czy Peano znal tom
I Principiow piszac swoj artykul o definicji funkcji? Nie wiadomo — i pytanie
to musi pozostaé otwarte.

Piszac o pracach i badaniach logicznych Peano, trudno nie wspomnieé o
jego zainteresowaniach lingwistycznych i projekcie jezyka miedzynarodowe-
go. Pierwsze artykuly z tego zakresu oglasza w roku 1903, a poczynajac od
roku 1908, kiedy to zostaje wybrany prezydentem Akademii Volapiik, prze-
mianowanej pdézniej na Academia pro Interlingua, oddaje si¢ im calkowicie.

Badania G. Peano nad jezykiem migdzynarodowym wyrosly na gruncie
jego badan nad symbolika logiczna i matematyczna. Maja one tez zwiazek z
pewnymi pomyslami Leibniza (takze z characteristica universalis, o ktorej
pisaliSmy wyzej). Stworzony przez siebie jezyk nazwal Peano latino sine
flexione (tacina bez fieksji)('?). Zasadnicza jego cecha jest wlasnie zredukowa-
nie do minimum regut gramatycznych. Mozna by go krotko scharakteryzo-
waé w sposOb nastgpujacy: ]

1. akceptuje si¢ kazde stowo wspdlne jezykom europejskim (postulat ten
wydaje si¢ by¢ malo precyzyjny i istotnie sam Peano rozumial go rozmaicie
— raz (1915 r.) przyjmujac, ze caly stownik nowego jezyka pochodzi¢ ma z
laciny, a pozniej (1927 r.) twierdzac, ze nalezy zaadoptowac slownictwo
jezykow angielskiego, francuskiego, hiszpanskiego, wloskiego, portugalskiego,
niemieckiego i rosyjskiego),

2. kazde stowo migdzynarodowe pochodzace z laciny ma postaé tematu
lacinskiego,

3. liczb¢ mnoga tworzy si¢ za pomocg koncowki -s,

4. jezyk ten uzywa w zasadzie tematéw, nie ma prawie koncowek (z
wyjatkiem wspomnianego -s), przypadki tworzy si¢ przez dodawanie przyim-
kow: de, ad, pro, ab, in itd.; nie ma rodzajéw gramatycznych, rodzajnikow,
zgodno$ct w liczbie, przypadku, osobie, rodzaju; nie ma koniugacji — czasy
1 tryby opisuje si¢ za pomoca si, que, ut, jam itd.

W roku 1915 G. Peano oglosit Vocabulario commune ad latino-italiano-
Srangais-english-deutsch, bedace waznym i znaczacym etapem tworzenia no-
wego jezyka.

G. Peano nie twierdzil, ze jezyk jego zastapi jezyki narodowe. Mial to byé
tylko jezyk pomocniczy, pomocny przy porozumiewaniu si¢ na terenie mig-
dzynarodowym. Sam oglosil wiele prac matematycznych i lingwistycznych w
tym wlasnie jezyku, m. in. prace zamieszczone w Formulario. W charakterze
probki tego jezyka przytoczmy fragment komentarza Peano zwiazanego z
podstawami arytmetyki: ;

Quaesto si nos pote defini N significa si nos pote scribe aequalitate de
fOrmn

N, = expressione compositio per signos noto, U, N, —, ....;,

(!% International Auxiliary Language Association nazwala go poznicj inrerlingua.
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quod non es facile. Ergo nos sume tres idea N, 0, +ut idea primitivo per que
nos defini omni symbolo de Arithmetica. Nos determinate valore de symbolo non
definito per systema de proposito primitivo sequente('%).

Interlingua jednakze nie wytrzymata proby czasu. Brak Scislego i precy-
zyjnego rozgraniczenia, jaka cz¢$¢ laciny czy innych jezykéw ma by¢ adopto-
wana, a jaka odrzucona, spowodowalo powstanie licznych ,dialektow”,
niezgodnosci, a w koncu odrzucenie tego jezyka nawet przez poczatkowych
entuzjastow. Na przelomie lat czterdziestych 1 pigédziesiatych A. Gode, przy
wsparciu 1 pomocy Internationul Auxiliary Language Association, przeformu-
lowal i ozywil interlingu¢ 1 zaczal na nowo propagowac ja jako jezyk
mig¢dzynarodowy, dogodny zwlaszcza dla porozumiewania si¢ migdzy na-
ukowcami. Skutki jednak tej dzialalnosci sa raczej mierne.

Reasumujac, widzimy, ze Giuseppe Peano wywarl znaczacy wplyw na
rozw0j matematyki i, jeszcze bardziej, logiki 1 podstaw matematyki -—
wigkszy, niz mozna by sadzi¢ na podstawie tego, ile uwagi poswigca si¢ mu w
ksiazkach z zakresu historii logiki i matematyki (por. na przyklad [1], [9]).
Przewodnia idea, ktdéra towarzyszyla wszystkim jego poczynaniom, byla
jasnos¢ i scistosé, o ktére staral si¢ na kazdym kroku, zaréwno precyzujac
pojecia uzywane w matematyce, jak 1 wprowadzajac jezyk symboliczny i
propagujac metode aksjomatyczno-dedukcyjna. Symbolika, jaka zapropono-
wal, okazala si¢ bardzo dobra i uzyteczna, wytrzymujac probe czasu. Swiad-
czy o tym najdobitniej fakt, ze zostatla ona niemal bez zmian zaadoptowana
przez wspolczesna matematyke. Peano pokazywal na wielu przykladach, jak
mozna wyrazi€ teorie matematyczne w jego jezyku symbolicznym i jak
mozna je porzadkowac¢ za pomoca metody aksjomatyczno-dedukcyjnej. Logi-
ka byla dla niego narzgdziem, ktére pozwalalo uczyni¢ rozumowania mate-
matyczne jasniejszymi i precyzyjniejszymi. Symbolika miala pomoéc dostrzec
lepiej zwiazki logiczne pomiedzy poszczegdlnymi czionami wnioskowan i
ulatwi¢ analizowanie relacji konsekwencji logiczne;.

Warto zauwazy¢, ze Peano nie probowal nigdy oprze¢ matematyki na
jakiej$ innej dyscyplinie jako fundamencie. W konsekwencji odrzucat logi-
cyzm Fregego 1 Russella, tzn. redukcje matematyki do logiki. Interesowalo go
tylko zredukowanie teorii matematycznej do minimalnej liczby aksjomatéw
wyrazonych za pomoca jezyka zawierajacego minimalna liczbe pojec pier-
wotnych, z ktérych to aksjomatéow mozna juz wydedukowaé wszystkie
twierdzenia teorii. Peano nie byl tez formalista w sensie kierunku w filozofit
matematyki zapoczatkowanego przez D. Hilberta. Wierzyl, ze matematyka
moze i powipna by¢ oparta na do$wiadczeniu. W pracy Super theorema de
Cantor-Bernstein (Rend. Circ. mat. Palermo 21 (1906), 360-366) pisal: Dowdd
tego, Ze uklad aksjomatéw dla arytmetyki czy dla geometrii jest niesprzeczny,
wecale nie jest, wedlug mnie, konieczny. Nie formulujemy przeciez aksjomatow

(**y Formulario Mathematico, str. 27.
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calkiem dowolnie, ale przyjmujemy jako aksjomaty najprostsze stwierdzenia,
ktore znajdujq sie, explicite bad? implicite, w kazdej ksiqzce z arytmetyki lub
- geomertrii. Nasza analiza zasad tych nauk polega na redukowaniu zwyklych
stwierdzen do jak najmniejszej ich ilosci, tak jednak, by to, co pozostalo, bylo
istotnie potrzebne i jednoczesnie wystarczajgce. System aksjomatow arytmet yki
i yeometrii jest spelniony przez to pojecie liczby i punktu, ktore posiada kazdy,
kto sie tymi dziedzinami zajmuje. Myslimy o liczbie, zatem liczba istnieje.
Dowdd niesprzecznosci systemu aksjomatow moze byé pozyteczny wtedy, gdy
aksjomaty sq tylko hipotezami i nie odpowiadajq im Zadne rzeczywiste fakty. W
1923 r. Peano napisal: Matematyke nalezZy umiesci¢ pomiedzy logikq a nauka-
mi dos$wiadczalnymi. '

Biorgc pod uwage rozwdj logiki matematycznej i podstaw matematyki w
wieku XX, mozemy $mialo nazwa¢ Giuseppe Peano pionierem 1 promoto-
rem logiki symboliczne;.
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(") Ciag dalszy notki ze str. 267. W polskiej literaturze logicznej do roku 1929 réwniez
uzywano okreslen zmienna istotna i zmienna pozorna. W 1929 r. J. Lukaszewicz w swych
Elementach logiki matematycznej po raz picrwszy w piSmiennictwie polskim uzyt okreslen
Zmienna wolna i zmienna zwiqzana (wzorujac si¢, co stwierdza w przedmowie, na wydanej
w 1928 r. ksiazce D. Hilberta i W. Ackermanna Grundziige der Theoretischen Logic).



